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Scores generales: El test de Wilcoxon se basa en los rangos de los valores absolutos de las
observaciones. Generalizaremos el test, utilizando no los rangos sino funciones de los rangos
de los valores absolutos, denominadas scores.

Definicion: Sea 0 =a(0) < a(l) <.... <a(n) una sucesiony definamos
n

V=3 aR)s(X,) =Y al)s(X, ) = Y al)W,

j=1

donde Rj es el rango de ‘Xj‘entre los valores absolutos |X1|,...,|Xn|. Entonces V se denomina
estadistico de rangos signados con scores a(i).

e sia(i) =1 parai=1,...,n se obtiene V=S

« sia(i) =iparai=1,...,n se obtiene V=T".

Propiedad: Sean X,...,X, v.a.iid, X; ~F(x),FOQ,, V, => a(R,)s(X,)=> a(j)W; y
V, = b(R;)s(X;) =) b(j)W,, entonces

n

EV)=2Ya()) Var(v)==Yla()  covi,V,) =13 a(j)b(j)
2 & 44 -

NP

i

Luego, si

max {a(j),] =1,...n}

lim

_ Vi—EM)
=0 = 2 =1 ¥, Noy
SR (vartvp)"?

Muchas veces los scores vienen dados por lo que se denomina una funcién generadora de
scores.

Definicion: Sea Y(u), 0 < u < 1, una funcién no decreciente y no negativa. Supongamos ademas
que

Jodu<o y  0<[iG)du<e
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Si a(i) :(//(—+1j, definimos el estadistico generado por la funcion generadora de scores ,
n

como:

723 e 231 )

v _nzw(n+1js(xj)_n;w(n+l Wi

-|-+
nn+1)’

Observemos que YP(u) = 1 produce S =S/ny Y(u)=u produce T =

Teorema: Si V esta generado por ), entonces

eW)= - Y0 Lo - S

n+1

i 1
nVar(V) -1 5 LIJZ(L) O~ %élﬂz (u)du

4n =1 n+1
v -1y
v -E(V) , Y apt
\V 1
v Var(V) iéwz (u)du

tienen distribucion asintotica normal estandar.
Este teorema muestra que, para una gran cantidad de posibles tests, podemos usar la

aproximacion Normal.

Bickel (1974) provee una aproximacion de Edgeworth para el estadistico de scores generales.
Bajo condiciones de regularidad,

_ jw“(U)du
P{V_—E(\_/)stJDqJ(t)+ > > (1 =31) 4(t)
,/Var(V) 12n(J.l//2(U)dU]

donde ¢ es la funcion de densidad normal estandar.
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Tolerancia asintética: Se puede probar que t,(aceptacion) O, donde € es tal que

1-¢ 1 1
[ ¢wdu=2[g(udu
0 0
y que ty(rechazo) 06, donde & es tal que
1 1 1
j Y(u)du== j W(u)du
1-0 20

En casos tipicos, d = € y esta tolerancia asintética es igual al punto de ruptura de un estimador
derivado de un test de rangos (Huber, 1981).

Algunos ejemplos de funciones de scores:

1) Scores normales:
Sea ¢+(x):PQZ|sx):2d>(x)—1, siendo @ la funcion de distribucion Normal estandar.

Definimos

w(u) = o7 (u) =q>‘1@+§u]

El estadistico correspondiente se denomina estadistico de scores normales y fue propuesto por
Fraser (1957):

a0 1. 1R 19
O = +=—1 )s(X)==D A s(X;
(5 * anen 1= R ASX)

Observemos que, como R; >0, A; >0 para todo j. En el ejercicio 11 de la Practica 3 probaran

que en efecto W(u) es una funcion generadora de scores y por lo tanto V es asintéticamente
normal. Por lo tanto, para testear

H,:86=0 Vs H:6>0
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2) Rangos signados winsorizados:
Se define W(u)=min(u,1-y), para 0 < u < 1. El correspondiente estadistico V asigna su rango
dividido por (n+1) al (1-y) 100% de las observaciones con menores valores absolutos y

(1-y) veces su signo al y 100% de las observaciones con mayores valores absolutos. Por lo
tanto es una mezcla de scores de Wilcoxon y scores del signo.

Como jw(u)du =% @-y?) vy jwz(u)du =é(1— )% (L+ 2y), entonces

V-@1-y*)I4
Jn =y 9 N
Ja-yra+2ynz
Para elegir un test mas eficiente se puede usar informacién previa sobre la cola de la
distribucién. Algo parecido a la Normal, sugiere y cerca de 0, y algo cerca de la doble

exponencial sugiere y cercano a 1. La winsorizacién optima para la distribucién de Cauchy se
logra con yigual a 0.75.

3) Signos modificados: Se define

Si O<u<l-y
si 1-y<u<l1

0
u) =
70 {1
En este caso,

\7=%_n w( i Js(xj)=1 Z W. .

N = apyn+nl+a
Es decir que
V =nV =#{observpositivastalesqueelrango desusvaloresabsolutoses> (1 - y)(n +1)}
Siy=1, nV =S
Como nV =V es suma de binomiales independientes, bajo H,
V ~Bi(n-[d-pn+1),1/2)

y por lo tanto es facil obtener los valores criticos. Eligiendo y adecuadamente es posible
mejorar la eficiencia respecto del test del signo.
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Estimadores puntuales derivados:  Consideremos el estadistico general

V=> a(R,)s(X;)=> a(j)W,
j=L j=1
y la funcion

V(0)=Y a(R, (6) (X, ~6)

donde RJ. (6) es el rango de |Xj —6?|entre los valores absolutos |X1—6?|,...,|Xn—6?|.

LLamando, como siempre, X® <...<X®™ a los estadisticos de orden, Bauer (1972)
demostro el siguiente Teorema.

Teorema: Como funcién de 6, V(6 es una funcién escalera, no creciente, tal que
a) V(8 decrece una cantidad a(1) en cada X? A A
b) V() decrece una cantidad a(j-i+1)-a(j-i) en cada (X® + X9 )/2 (i <j)

Dem: Hettmansperger, pag. 94.

Definiendo
Cx® 4 x @
A
0 encasocontrario

se puede deducir la siguiente forma equivalente de V(8

V(6) = ZZ(aj—Hl —-a;)T;(6)

i<j

Ademas, bajo H,: 6 =0, F O Q, V(6 es simétrica alrededor de Zai /2, entonces el estimador

de Hodges-Lehmann sera el valor 6 tal que V(é) = Z a /2

Eficiencia de scores generales : Sea Xi,..., X,una m.a. de una distribucién F(x-6), F O Q,
con densidad f tal que su nimero de informacion de Fisher es finito, o sea

=€ Lo = Ll occ

y sea W una funcién generadora de scores. La eficacia del test correspondiente a W es:
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2( W (2F(x) 1) f 2 (x)dx
0

- 1/2
1%,
W (u)du
44
Recordemos que 1/c? es la varianza asintética del correspondiente estimador.

Puede probarse la siguiente forma alternativa de la eficacia, que no requiere del céalculo de la
derivada de W¥:

@)y (u)du

c=

Jl'wz(u)du}

£ F'l[””j
2
flpyurt
2
Ejemplo: Consideremos la funcién de scores que genera el estadistico de rangos signados

winsorizados, W(u)=min(u,1-y), para 0 < u < 1. Entonces W' (u)=1si0O<u<1-yyO0 encaso
contrario, por lo tanto

1 |[ot—ar

donde

Wi (u)=- (1)

si 0<2F(x)-1<1-y

. 1
v (@R -]) '{o si 1-y<2F(x)-1<1

Llamando x.=F*(a) al percentil a de la distribucién F,

Si &EX<X ),
Sl Xy <X<00

. 1
w(ZF(x)—1)={O

y se obtiene la siguiente expresion para la eficacia:

V12 jfz(x)dx

Y12

C:
Ja-y)?@a+2y)
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La eficiencia del test de rangos signados winsorizados de Wilcoxon en relacion al test de
Wilcoxon ordinario, es

XTzf Z(x)dx

Xy 12

-y’ e+ 2y){ [f 2(x)dx}

e=

La tabla que sigue da valores de la eficiencia para distintos valores de y y para las
distribuciones Normal, doble exponencial y Cauchy.

Distribucion y

0.10 | 0.20 | 0.50 | 0.70 | 0.80 | 0.90 | 0.98
Normal 0.99 | 094 | 0.92 | 0.81 | 0.75 | 0.70 | 0.66
DE 1.01 |1.03 |1.13 |1.20 |1.25 |1.29 |1.33
Cauchy 1.03 (1.09 (1.34 |1.43 |1.44 |[1.40 [1.35

La winsorizacién 6ptima para la distribucion de Cauchy se obtiene con y=0.75y no y= 1 como
hubiésemos esperado por tratarse de una distribucién con colas pesadas.

Teorema: Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucion F(x-68), F O Qs, con densidad f tal que
I(f) < o0, sea Y una funcién generadora de scores y ) definida en (1), entonces

c<c, =4/I(f)

donde c; es la eficacia del test basado en la funcién de scores . [Esta funcién es una funciéon
generadora de scores si F 0 Q¢ y —log(f(x)) es convexa (fuertemente unimodal)]

O sea que el test basado en y; es éptimo en el sentido de la eficiencia asintética.

Observaciones: 1) Se puede probar que, bajo normalidad, el test 6ptimo es el test basado en
scores normales. Su eficiencia respecto al test de t es 1, y por lo tanto es completamente
eficiente en el sentido de la eficiencia de Pitman. Es mas, se ha probado que, si la distribucién
es simétrica, la eficiencia del test de scores normales nunca es menor que 1 respecto al test t.
2) A medida que las colas de la distribucién son méas pesadas, se deben usar procedimientos
gue den menos peso a los valores extremos, como por ejemplo test de Wilcoxon, de rangos
winsorizados o de scores normales. Si las colas son muy pesadas también el test de signo es
apropiado.



