MATEMATICA 2
Primer Cuatrimestre de 2015

Practica 2

Transformaciones lineales

1. Determinar cuéles de las siguientes funciones son transformaciones lineales.
(¢
R? = R?, f(z1,22,23) = (21 — 22,222, 1 + 11).
C—C, f(z)=z, K=Ry K=C.

R?*2 5 R, f(25) = ad —be.

RIS RS, £ (1) = (§2470)

)
(i)
D)
(i)
(v)
2. (i) Probar que existe una tnica transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (—5,3)
y f(=1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2)
(i) Decidir si existe una transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (2,6),
f(fla 1) - (2a 1) Yy f(277) = (5a3)
(i73) Sean f, g : R — R3 transformaciones lineales tales que f(—1,0,0) = (1,2,
(2,1,0), f(1,0,1) = (1,2,1), 9(1,1,1) = (1,1,0), 9(2,2,-1) = (3,-1,2) y ¢(3,2,1) =
(0,0,1). Determinar si f = g.

f: R3 — RS, f(1‘1,172,$3) = (2:61 — Tx3,0,3x0 + 21‘3).

R T

(iv) Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal f : R® — R3
que Sa’tiSfaga’ que f(17 71a 1) = (270‘7 71)7 f(17 7152) = (a27 717 1) Yy f(la 717 72) =
(5,—1, 7).
3. Considerar las transformaciones lineales dadas en (i) y (v) del Ejercicio 1 y las dadas en (3),
(i), (i1d) y (iv) del Ejercicio 2.

(i) Calcular nicleo e imagen de cada una de ellas.
(iv) Determinar, en cada caso, si son o no monomorfismos, epimorfismos y/o isomorfismos.
4. Sean f : R® — R* dada por f(x1,72,23) = (21 + 2,21 + x3,0,0) y g : R* — R? dada por
g(z1, T2, 23,24) = (¥1 — x2,2x1 — x2). Calcular el nicleo y la imagen de f, de g y de g o f.
Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.
5. (i) Decidir si puede existir un epimorfismo f : R? — R3.
(#) Sean v; = (1,0,1,0) , vo = (1,1,1,0) y v3 = (1,1,1,1). Decidir si existe una transfor-
macién lineal f: R? — R* tal que {v1,ve,v3} C Im(f).
(i77) Decidir si puede existir un monomorfismo f : R3 — R2.
(iv) Sean S,T C R* definidos por S = {(z1, 72,23, 74) | T1+To+w3 = 0} y T = {(71, 22, 73, 24) | 221+
x4 =0, 13 —x3 = 0}. Decidir si existe algtin isomorfismo f : R* — R* tal que f(S) =T.
(v) Hallar (si existe) una transformacién lineal f : R?® — R* que verifique Im(f) = S y
Nu(f) =T en los siguientes casos.
1) S = {($1,$2,$3,l‘4)/$1 + 29 —x3+ 214 = 0} , T = <(172, 1)>
2) S = {(1‘1,LL‘2,{E3,.’E4)/$1 + 29 =0, 23+ 24 = 0} , T = <(].7 —2, 1)>



Matematica 2 Préactica 2 ler. Cuat. 2015

6.

10.

11.

12.

13.

En cada uno de los siguientes casos, definir una transformacién lineal f : R?* — R3 que
verifique lo pedido.

(1) (1,1,0) € Nu(f) y dim(Im(f)) = 1.
(i1) Nu(f)NIm(f)=((1,1,2)).
(i7) f#0y Nu(f) C Im(f).
(iv) f#0y fof=0.
)
i) N

(v) f#Idy fof=1Id.

(vi) Nu(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) 0 Im(f) = {0}

. Encontrar las coordenadas de v € V respecto de la base B en los siguientes casos.
a) V=k,v=(x1,...,2,), B labase candnica.
b) V=R3v=(1,2,-1), B=1{(1,2,-1),(0,1,1),(0,0,2)}.
) V=R3v=(1,-1,2), B={(1,2,-1),(2,1,3),(1,3,2)}.
d) V=R3 v=(21,79,73), B={(1,2,-1),(2,1,3),(1,3,2)}.

e) V=R[X]5 v=2X2— X3 B={31+X,X2+5, X3+ X2}.
Calcular la matriz de cambio de base C(B, B’) en los siguientes casos.
b) V R3 B—{(1,1,0) (0,1,1),(1,0,1)}, B’ ={(1,1,1),(2,0,1),(1,1,3)}.
) V=R[X]s, B={(3,1+X,X?}, B ={1,X +3,X?+2}.

) V=R[X]3, B={1,X,X? X?}, B’ ={1,1+ X,(1+ X)? (1+ X)*}.

C

d
Sea V un k-espacio vectorial y sean By, By y B3 tres bases de V.
a) Probar que C(By, B3) = C(Bg, B3)C(B1, Bs).
b) Probar que la matriz C'(Bj, Bz) es inversible.
Sea M = (i (%) i) y sea B = {v1,v2,v3} una base de R3.
a) Encontrar una base B’ tal que C'(B,B’) = M.
b) Encontrar una base B’ tal que C(B’,B) = M.

Sean f : R?® — R* tal que f(z1,22,23) = (21 + 22,21 + 23,0,0) y g : R* — R? tal que
g(z1, 22, 23,24) = (x1 — T2, 201 — 3). Determinar la imagen y el nicleo de los morfismos f,
gy go f. Decidir si se trata de monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.

Encontrar proyectores f : R® — R3 que satisfagan las siguientes condiciones.
a) imf = {(x1, 72, 23) € R3 : 21 + 29 + 23 = 0}.
b) kerf = {(z1,22,73) € R®: 21 + 23 + 23 = 0}.
¢) kerf = {(x1,22,73) € R?: 321 — 23 = 0}, imf = ((1,1,1)).

Sea V' un k-espacio vectorial.

a) Sea f: V — V un proyector. Mostrar que V' = ker f @im f. Probar ademds que g = id— f
es un también un proyector de V' y determinar su niicleo y su imagen.

b) Sean Sy T subespacios de V tales que V.= S@®T. Probar que existe un tinico proyector
f:V—=>Vtalque S =kerfy T =imf.
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15.
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a) Sean U, V y W tres espacios vectoriales, con bases B, B’ y B” respectivamente. Si
f:U—=Vyg:V — W son transformaciones lineales, mostrar que

lgo fl,B" = |glB,B" | f|B.B

b) Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V — W una transformacién lineal. Si B 'y B’
son bases de V' 'y D y D’ son bases de W, mostrar que

[f|5".pr = C(D,D")|f|p,p0 C(B',B).

Sea V un espacio vectorial y sean By B’ dos basesde V. Si f : V — V es una transformacién
lineal, mostrar que

tr|f|,B = tr|f|B, B

Sea V un espacio vectorial de dimension n y sea f : V — V una transformacion lineal tal
que f™ =0 pero f*! # 0. Mostrar que existe una base B de V tal que

1, sii=j7+1;
(‘f|B)i7j :{ 11 =

0, sino.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea f : V — V un proyector. Mostrar que existe
un base B de V tal que

0, sino.

1, sii=jei<dimimf;
(1), :{

(Ejercicios tipo parcial)

I) Sean S y T subespacios de Rs[z] tales que
S =(x—1,2%

T = {p € Rs[z]/p'(1) = Oy p(-1) = 0}.
a) Probar que S @ T = Rs[z].
b) Definir, si se puede, un proyector P tal que S C NuP y ImP C T.

¢) Sean Bg y Br bases de los subespacios S y T respectivamente y B = BgU Bp. Calcular
C(B,E) y |P|g, donde E es la base canénica en Rs|x].

II) Sea S = {A S Rsz/ a1 + a2 =0, asy —ay1 =0, agg = O}

Hallar una transformacién lineal f : R2*2 — R2?*2 que verifique simultdneamente:
a) S =Nu(f)NIm(f).
b) dim(Nuf) > dim(Im f).

or( 4 0)-(2% )



