Numeros complejos

Matematica 2 - Primer cuatrimestre de 2015

Consideremos el conjunto C = R?, y a un elemento (a, b) 1o escribimos en la forma
a + ib. Se define la operacion de suma como la suma habitual en R? y el producto

(a + ib)(c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc)
Si z = a + bi, llamaremos Re(z) = a e Im(z) = b.
1. Calcule (2 +14)(3 + 2i), (2 — 1)(3 — 24), 4%, (2 +V/31)3, (1 +1)%, (1 —4)?, (1 + i)~

2. Escribiendo, para a € R, a = a + 0, muestre que C contiene a R de manera
compatible con el producto, es decir, multiplicar elementos de R vistos como
nuimeros complejos es lo mismo que multiplicarlos como ntimeros reales.

3. Muestre con esta definicion i* = —1.
4. Si z = a + ib, se define el conjugado de z, y se lo denota z al ntimero complejo
Z=a—1b
Muestre que
@ z+w=z+z
(b) zw =z w y si A € R entonces \z = \Z.
(c) 2z = |z]?, donde |z|? = a*® + b%, si z = a + bi.
(d) Re(zw) = Re(zw) = (z,w), el producto interno usual de R?.

(e) Sea f : C — C una transformacion R-lineal, es decir,
flz+w) = f(z) + f(w), Vz,w € C, y f(Az) = Af(z) VAER

Siademads f(zw) = f(2)f(w)y f(1) = 1, muestre que hay dos posibilidades:
o bien f(i) =i (y por lo tanto f = id) o bien f(i) = —i (y en consecuencia f
es la conjugacion).

5. (Escritura polar) Si z = a + bi # 0, y 0 es tal que

a b
cosf) = ——, senf = ——
VaZ + b2 Va2 + b2

muestre que
z = |z|(cos 0 + isend)

Siw = |w|(cos B + isenf), muestre que

2w = |z[|w|(cos(6 + B) + isen(6 + B))



6. Llamemos U(1) = {z € C : |z| = 1} (U por “unitario”). Muestre que si z,w €
U(1) entonces zw € U(1). También 27t =7z € U(1).

7. Calcule |z| y dngulo 6 para (2+1), (2—1), (3+2i), (3—24),1, (2-+/37), (1+14), (1—1)
y verifique la férmula de adicién de dngulos (y multiplicaciéon de médulos) para
los productos realizados en el item 1.

8. Sea z un ntimero complejo, muestre que existe un ntiimero complejo E de médulo
1 tal que zE = |z|.



