
Consistencia, Estabilidad y Convergencia

1. Métodos a un paso

Para aproximar la solución x = x(t) del problema de valores iniciales (PVI)

x′ = f(t, x) a ≤ t ≤ b

x(a) = α

consideramos el método numérico a un paso (M)

x0 = α

xk+1 = xk + hφ(tk, xk, h) k = 0, . . . , N − 1,

donde tk = a + kh, k = 0, . . . , N con h = (b − a)/N . Esperamos que xk aproxime a x(tk). La
función φ identifica el método a un paso (M).

Definición de convergencia. Decimos que (M) es convergente si

ĺım
h→0

máx
0≤n≤N

|x(tn)− xn| = 0

cualquiera sea la condición inicial x(0) = α. Notar que N (y los tn) depende de h.

Definición de estabilidad. (M) se dice estable si existen constantes M1 y M2 independientes
de h (y entonces de N) tales que para cualquier par de sucesiones {xn}N

n=0 y {yn}N
n=0 definidas

por {
x0 dado

xn+1 = xn + hφ(tn, xn, h)

{
y0 dado

yn+1 = yn + h [φ(tn, yn, h) + εn]

se tiene
máx

0≤n≤N
|xn − yn| ≤ M1|x0 − y0|+ M2 máx

0≤n≤N−1
|εn|. (1.1)

Esta noción de estabilidad significa que una pequeña perturbación en los datos (condición
inicial y φ) no implica más que una pequeña perturbación en la solución, independientemente
del paso h. Hay que tener en cuenta que siempre se introducen perturbaciones debido a los
errores de redondeo. Entonces esta propiedad es indispensable para un método numérico.

Definición de error de truncamiento local. El error de truncamiento local en el paso
n-simo, n = 0, . . . , N − 1, es el número τn dado por

x(tn+1) = x(tn) + hφ(tn, x(tn), h) + hτn.
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Esta definición depende de la solución del problema (PVI).

Definición de consistencia. El método (M) se dice consistente si

ĺım
h→0

máx
0≤n≤N−1

|τn| = 0

para toda solución x suficientemente regular de x′ = f(t, x).

Theorem 1.1 Si el método a un paso (M) es consistente y estable entonces es convergente.

Demostración. Hecha en clase. ¤

Proposition 1.2 Supongamos que φ es Lipschitz respecto de la segunda variable, o sea, existe
M tal que ∀t ∈ [a, b],∀x, x̄ ∈ R, y ∀h suficientemente pequeño, se tiene

|φ(t, x, h)− φ(t, x̄, h)| ≤ M |x− x̄|.

Entonces el método (M) es estable.

Demostración. Sean {xn}N
n=0 e {yn}N

n=0 dos sucesiones como en la definición de estabilidad.
Entonces para 0 ≤ n ≤ N − 1 tenemos usando la lipschitzianeidad de φ

|xn+1 − yn+1| ≤ |xn − yn|+ h|φ(tn, xn, h)− φ(tn, yn, h)|+ h|εn|
≤ |xn − yn|+ hM |xn − yn|+ h|εn|
= (1 + hM)|xn − yn|+ h|εn|. (1.2)

Vamos a probar por inducción que

|xn+1 − yn+1| ≤ (1 + hM)n+1|x0 − y0|+ (1 + hM)n+1 − 1

M
máx
0≤k≤n

|εk|.

Para n = 0 es cierto (poner n = 0 en (1.2)). Supongamos que vale para n − 1 y queremos
demostrarla para n. Estamos suponiendo que

|xn − yn| ≤ (1 + hM)n|x0 − y0|+ (1 + hM)n − 1

M
máx

0≤k≤n−1
|εk|. (1.3)

Insertando (1.3) en (1.2) tenemos

|xn+1 − yn+1| ≤ (1 + hM)|xn − yn|+ h|εn|
≤ (1 + hM)

[
(1 + hM)n|x0 − y0|+ (1 + hM)n − 1

M
máx

0≤k≤n−1
|εk|

]
+ h|εn|

≤ (1 + hM)n+1|x0 − y0|+
[
(1 + hM)

(1 + hM)n − 1

M
+ h

]
máx
0≤k≤n

|εk|

= (1 + hM)n+1|x0 − y0|+ (1 + hM)n+1 − 1

M
máx
0≤k≤n

|εk|,
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que es lo que queŕıamos probar. Cambiando ligeramente la notación, hemos probado que para
n = 0, . . . , N vale

|xn − yn| ≤ (1 + hM)n|x0 − y0|+ (1 + hM)n − 1

M
máx

0≤k≤n−1
|εk|

(el caso n = 0 hay que considerarlo aparte, pero es trivial).
Usando que para s > 0 vale 1 + s ≤ es tenemos

|xn − yn| ≤ enhM |x0 − y0|+ enhM − 1

M
máx

0≤k≤n−1
|εk|

= e(tn−a)M |x0 − y0|+ e(tn−a)M − 1

M
máx

0≤k≤n−1
|εk|

donde usamos que nh = tn − a. Finalmente como tn − a ≤ b − a y máx0≤k≤n−1 |εk| ≤
máx0≤k≤N−1 |εk| resulta

|xn − yn| ≤ e(b−a)M |x0 − y0|+ e(b−a)M − 1

M
máx

0≤k≤N−1
|εk|, 0 ≤ n ≤ N, (1.4)

esto es (2.1) con

M1 = e(b−a)M y M2 =
e(b−a)M − 1

M
. ¤

Corollary 1.3 (de la demostración) Sea x la solución de (PVI) y {xn}N
n=0 la sucesión gen-

erada por (M). Supongamos que φ es Lipschitz respecto de la segunda variable, con constante
de Lipschitz M . Entonces tenemos la siguiente estimación del error global

máx
0≤n≤N

|x(tn)− xn| ≤ e(b−a)M − 1

M
máx

0≤k≤N−1
|τk|

donde, para cada k, τk es el error de truncamiento local en el paso k.
Estamos suponiendo que no cometemos errores en la condición inicial, o sea, x0 = α.

Demostración. En la demo de la proposición anterior, pongamos {xn} la sucesión generada
por (M), e {yn} la sucesión dada por yn = x(tn). De la definición de error de truncamiento local
tenemos

x(tn+1) = x(tn) + h [φ(tn, x(tn), h) + τn] ,

o sea, yn verifica la misma definición que en la proposición, con εk = τk, k = 0, . . . , N − 1.
Entonces vale (1.4) con yn = x(tn) para n = 0, . . . , N . Notar que x(a) = x0 = α, luego

|x(tn)− xn| ≤ e(b−a)M − 1

M
máx

0≤k≤N−1
|τk|.

Ahora basta tomar máximo en n y notar que el lado derecho no depende de n. ¤
Observación. Del Corolario anterior, resulta evidente que si φ es Lipschitz respecto de su
segunda variable, y (M) es consistente, entonces (M) es convergente. Esto es un caso particular
del Teorema 1.1.
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Definición de orden de un método. Sea p ≥ 0. (M) se dice de orden ≥ p si para toda
solución suficientemente regular de (PVI) se tiene

máx
0≤n≤N−1

|τn| ≤ Chp (= O(hp))

para alguna constante C (C puede depender de la solución x).
Notar que si un método tiene orden ≥ p con p > 0, entonces es consistente. Aśı, si (M)

tiene orden ≥ p con p > 0 y si φ es Lipschitz respecto de su segunda variable (entonces (M)
es estable), sabemos que (M) es convergente. El siguiente Teorema da idea de la rapidez de la
convergencia.

Theorem 1.4 Si φ es Lipschitz respecto de su segunda variable y (M) es de orden ≥ p, entonces

máx
0≤n≤N

|x(tn)− xn| ≤ Chp (= O(hp)).

para alguna constante C (C puede depender de la solución x, y en general es distinta de la
constante de la definición de orden).

Demostración. Sigue del Corolario 1.3 anterior y de la definición de orden de un método. ¤.

Observación. En la constante C del Teorema anterior, intervienen la constante del la definición
de orden (que acota los errores de truncamiento local) y la constante del Corolario 1.3 e(b−a)M−1

M
,

donde a su vez aparece la constante de Lipschitz de φ. En algunos casos se necesita estimar
esta constante C del Teorema, y esto a veces se puede hacer usando sólo los datos del problema
(PVI), sin conocer la solución exacta x.

2. Métodos Multipaso

Consideramos el mismo problema de valores iniciales (PVI) que antes. Sea tn = a + nh,
n = 0, . . . , N con h = (b − a)/N . Un método multipaso a k (MM) pasos consiste en calcular
x0, x1, . . . , xN que verifiquen la siguiente ecuación en diferencias:

αkxn+k + αk−1xn+k−1 + · · ·+ α0xn = h [βkfn+k + βk−1fn+k−1 + · · ·+ β0fn]

para n = 0, . . . , N−k. Se supone que x0, x1, . . . , xk−1 son conocidos. α0, α1, · · · , αk y β0, β1, · · · , βk

son constantes independientes del paso n. Estamos usando la notación

fq = f(tq, xq).

Suponemos αk 6= 0 y |α0|+ |β0| > 0. Si βk = 0 el método se dice expĺıcito, sino es impĺıcito.

Definición de convergencia. Decimos que (MM) es convergente si cualquiera sea la condición
inicial x(a) = α vale la siguiente propiedad: Si

ĺım
h→0

xi = x(a), i = 0, 1, . . . , k − 1,

entonces
ĺım
h→0

máx
0≤n≤N

|x(tn)− xn| = 0
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Notar que N (y los tn) depende de h.

Definición de estabilidad. (MM) se dice estable si existen constantes M1 y M2 independientes
de h (y entonces de N) tales que para cualquier par de sucesiones {xn}N

n=0 y {yn}N
n=0 definidas

por

x0, x1, . . . , xk−1 dados
k∑

i=0

αixn+i = h

k∑
i=0

βif(tn+i, xn+i) n = 0, . . . , N − k

y

y0, y1, . . . , yk−1 dados
k∑

i=0

αiyn+i = h

[
k∑

i=0

βif(tn+i, yn+i) + εn

]
n = 0, . . . , N − k

se tiene
máx

0≤n≤N
|xn − yn| ≤ M1 máx

0≤i≤k−1
|xi − yi|+ M2 máx

0≤n≤N−k
|εn|. (2.1)

Definición de error de truncamiento local. El error de truncamiento local en el paso
n-simo, n = 0, . . . , N − k, es el número τn dado por

k∑
i=0

αix(tn+i) = h

k∑
i=0

βif(tn+i, x(tn+i)) + hτn. (2.2)

siendo x la solución de (PVI). Esta definición depende de la solución del problema (PVI).

Definición de consistencia. El método (MM) se dice consistente si

ĺım
h→0

máx
0≤n≤N−k

|τn| = 0

para toda solución x suficientemente regular de x′ = f(t, x).

Theorem 2.1 Si el método a k pasos (MM) es estable y consistente entonces es convergente.

Volvemos a la definición de error de truncamiento local. Teniendo en cuenta que x′(tn+i) =
f(tn+i, x(tn+i)), y que tn+i = tn + hi de la ecuación (2.2) obtenemos

hτn =
k∑

i=0

αix(tn + hi)− h

k∑
i=0

βix
′(tn + hi).

Dejando n fijo, ponemos t = tn y entonces escribimos la ecuación anterior sin el sub́ındice n:

hτ =
k∑

i=0

αix(t + hi)− h

k∑
i=0

βix
′(t + hi).
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Si x es suficientemente regular podemos escribir hτ en la forma

hτ = C0x(t) + C1hx′(t) + C2h
2x′′(t) + . . . + Cqh

qx(q)(t) + . . . . (2.3)

Para ver esto escribimos

x(t + jh) = x(t) + x′(t)jh +
x′′(t)

2
(jh)2 + · · ·

x′(t + jh) = x′(t) + x′′(t)jh +
x′′′(t)

2
(jh)2 + · · · .

Reemplazando en (2.3) e igualando potencias de h encontramos

C0 = α0 + . . . + αk,

C1 = (α1 + 2α2 + . . . + kαk)− (β0 + β1 + . . . + βk)

y para q ≥ 2

Cq =
1

q!
(α1 + 2qα2 + . . . + kqαk)− 1

(q − 1)!
(β1 + 2q−1β2 + . . . + kq−1βq).

Definición de orden de un método multipaso. Un método multipaso se dice de orden p
si C0 = C1 = . . . = Cp = 0 y Cp+1 6= 0.

Proposition 2.2 Si (MM) es de orden p entonces el error de truncamiento local en el paso
n-simo verifica

τn = Cp+1h
px(p+1)(tn) + O(hp+1).

Corollary 2.3 (MM) es consistente si y sólo si C0 = C1 = 0, esto es, si y sólo si tiene orden
≥ 1.

Definimos los polinomios

p(z) =
k∑

j=0

αjz
j y q(z) =

k∑
j=0

βjz
j

Notemos que
C0 = p(1) y C1 = p′(1)− q(1).

Luego, (MM) es consistente si y sólo si p(1) = 0 y p′(1) = q(1).

Proposition 2.4 (Condición de la ráız) El método (MM) es estable si y sólo si el polinomio
p verifica las siguientes 2 condiciones:

a) Todas sus ráıces tienen módulo ≤ 1.

b) Las eventuales ráıces de módulo 1 son simples.

Theorem 2.5 Si el polinomio p verifica la condición de la ráız y si

p(1) = 0 y p′(1) = q(1)

entonces (MM) es convergente.
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3 Complementos

3.1 Demostración de una parte de la Proposición 2.4

Demostraremos que la condición de la ráız es necesaria para que (MM) sea estable. En-
tonces, Asumimos que (MM) es estable.

Supongamos primero que λ es una ráız de p con |λ| > 1. Consideremos el problema
de valores iniciales {

x′ = 0
x(0) = 0

cuya solución es x(t) ≡ 0. Como en este caso f(t, x) ≡ 0, (MM) para esta ecuación se
escribe

x0, x1, . . . , xk−1 dados

αkxn+k + αk−1xn+k−1 + . . .+ α0xn = 0 0 ≤ n ≤ N.

La sucesión {xn}0≤n≤N con xn = hλn es una solución de este esquema (para la cual xi,
0 ≤ i ≤ k−1 están dados por xi = hλi). Otra solución de este esquema es {yn}0≤n≤N con
yn = 0 para todo n. Ahora consideramos estas sucesiones en la definición de estabilidad,
en donde notemos que εn = 0, 0 ≤ n ≤ N−k. Aśı obtenemos que para algunas constantes
M1 y M2

max
0≤n≤N

|xn − yn| ≤M1 max
0≤i≤k−1

|xi − yi|+M2 max
0≤n≤N−k

εn,

reemplazando por nuestros datos tenemos

max
0≤n≤N

h|λ|n ≤M1 max
0≤i≤k−1

h|λ|i

y usando que h = b−a
N

(a = 0) y |λ| > 1 resulta

b− a
N
|λ|N ≤M1

b− a
N
|λ|k−1

o
|λ|N

N
≤M1

|λ|k−1

N
.

Aqúı k es fijo mientras que N (como h) es arbitrario, y luego obtenemos una contradicción,
ya que el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0 cuando N → ∞ mientras que el
lado izquierdo tiende a ∞. Aśı todas las ráıces de p deben tener módulo ≤ 1.

Ahora supongamos que p tiene una ráız λ múltiple con |λ| = 1. En este caso p(λ) =
p′(λ) = 0, es fácil ver que {xn}0≤n≤N con xn = hnλn es una solución del esquema (con
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las correspondientes condiciones iniciales x0, x1, . . . , xk−1). Teniendo en cuenta la misma
sucesión trivial {yn} como antes y usando la definición de estabilidad (de nuevo εn = 0)
obtenemos

max
0≤n≤N

hn|λ|n ≤M1 max
0≤i≤k−1

hi|λ|i,

pero como |λ| = 1 y h = b−a
N

, calculando los máximos (y cancelando b− a) obtenemos

1 ≤M1
k − 1

N
.

Pero el lado derecho tiende a 0 cuando N → ∞, que lleva a una contradicción. Por lo
tanto, las ráıces de p de módulo 1 deben ser simples.

3.2 Necesidad de la consistencia y la estabilidad

El Teorema 2.1, cuya demostración es simple a partir de las definiciones de estabilidad y
consistencia, tiene un rećıproco que también es válido.

Proposición 3.1 (rećıproco del Teorema 2.1) Si el método multipaso (MM) es con-
vergente, entonces es consistente y estable.

Necesidad de la estabilidad. Debemos ver que si (MM) es convergente, entonces es estable,
o sea que verifica la condición de la ráız (por la Proposición 2.4). Entonces sea λ una
ráız de p. Supongamos que |λ| > 1. Como en la subsección anterior, consideramos el
problema {

x′ = 0
x(0) = 0

cuya solución es x(t) ≡ 0. Sabemos que {xn} con xn = hλn es una solución del esquema
(MM) (notar que fj = 0 para todo j). Para esta solución, tenemos

lim
h→0

xi = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1

(es importante notar que k es fijo, por lo tanto los expontentes de λ son acotados). Como
(MM) es convergente, de la definición de convergencia, tenemos que

lim
h→0

max
0≤n≤N

|x(tn)− xn| = 0,

por lo que, en particular,
lim
h→0

xN = 0.
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Pero, h = b−a
N

y entonces |xN | = b−a
N
|λ|N →∞ pues |λ| > 1, lo que es una contradicción.

Entonces las ráıces de p deben tener módulo ≤ 1.
En el caso de una ráız múltiple λ con |λ| = 1 se puede hacer un análisis similar teniendo

en cuenta que, en tal caso, {xn} con xn = hnλn es una solución del esquema (MM).

Necesidad de la consistencia. Ahora suponemos que (MM) es convergente y queremos
demostrar que es consistente, o sea, tenemos que ver que p(1) = 0 y p′(1) = q(1). Notemos
que por la parte anterior, ya sabemos que (MM) es estable. Vamos a usar esto más
adelante.

Consideramos el problema {
x′ = 0

x(0) = 1

cuya solución es x(t) ≡ 1. Sea {xn}0≤n≤N la sucesión generada por (MM) a partir de
x0 = x1 = . . . = xk−1 = 1. Como 1 es la condición inicial en el problema de valores
iniciales, podemos usar la definición de convergencia, y obtenemos que (también x(tn) = 1)

lim
h→0

max
0≤n≤N

|1− xn| = 0.

En particular,
lim
h→0

xk = 1. (1)

Ahora, el esquema (MM) para n = 0 (teniendo en cuenta que fj = 0 para todo j) es

αkxk + αk−1xk−1 + . . .+ α0x0 = 0

y como x0 = x1 = . . . = xk−1 = 1 resulta

αkxk + αk−1 + . . .+ α0 = 0.

(acá xk depende de h, ya que xk ∼ x(tk) y tk = a+ k b−a
N

, a=0). Tomando ĺımite cuando
h→ 0 en esta ecuación y usando (1) obtemos

αk + αk−1 + . . .+ α0 = 0,

o sea, p(1) = 0.
Ahora consideramos el problema de valores iniciales{

x′ = 1
x(0) = 0
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cuya solución es x(t) = t. Ya sabemos que p(1) = 0, o sea, 1 es ráız de p, y como también
sabemos que (MM) es estable, debe ser p′(1) 6= 0, pues de lo contrario, p tendŕıa una ráız
múltiple de módulo 1. En este caso f ≡ 1, y por lo tanto el esquema (MM) es

αkxn+k + αk−1xn+k−1 + . . .+ α0xn = h [βk + βk−1 + . . .+ β0] (2)

(fj = 1 para todo j). Una solución de (2) es la sucesión {xn} definida por xn = nhγ con

γ = q(1)
p′(1)

. Para ver esto, simplemente reemplazamos esta sucesión en el lado izquierdo de

(2) y operamos:

αk(n+ k)hγ + αk−1(n+ k − 1)hγ + . . .+ α0nhγ =

= nhγ (αk + . . .+ α0) + hγ (kαk + (k − 1)αk−1 + . . .+ α1)

= nhγp(1) + hγp′(1)

= hγp′(1)

= hq(1)

= h(βk + βk−1 + . . .+ β0).

Notemos que
lim
h→0

xi = lim
h→0

ihγ = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1

(es importante que i se mantenga menor que k con k fijo). Entonces usando la definición
de convergencia tenemos

lim
h→0

max
0≤n≤N

|tn − xn| = 0.

(pues x(tn) = tn). En particular, para n = N , tN = b y luego

lim
h→0
|xN − b| = 0.

Pero xN = Nhγ = (b− a)γ = bγ (pues a = 0), por lo tanto

0 = lim
h→0
|bγ − b| = lim

h→0
|b(γ − 1)| = |b||γ − 1|

y como b 6= 0 (pues a = 0, sino estaŕıamos considerando el problema en un solo punto, lo
que no tiene sentido), debe ser γ = 1, esto es q(1) = p′(1), como queŕıamos.
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