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ANALISIS REAL - RESOLUCION DEL PRIMER PARCIAL

Sea E C R™ medible Lebesgue y de medida finita. Si E = F1 U FE5 con By NEy = ()
y se satisface |E| = |E1|e + | E2le, probar que E; y Eo son medibles.

Demostracion:

Sea H un conjunto de clase G tal que Fo C H y |Es|. = |H|. Entonces E — H
es un conjunto medible y E — H C Ey, por lo que |E — H| < |Ey|;.

Luego, tenemos que

|Erli 2 |E— H| = [E| — |H| = |E| — |Exle,
de donde deducimos que
|E1le + [E2|e = |E| < |E1|; + |Eale

o sea, |File < |E1|; y, dado que la otra desigualdad vale siempre, |E1|; = |Ej]e.
Como estamos en medida finita, esto implica que F; es medible pues si |E1|; = [E1le
entonces existen G abierto y F' cerrado tal que F' C Ey C Gy |G\ F| < €. Por lo
tanto como G \ By C G\ F, se tiene que |G\ E1| < |G\ F| < e.

Como F y E; son medibles, también lo es Fo = F — Ej.

Sean (X, ¥, u) un espacio de medida y fy, f,g : X — R. Probar que las siguientes
afirmaciones valen si y sélo si la medida p es completa:

(a) Si f es medible y f = g en casi todo punto, entonces g es medible.

(b) Si (fn)nen son medibles y f, — f en casi todo punto, entonces f es medible.

Demostracion:

(a) Basta ver que para todo boreliano B C R, se tiene que g~!(B) es medible.
Como f = g c.t.p, existe un conjunto medible F tal que pu(E) =0y f(z) = g(z)
para todo x &€ E.

Entonces,

g~ '(B) = (f71(B)\ E)U(Eng ' (B)).
Como f es medible, tenemos que f~!(B) es medible, y como p es completa, tenemos
que E N g~1(B) es medible. Luego g~!(B) es medible.
Para la reciproca, si i no es una medida completa, entonces existen un conjunto

medible E tal que p(F) = 0 y un conjunto F' C E no medible. Entonces, la funcién
xr es no medible y xp = 0 c.t.p.

(b) Sea f = lim SUDPy,_y00 Jn = infg sup,>y fn, porque supremo e infimo de fun-

ciones medibles es medible. Entonces, como cada f, es medible, f es medible.
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Como f, — f c.t.p, entonces f = f en casi todo punto y, por el ftem (a), f es
medible.

Para la reciproca, si consideramos F como en el item anterior y las funciones
fn =0 para todo n y f = xr, entonces las funciones f, son medibles y convergen
c.t.p a una funcién no medible.

Sean (X, X, 1) un espacio de medida, f,,, f : X — R medibles y ¢ € L'(X, 1) tales
que | fn(z)] < g(z) para todo x y para todo n. Si f,, — f en casi todo punto, probar
que para todo ¢ > 0 existe F' € 3 tal que u(F°) <dy fn, = fen F.

(Sugerencia: para cada k € N, considerar el conjunto Un{|fn| > 7}).

Demostracién: Fijamos € > 0. Sea Ej, := |J,{|fn| > 1/k}. Ahora observemos
que X =, Ex U{fn = 0 Vn € N}. Notemos que en el ultimo conjunto f,, converge
uniformente porque de hecho es constantemente 0. Ahora como |f,| < g, tenemos
que para cada n € N se cumple que {|f,| > 1/k} C {|g| > 1/k} por lo tanto
Ei, C {lg| > 1/k} y como p({lg] > 1/k}) < k [ |gldp < oo, tenemos que para
todo k € N, nuestros conjuntos Ej son de medida finita. Por Egorov, para cada k,
existe A C Ej tal que f,, converge uniformemente sobre Ay y u (Ej \ Ag) < €27,
Sea A = J, A U{fn = 0Vn € N}. Tenemos ahora que

[e.9]

(X \ A) <MUEk\UAk <Z“ (Ex\Ap) <€) 27F=

k=1

Y f, converge uniformemente sobre A, como queriamos ver.

Sea { f}}_, una sucesién creciente de funciones medibles definidas en un conjunto
E C R” tales que fx(x) — f(x) para casi todo x € E. Supongamos ademds que fi
es integrable. Probar que entonces f es integrable en F si y sélo si fj es integrable
para todo k y limp o [5 fr < 00.

Demostracion:

Supongamos primero que f es integrable. Para ver que las f; son integrables
basta notar que f; (z) < fT(x) para casi todo z € E, de donde [, fif < [T <
400 y ademés f, (z) < fi (z), de donde [, f, < [pfi < +oo. Ahora, como la
sucesién { fi} es creciente, entonces f— fi > 0 para todo k > 1. Ademds f— fr — 0
en casi todo punto de E. Como 0 < f — fi < f— fiy f — fi es integrable (porque
f v filoson), por el teorema de convergencia mayorada vale que

Jm fk—/f<00

Para la otra implicacién, supongamos que limy_,q, [ g Jk < 00. Usando de nuevo
que fr — f1 >0y limg_oo(fx — f1) = f — f1 en casi todo punto de FE, por el lema
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de Fatou tenemos que

OS/Eklggo(fk—fl)Sklgrolo/Efk—/Ef1<00

Por lo tanto, f es integrable.



