ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2015

PRACTICA 2: MEDIDA EN ESPACIOS ABSTRACTOS

Ejercicio 1. Sea X un conjunto no vacio.

(a)

Para cada E C X, definimos u(E) = card(E) si E es finito y pu(F) = oo si E es
infinito. Probar que p es una medida definida en ¥ = P(X). Esta medida se suele
llamar medida de contar o counting measure.

Dado zp € X,para cada E C X, definimos 6(E) = xg(zp). Probar que ¢ es una
medida en P(X). Esta medida se denomina delta de Dirac.

Sea (X,X, ) un espacio de medida y sea A € X. Para cada F € X definimos
ua(E) = p(ANE). Probar que p14 es una medida en X.

Sea (X, X) un espacio medible. Sean p1, ..., 1, medidas definidas en ese espacio y
sean ai,...,a, constantes positivas. Probar que

n=aipy + -+ apln
es una medida.

Sea (X, X) un espacio medible y sea (py,)n>1 una sucesién de medidas en este espacio.
Supongamos que la sucesién es mondtona creciente, en el sentido de que p,(E) <
tnt1(E) para todo E € Xy para todo n € N. Si definimos, para cada E € X,

p(E) = lim g, (E),

n

probar que p es una medida.
Sea (X, 3, u) un espacio de medida. Para cada E € ¥ definimos
po(E) = sup{u(F) : F € £, F C E, p(F) < oo}.

Probar que pg es una medida. Probar ademés que cumple la siguiente propiedad:
para cada E € ¥ existe un conjunto F' € ¥ contenido en E y de medida finita.

Ejercicio 2. Sean (X, X) un espacio medible. Sea la funcién de conjuntos p : £ — Rxg
que satisface:

1.

2.

A BeX N ANB=0 = p(AUB) = pu(A)+ u(B)
ApeX (neN) A A, N0 = limy, 0 u(Ay) =0.

Probar que i es una medida.



Ejercicio 3. Un espacio (X,X, u) se dice de medida completa si dado Z € ¥ tal que
w(Z) =0, para cada Y C Z resulta que Y € . En este caso, probar que:

(a) SiZy € X, Z1AZy € Xy u(Z1AZ3) = 0, entonces Zy € X.

(b) Si E1,Ey € ¥y pu(E1 A E2) =0 entonces pu(E1) = p(Es).

Ejercicio 4. Decidir si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones en un espacio
de medida (X, 3, u).

(a) Si (Ej)j>1 C X entonces p(liminf F;) < liminf p(E;)

(b) Si (Ej)j>1 C X entonces p(limsup E;) > limsup p(E;)

Ejercicio 5. Sea (X, X, 1) un espacio de medida. Sea
S={ACX:A=EUM;EcS,MCNeXx,uN)=0}
Sobre X se define fi(A) = u(E), si A= E UM , como en la definicién de 3. Probar:
(a) X es una o-algebra.
(b) 7 estd bien definida sobre 3.

(c) (X,%,7) es un espacio de medida completa.

Ejercicio 6. Sea p una medida definida sobre los conjuntos borelianos de R™ tal que
1 toma valores finitos sobre los conjuntos compactos. Sea H la clase de los conjuntos
borelianos E que satisfacen:

(a) p(E) =inf{u(G),G O E,G abierto} .

(b) w(E)=sup{u(K),K C E, K compacto} .
Probar:

(i) Los abiertos y los compactos estan en H.

(ii) Si p es finita, H es una o-élgebra.

(iii) H coincide con la o-dlgebra de Borel.



