Analisis IT — Analisis matematico I1 — Matematica 3.
ler. cuatrimestre de 2015

Practica 4 - Teoremas de Stokes y de Gauss. Campos conservativos. Aplicaciones.

Ejercicio 1. Verificar el teorema de Stokes para el hemisferio superior 2 = /1 — 22 — 92, 2 >0, y el
campo vectorial F(z,y, z) = (z,y, 2).

Ejercicio 2. Sea S la superficie cilindrica con tapa, que es unién de dos superficies S; y Sz, donde
S; es el conjunto de (x,y,2) con 22 +y?> = 1, 0 < 2 < 1y S es el conjunto de (z,y,2) con
22 + 92+ (2 —1)2 =1, z > 1, orientadas con la normal que apunta hacia afuera del cilindro y de la
esfera, respectivamente. Sea F(z,y, 2) = (2 + 2%y + x, 2%yx + y, 2*2?). Calcular [((V x F) - dS.

Ejercicio 3.
1. Considerar dos superficies S1 y S2 con la misma frontera 95. Describir, mediante dibujos, como
deben orientarse S; y Sz para asegurar que

/S(VXF)-dS:/(VxF)-dS

Sa

2. Deducir que si S es una superficie cerrada, entonces

/(VxF)-dS:O
S

(una superficie cerrada es aquella que constituye la frontera de una region en el espacio; asf |
por ejemplo, una esfera es una superficie cerrada).
3. Calcular [((V x F) - dS, donde S es el elipsoide 2?2 4+ 9% +222 =10, y F = (sinzy, e*, —yz).

Ejercicio 4. Estudiar la aplicabilidad del teorema de Stokes al campo F = (—%{yz, JCQIW,O) y la
superficie S, en cada uno de los siguientes casos:

1. § = circulo de radio a > 0 centrado en el origen en el plano z = 0.
2. S = region del plano z =0 entre 22 +y? =1y x+y = 1.

Ejercicio 5.
1. Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas gravitacional F = —GmMﬁ, X € R3,
cuando el punto de aplicacion de F se desplaza de (1,1,1) a (2,2,2) a lo largo de
a) el segmento que une los dos puntos
b) una poligonal formada por aristas paralelas a los ejes del cubo del cual (1,1,1) y (2,2,2)
son vértices opuestos diagonalmente.
2. Comprobar que la integral curvilinea solo depende de los puntos inicial y final. Calcular V x F
y hallar una funcion potencial f : R? — {0} — R para F.

Ejercicio 6. Determinar cuél de los siguientes campos vectoriales F en el plano es el gradiente de una
funcién escalar f. Si existe dicha f, hallarla.

1. F(z,y) = (z,y)
2. F(z,y) = (¢ +y°, 22y)
3. F(z,y) = (coszy — vy sen xy, 2 sen wy)

Ejercicio 7. Evaluar fCF- ds, donde

22,2%y), y C es la curva que estd parametrizada por (cos’t,sen>t,t%),

1. F = (2zyz + senz,x
0<t<m.
F = (cosxy? — zy?senxy?, —2z%ysen xy?,0), y C es la curva parametrizada por (e!,e*1,0),

-1 <t <0.

2.
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Ejercicio 8. Calcular
3
/ (y +senz) do + (522 + cos y) dy + 222 dz,
c

donde C es la curva orientada parametrizada por o(t) = (sen t,cost,sen 2t), 0<t<2r.
Sugerencia: Observar que C se encuentra en la superficie z = 2xy.

Ejercicio 9. Sea f € C'(B) donde B es una bola en R3. Deducir que si Vf = 0 en B se sigue que f
es constante en B.

Ejercicio 10. Calcular la integral de linea fc F - ds donde F es el campo vectorial definido por:
F(z,y,2) = 22y + 2%, 2% — 2yz, 202 — y*)
y C es la curva que esta contenida en la esfera 22 + 32 + 22 = 1 y el plano de ecuaciéon y = z recorrida
desde el punto (%, %, 0) al polo norte.
Ejercicio 11. Rehacer el ejercicio 16) de la Préctica 2, usando el Teorema de Gauss.
Ejercicio 12. Calcular fs(x + vy + 2)dS donde S es el borde de la bola unitaria, es decir
S ={(z,y,2)/2* +y* + 2 =1}

Ejercicio 13. Analizar la aplicabilidad del Teorema de Gauss para el campo gravitatorio F =
—GMm-5 donde r es el vector que apunta de la posicion de la masa m a la M, r es su longitud

y G es la constante gravitatoria, considerando como region €2 la bola unitaria en R3.

Ejercicio 14. Calcular fSF - dS, siendo F = (23,42,2%) y S la esfera de radio R con la normal que
apunta hacia adentro.

Ejercicio 15. Sea C la curva en el plano xz dada en polares por:
4v/3 m o
o) =22 (2 - con(2g)) para T < o< 2T,
donde ¢ es el angulo que forma el radio vector con el semieje positivo de las z. Sea S la superficie que
se obtiene por revoluciéon de esta curva alrededor del eje z.

Ficura 1

En el primer dibujo se muestra la superficie S, en el segundo se realizdé un corte de la misma para
que se aprecie mejor su forma.
Calcular el flujo a través de S en el sentido “externo” del campo

F(z,y,2) = (z,y,—22).
Ejercicio 16. Calcular el flujo del campo F(z,y,2) = (0,0,a% — 22 — 9?) a través de las siguientes
secciones oblicuas del cilindro z2 + 2 < a? :

1. Seccion oblicua determinada por la intersecciéon del cilindro con el plano de ecuacion y + z = 1,
de modo que la normal en el punto (0,0, 1) apunte en la direccion (0,1, 1).
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2. Seccién oblicua determinada por la interseccion del cilindro con el plano de ecuacién z = 0, de
modo que la normal en el punto (0,0,0) apunte en la direccion (0,0, 1).

i.Depende el flujo del area de la secciéon?. Justifique.

Ejercicio 17. Dada la funciéon f (z) = %xez_zx podemos describir la superficie de la calabaza de un

mate como la superficie de rotacion alrededor del eje z de la curva = = f(z), 0 < z < 1.
Para una idea grafica ver la figura.

Ficura 2

Cuando el mate se encuetra cargado de yerba y de agua caliente, el calor es un campo dado por

1
F(:anaz) = <$ayaz 2)

Calcular el flujo térmico saliente que atraviesa la superficie de la calabaza del mate.

1
Ejercicio 18. Sea S la superficie dada por el grafico de la funcion f(z,y) = T2 con
Ty
2x 2y

22+ y2 22 1 g2
//F-dS.
s

Ejercicio 19. Se sabe que divrot G = 0 para todo campo vectorial G € C'. Ademas, si F € C1(R?)
es tal que divF = 0 en R3, existe G € C?(R3) tal que F = rot G. Por ejemplo, tomar

z y
Gl(xayvz) :/ FQ(mayat)dt_/ F3(:Bat’0)dta
0 0

|(z,y)]| <1yseaF(x,y,z) = ( 0). Hallar

Piense antes de actuar.

Ga(z,y,2) = —/Z Fy(x,y,t)dt,
Gs(z,y,2z) =0. ’
Considerar el campo gravitatorio F = —GmM 5. Verificar que divF = 0. ;Existe un campo G €
C?(R3\ {0}) tal que F = rot G?
Sugerencia: Ver Ejercicio 12.

Ejercicio 20. ; Es cada uno de los siguientes campos vectoriales el rotor de algin otro campo vectorial?
De ser asi, hallar el campo vectorial.

1. F = (z,y,2).

2. F=(22+ 1,2 — 2zy,y).
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Ejercicio 21. Para cada R > 0 sea S = {(z,y,2) /2 + y* + 2> = R?, z > 0} orientada con la
normal que apunta hacia arriba, y sea el campo

F(z,y,2) = (xz —xcosz, —yz +ycosz, 4 —a? — y2).
Determinar R de modo que el flujo del campo F a través de S sea maximo.

Ejercicio 22. Sea V = (x,y,zy — z) el campo de velocidades de un fluido. Decidir si el fluido se esta
expandiendo.

Ejercicio 23. Calcular la cantidad de calor total que se pierde entre los tiempos t = 0y ¢t =1 a
traves de las paredes, el techo y el suelo de una habitacion que ocupa la region [0, 4] x [0, 5] x [0, 3] del
espacio si la temperatura ambiente en el punto (z,y, z) en el instante t es T = 30 — t — 22 — y? — 22,
(Suponemos que no hay fuentes ni pérdidas de calor dentro de la habitacion y que la conductividad
térmica del ambiente es 1).

Sugerencia: Utilizar la Ley de Fourier que dice que el flujo por unidad de tiempo de la densidad
de calor es —KVT donde K es la conductividad térmica. Aqui, VT es el gradiente en las variables
espaciales.

Ejercicio 24. Sea p la densidad de masa de un fluido que se mueve segin un campo de velocidades
V. Ver que la razén de variacion en el tiempo de la densidad de masa p es py = —div (pV).

Ejercicio 25. Usando el teorema de Gauss, probar las Identidades de Green:

/ ng-ndS—/(ng—l—Vf-Vg)dxdydz,
o0 Q

/ (ng—gi)-ndS:/(ng—gAf)da:dydz.
o0 Q

Aqui n es la normal exterior al dominio 2 C R3, f, g son de clase C%(Q) NC*(€) y, para una funciéon
u € C*(), Au = Uy, + Uyy + Uz

Ejercicio 26. Decimos que A € R es un autovalor del operador A definido en el Ejercicio 25 en (2 si
existe una funcion f € C?(Q)NCH Q) con f =0 en I, f # 0 tal que Af = Af en Q. En ese caso
decimos que f es una autofuncién asociada a A.

Utilizando las identidades de Green del Ejercicio 25, mostrar que si A # p son autovalores de A en
Q vy fy g son autofunciones asociadas a A y u respectivamente se tiene

[l o=

Ejercicio 27. Sea B una bola en R3. Ver que no puede haber una funcion f # 0, f € C?(B)NCY(B)
que satisfaga
Af=0 en B, f=0 endB.

Sugerencia: Utilizar las identidades de Green del Ejercicio 25 para deducir que Vf = 0 en B. A
continuacion utilizar el Ejercicio 9 para deducir que f es constante.

Ejercicio 28. Se sabe que la circulaciéon de un campo eléctrico genera una variacion en el flujo del
campo magnético de modo que se tiene la relaciéon

1d
/E ds = —// H-dS (Ley de Faraday)
C cdt S

donde ¢ es una constante positiva, S es una superficie orientada cuyo borde es C y la circulacion se da
en el sentido de recorrido de C inducido por la normal elegida sobre S.
Deducir que se tiene
H; +crot E=0.

Sugerencia: Considerar un disco de radio p en un plano como superficie S. Aplicar el Teorema de
Stokes, dividir por el area del disco, hacer p tender a 0 y posteriormente utilizar que el plano era
arbitrario.



