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Procesos de Markov a tiempo continuo

1. Probar que si (Si)i≥1 es una sucesión da variables i.i.d., Si ∼ exp(λ), λ > 0, y
se define

Nt = sup{i, Si ≤ t}, t ∈ R

entonces el proceso (Nt)t≥0 tiene incrementos independientes. Es decir, dado
k ∈ N y 0 = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tk,

Nt1 −Nt0 , . . . , Ntk −Ntk−1

son k variables aleatorias independientes.

2. Sean Si ∼ exp(λi), λi ≥ 0, i = 1, . . . , n, variables aleatorias independientes.
Probar que

i) Si
∑

i
1
λi
<∞ entonces P(

∑
i Si <∞) = 1.

ii) Si
∑

i
1
λi

=∞ entonces P(
∑

i Si =∞) = 1.

3. Sea (Si)i≥1 una sucesión de variables aleatorias i.i.d. con distribución expo-
nencial de parámetro λ > 0, y (Xi)i≥1 una sucesión de variables aleatorias
i.i.d. con distribución de Bernoulli de parámetro p ∈ (0, 1), independiente de
la sucesión anterior.

Consideremos el Proceso de Poisson (Nt)t≥0 generado por los saltos prove-
nientes de la sucesión (Si)i≥1. Ahora definamos un nuevo proceso de conteo
(Mt)t≥0, que resulta del siguiente procedimiento: el salto Si no se produce si
Xi = 0 y permanece si Xi = 1.

Probar que (Mt)t≥0 es un proceso de Poisson de parámetro λp.

Reversibilidad

4. Sea Q una q-matriz irreducible tal que supi∈I qi <∞, con distribución invari-
ante λ = (λi)i∈I .

i) Probar que la cadena de Markov a tiempo continuo asociada a Q es no
explosiva: si definimos ζ :=

∑
n Sn, con (Sn)n≥0 sus tiempos de espera

entre saltos, entonces P(ζ =∞) = 1.

ii) Probar que Q̂ = (q̂ij : i, j ∈ I) definida por λiq̂ij = λjqji es una q-matriz
irreducible cuya cadena de Markov asociada es no explosiva.
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iii) Sea (P (t), t ≥ 0) la matriz de transición determinada por Q, sabemos
por el Teorema 2.14 que (P (t), t ≥ 0) es la solución no-negativa minimal
de la ecuación forward P ′(t) = P (t)Q, P (0) = Id. Definir p̂ij(t) como

λip̂ij(t) = λjpji(t), y probar que la matriz P̂ (t) = (p̂ij(t))ij satisface

la ecuación backward P̂ ′(t) = Q̂P̂ (t), P̂ (0) = Id, y que además es la
solución no-negativa minimal. Mostrar que Q̂ es λ-invariante.

iv) Sea ahora T > 0 fijo, (Xt, t ≥ 0) Markov (λ,Q). Probar que X̂t :=
XT−t, 0 ≤ t ≤ T , es Markov (λ, Q̂). (Sugerencia: adaptar la demostración
del resultado análogo para cadenas de Markov discretas)

5. Decimos que una q-matriz y una medida λ están en balance detallado si λiqij =
λjqji. Probar que en estas condiciones λ es invariante para Q. Si esto se
cumple, en las condiciones el ejercicio 4) anterior, diremos que (Xt, t ≥ 0) es
reversible.

Ergodicidad

6. Sea Q una q-matriz irreducible, µ una distribución cualquiera en el espacio de
estados I.

Sea T+
i el primer tiempo de retorno a la posición i ∈ I de (X i

t , t ≥ 0) Markov
(δi, Q), es decir Ti := inft>0{X i

t = i, ∃ 0 < s < t,X i
s 6= i}. Consideremos

mi = E[Ti] ∈ R ∪ {∞} su valor medio.

i) Probar que si (Xt, t ≥ 0) es Markov (µ,Q) entonces

P
(1

t

∫ t

0

1{Xs=i} ds →
1

miqi
cuando t→∞

)
= 1.

ii) En el caso en que la cadena determinada por Q sea positiva recurrente,
entonces

P
(1

t

∫ t

0

f(Xs) ds → f̄ cuando t→∞
)

= 1,

donde f̄ =
∑

i∈I λif(i) es el valor medio de f tomado con respecto a la
(única) distribución invariante λ.

Teoŕıa de colas

Pedir que los tiempos de arribo estén modelados por un proceso de Poisson
no es muy restrictivo, pero se desea trabajar con una familia mayor de dis-
tribuciones para medir los tiempos entre servicios en la cola. Consideramos
entonces los modelos M/G/1: la primera M dice que los tiempos entre arri-
bos son memoryless, es decir exponenciales, por lo tanto el proceso de arribos
es Poisson, la G significa que los sucesivos tiempos de servicios son variables
i.i.d con una distribución general, y el 1 significa que el sistema opera con un
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solo servidor. El objetivo del ejercicio siguiente es probar que, aún cuando
el tamaño de la cola (Xt)t≥0 ya no es más un proceso de Markov, podemos
extraer suficiente información para estudiar la estabilidad del modelo; es decir,
determinar si la cola se vaćıa con suficiente frecuencia.

7. En la cola M/G/1 los servicios se activan cuando llega un cliente al servidor,
por lo tanto si la cola está vaćıa en el instante t, Xt = 0, habrá que esperar
hasta el tiempo T = inf{s ≥ t,Xs 6= 0} en que llega un cliente, para que
se active el servidor. Llamemos F a la distribución de los servicios, y sean
{Ti}i≥1 los tiempos de servicios, que son una sucesión de variables i.i.d. con
distribución F .

i) Llamemos Xn al tamaño de la cola cuando se termina de servir al n-ésimo
cliente. Probar que

Xn+1 = Xn + Yn+1 − 1Xn≥1, donde

Yn = ]{clientes que arriban mientras se produce el servicio Tn}.

ii) Probar que E(Yn) = E(Y1) = λ
µ

=: ρ, si λ es la intensidad del proceso

Poisson de arribos y E(Tn) = E(T1) = 1
µ
.

iii) Concluir que
Xn = X0 + (Y1 + · · ·+ Yn)− n+ Zn,

donde Zn es la cantidad de veces que la cola se vaćıa hasta el n-ésimo
servicio.

iv) Fijemos X0 = 0, es decir la cola está inicialmente vaćıa. Probar que

1− ρ ≤ E(Zn)

n
. (1)

v) Definimos los tiempos sucesivos entre retornos al origen de (Xn)n≥0 como

H1 = inf{m ≥ 0, Xm = 0}
y dado Hk−1, Hk = inf{m ≥ Hk−1, Xm = 0} −Hk−1.

Probar que es {Hi}i≥1 es una sucesión de variables aleatorias i.i.d., a
valores en N ∪ 0, con media m = E(H1) ∈ (0,∞], y por la LGN

lim
k→∞

1

k

k∑
i=1

Hi = m c.t.p. . (2)

Relacionar con la cantidad de retornos al origen, para concluir que (2)
implica limn→∞

Zn

n
= 1

m
c.t.p., y cuando ρ < 1, por (1), m <∞.

Este ejercicio demuestra que cuando ρ < 1 el sistema retorna infinitas veces al
origen, con un tiempo medio de retorno finito. Comparar la condición obtenida
ρ < 1 con el caso Markoviano, en que los tiempos de servicio están dados por
un proceso de Poisson.
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