Probabilidades y Estadistica (M) Practica 7
2° cuatrimestre 2011 Esperanza

1. Sea X el resultado que se obtiene al arrojar un dado equilibrado una vez. Si antes de arrojar el dado se
ofrece la opcion de elegir entre recibir $% 6 h(X) = +$, decidir cual de las dos opciones es preferible, en
el sentido de cudl tiene un mayor valor esperado.

2. En un comercio de articulos para el hogar hay 6 televisores en stock. El nimero de clientes que entran
a comprar un televisor por semana es una variable aleatoria X con distribucion P(5). Cada cliente que
entra a comprar un televisor lo comprard si todavia hay stock.;Cudl es el nimero esperado de televisores
a ser vendidos durante la préoxima semana?

3. Un juego consiste en arrojar un dado equilibrado hasta obtener un niimero mayor o igual que 4. Si X es el
namero de veces que se arroja el dado a lo largo del juego, el puntaje que se obtiene por jugar es (4 — X)
si 1 < X <3 y no se obtiene puntaje en caso contrario. ; Cudl es el puntaje esperado de este juego?

4. Hallar la esperanza y varianza de las siguientes variables aleatorias:

a) Bi(n,p). Sugerencia: ;Qué distribucion tiene la suma de n variables aleatorias independientes Be(p)?

Sea)

) G(p). Sugerencia: Recordar que una serie de potencias es derivable dentro de su radio de convergencia.

[

r,p). Sugerencia: ;Qué distribucién tiene la suma de r variables aleatorias independientes G(p)?
BN S ja: ;Qué distribucion tiene 1 d iables aleatorias ind dientes G(p)?

d) P(A). Sugerencia: Para hallar Var(X) calcular primero E (X (X —1)).
e) I'(a, A). Sugerencia: Si X ~ I'(a, \) entonces fj;o fx (x)dx = 1 para cualquier « y X\ positivos.
f) eA).
9) x*(n).
B) N, 0?).
i) Ula,b].
7) B(a,b). Sugerencia: Si X ~ [3(a,b) entonces fj_;o fx (x)dx =1, para cualquier a y b positivos.
5. Sean X1,..., X, variables aleatorias positivas independientes e idénticamentes distribuidas. Probar que
o X1+ -+ Xk B ﬁ
Xi+-+Xu) n
X X;

Sugerencia: Probar que para todo par 1 <1,5 < n.

X1+ +Xn Xi4-+ X,

6. Se distribuyen al azar N bolillas indistinguibles en m urnas. Sean X el nimero de urnas vacias, Y el
nimero de urnas que contienen exactamente una bolilla y Z el nimero de urnas que contienen dos o mas

bolillas.

a) Hallar E(X).
Sugerencia: Sea

Y 1 si la i-ésima urna esta vacia
! 0 en caso contrario.

Verificar que X =Y"7" | X;.

b) Hallar E(Y) y E(Z).

¢) Un centro cultural dispone de m cuentas de correo electrénico para comunicarse con el publico.
Durante un dia en particular, N personas envian sus inquietudes via e-mail al centro cultural, eligiendo
una cuenta al azar para hacerlo. Hallar la esperanza del niumero de cuentas de correo que no son usadas
durante dicho dia.



7. Muestreo estratificado
Se quiere saber cuéntos habitantes viven en una cierta ciudad. Se sabe que dicha ciudad tiene n manzanas,

n;x;
de las cuales n; tienen x; habitantes cada una (n1 +ng+--- =ny z; # x; si i # j). Seam = 3, 22
n

. . 1 .
el nimero medio de habitantes por manzana y sea a?> = — > i njx? — m?. Para averiguarlo se sortean al
n

azar r manzanas para encuestarlas. Un encuestador es enviado a cada una de las manzanas sorteadas para
contar la cantidad de habitantes que viven en ellas. Definamos las variables aleatorias

Z; = cantidad de habitantes que viven en la iésima manzana sorteada

Y = cantidad de personas encuestadas.

a) Hallar E(Z;) y Var(Z;) .
b) Mostrar que

E(Y)=mr
a’r(n—r
Var (Y) = n(—l)

8. Sean X1,..., X, v.a. independientes tales que:
0 si t<0
P(Xp<t)={¢ t" si 0<t<l  k=1...n
1 si t>1

a) SeaY = max(Xy,...,X,). Hallar Fy, fy, E(Y).
b) Hallar E(X; --- X,,).

9. Una urna contiene 4 bolitas blancas y 6 negras. Se extraen 3 bolitas sin reposicién y se definen las siguientes
variables aleatorias:

{ 1 si el numero de bolitas blancas extraidas es par
X —

0 si el niimero de bolitas blancas extraidas es impar

Y = cantidad de bolillas negras extraidas

a) Hallar E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y), Var(X - Y) y p(X,Y).
b) Calcular E(Z) y Var(Z) donde Z = —4X + 1.

10. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con funcion de densidad conjunta

Ixy(z,y) = #@y+a) O<o<y<i
’ 0 en caso contrario
Hallar E(X), E(Y), Var(X), Var(Y), Cov(X,Y), Var(X —Y) y p(X,Y).

11. El problema del coleccionista de cupones
Un hombre colecciona cupones de un album compuesto por N cupones distintos. Dicho hombre compra
sus cupones de a uno eligiendo en cada oportunidad uno al azar entre los N distintos del album.

a) Hallar la esperanza del numero de cupones diferentes que hay en un conjunto de k figuritas.

b) Hallar el namero esperado de cupones que es necesario juntar para completar el dlbum.



12. Dada una urna con NN bolillas de las cuales D son blancas y N — D son negras, se extraen n sin reposicion.
Sean

X = ntimero de bolillas blancas extraidas

X { 1 si la i-ésima bolilla extraida es blanca
=

0 si la i-ésima bolilla extraida es negra

a) Probar que:

D L,
P(Xzzl,X]:].):m paraz;ﬁ]

Determinar la distribucién conjunta del vector (X, X;).
b) Calcular E(Xj;), Var(X;).
¢) Calcular Cov(X;, X;) para i # j.

d) Hallar E (X). Verificar que
(N —n)nD(N — D)
(N — 1)N?

Var(X) =
Sugerencia: Usar que X =Y | X;. Notar que X ~H (N, D,n).
13. Sea (Xl, R ,Xk) ~ ./\/l(pl, e ,pk,n), n > 2.

a) Hallar E(X;), Var(X;), Cov(Xj, X;). Interpretar.

b) Hallar el mejor predictor lineal de X7 basado en Xo + X3 y el error de prediccion.

14. a) Mostrar con un ejemplo que Cov(X,Y) = 0 no implica que X e Y sean independientes.
Sugerencia: Puede considerar un vector aleatorio con densidad uniforme en el pentdgono de vértices
(-1,1), (1,1), (—=1,0), (0,—1) y (1,0).
b) Sean X eY dos variables aleatorias que toman solo dos valores cada una. Probar que si Cov(X,Y) =0
entonces X e Y son independientes.

Sugerencia: Considerar primero el caso en que los dos valores que toma cada variable son 0 y 1.

15. Sea X una variable aleatoria con distribucion simétrica respecto de m € R.

a) Probar que si X es una variable aleatoria absolutamente continua y simétrica respecto de m tal que
E(]X]) < oo entonces E(X) = m.

b) Una variable aleatoria X tiene distribucion logistica si es absolutamente continua con densidad

e—fE

f(if):m'

i. Probar que X tiene distribucion simétrica respecto de 0. Hallar E (X)) .

ii. Hallar la densidad de Y = eX. Verificar que Y ~ F59, es decir, Y tiene distribucion F' de

Snedecor con 2 grados de libertad en el numerador y 2 en el denominador. ;Tiene esperanza
finita?



16. Esquema de Polya. De un bolillero que contiene B bolillas blancas y R rojas se extrae una bolilla al
azar y se la devuelve al bolillero junto con otras ¢ bolillas del mismo color. Se repite este procedimiento
sucesivamente comenzando en cada nuevo paso con la composicién del bolillero resultante del paso anterior.
Sean

Y, { 1 si la i-ésima bolilla extraida es roja
;=

0 si la 7-ésima bolilla extraida es blanca

a) ;Qué distribucion tienen las variables aleatorias X;?7

b) Hallar E (X;), Var(X;), Cov(X;, X;) y p(Xi, X;) para ¢ < j. ;Son independientes las variables X;7
Contestar a partir las cantidades calculadas.

J
c) Sea S; = ) X; el namero de bolillas rojas extraidas luego de j extracciones. Hallar E (S;), Var(S;),

i=1
Cov(S;,S;) v p(Si, Sj) para i < j.

17. Sean Zy y Zs variables aleatorias independientes con distribucion N(0,1). Sea A = ( Zl Zl ) tal que
2 b2

detA#0yc= < 21 ) Consideremos el vector aleatorio Y = (Y7, Y2) definido por
2

Y=A-Z+c (1)

a) Hallar la distribuciéon conjunta del vector Y.

b) Apelando al Ejercicio 19 de la Practica 5, jqué distribucion tienen Y; e Y27 Calcular sus esperanzas
y varianzas.

Sugerencia: Utilizar el Ejercicio 4 h) de esta Practica.
c¢) Hallar Cov(Y1,Y2) y p(Y1,Y2) a partir del calculo de Cov(Z1, Z3). Observar que |p(Y1,Y2)| < 1.
d) Calcular los pardmetros de la distribucién de Y. Verificar que py=cy ¥ = A - AL,

e) Concluir a partir del item anterior que X es inversible y que tanto ella como su inversa son matrices
simétricas y definidas positivas.

f) Mostrar que la funcién de densidad conjunta de Y hallada en a) puede escribirse como

_ 1 {_2(1i 7 {(910—1#&1)2+(y2;2u2)2_2p(y1;1u1)(y2;2u2)]}
ive (Y1, y2) = 2W0102ﬂ6 P 2)

2
1 01 pPoO102
— : = .
H <M2> Y ( pO109 O'% )

Verificar que la densidad también puede escribirse en notacién matricial como

donde

= —— €KX Ly piety - .
M= p {5 w0

i.Queé tipo de curvas de nivel tiene fy 7

g) Probar que si X es un vector aleatorio con densidad dada por (2) entonces tiene distribuciéon normal
multivariada 2-dimensional, es decir, probar que existen ¢ € R? y A € R?*2 con det A # 0 tales que
X = A-Z+ c donde Z es un vector aleatorio de marginales independientes con distribucion N(0, 1).
Exhibir A y c.

!Esta distribucion se conoce como distribucién normal bivariada o multivariada 2-dimensional de parametros p y £ y se denota
por Na(u,X) donde p es el vector de medias definido por p; = E(Y;) y X es la matriz de covarianzas dada por X; ; = Cov(Y;, Yj).



h) A partir del item anterior deducir que si X = (X7, X») es un vector aleatorio con distribucién normal
multivariada entonces X7 y X2 son independientes si y solo si Cov(Z1, Z2) = 0.

i) Probar que si X es un vector aleatorio con distribucién normal multivariada 2-dimensional entonces
vale que v - X tiene distribucion normal para todo v € R2. 2

18. Sean X y W variables aleatorias independientes tales que X ~ N (0,1) y W ~ Be(2). Definimos

X silW =1
Y= {—X si W =0
Probar que Y ~ N (0,1).

iSon X e Y independientes?

Mostrar que Cov (X,Y) = 0.

Deducir que el vector aleatorio (X,Y’) no tiene distribucién normal multivariada a pesar de tener
marginales con distribucién normal. jContradice esto los resultados del ejercicio anterior?;Por qué?

)
)
¢) i(SonY y W independientes?
)
)

19. Sean Uy, ..., U, variables aleatorias independientes con distribucion U [0, 1] y consideremos sus estadisticos
de orden UMW ..., U™,

a) Hallar E (U(i)) . { Qué relacién guardan las esperanzas entre si?
Sugerencia: Recordar la distribucion de U® calculada en el Ejercicio 13 de la Practica 5.

b) Calcular Var (U(i)) .

c¢) jPara qué valor de i se minimiza la varianza? ;Para cuél se maximiza?
20. a) Probar la desigualdad de Cauchy-Schwartz:
(E(XY))* <E(X*)E(Y?). (3)

Sugerencia: Fxcepto cuando Y = —t X, en cuyo caso la desigualdad anterior se convierte en igualdad,
vale que para todo t € R se verifica

0<E((tX +Y)?) = E (PX?+ 26XV +7?). (4)

Observar que (4) define un polinomio en t de grado dos sin raices reales. Concluir que el discriminante
de la ecuaciéon cuadratica correspondiente es negativo y obtener de alli la desigualdad en cuestion.

b) Deducir (o probar del mismo modo que en el item anterior pero a partir del calculo de Var (tX +Y))
la siguiente desigualdad:
(Cov (X,Y))? < Var (X) Var (). (5)

. Qué relacion deben cumplir X e Y para que valga la igualdad en (5)7

21. a) Sea X una variable aleatoria discreta con Rx C Ny. Probar que

E(X) = iP(X >n) = ip(x > n).
n=0 n=1

2Puede probarse, aunque no lo veremos en esta materia, que ambas afirmaciones son equivalentes si se asume de antemano que
X es absolutamente continuo. Esta caracterizacion de la distribucién normal multivariada en R? es la que se adopta a la hora de
definir dicha distribucién sobre espacios mas generales.



b) Sea X una variable aleatoria arbitraria. Probar que

o0
> P(|X| >n) <E(IX]) <1+ZP 1X| > n)
n=1

n=1
Concluir que

E(|X]) < oo <= Y P(X]>n) < oo

n=1

Sugerencia: Considerar la variable aleatoria discreta [|X|].



