OPTIMIZACION - 1ER CUATRIMESTRE 2014

Practica 3

Teorema de Convergencia Global

Ejercicio 1 Sea la funcién punto a conjunto en R"

A(z)={y:y 2 <b}

en donde b es una constante fija. ;Es A cerrada?

Ejercicio 2 Dadas A : X — Y y B : Y — Z funciones punto a conjunto. Si A
es cerrada en x, B es cerrada en A(x) e Y es compacto, entonces la composicion
C=BA es cerrada en z.

Ejercicio 3 Dadas A : X — Y una funcién punto a punto y B : Y — Z una
funcion punto a conjunto. Si A es continua en = y B es cerrada en A(x), entonces
la composicion C=BA es cerrada en x.

Ejercicio 4 Muestre que si A es continua punto a punto, el Teorema de Convergen-
cia Global es valido aun sin la hipdtesis que todos los puntos x; estan contenidos en
un conjunto S compacto.

Orden de Convergencia

Ejercicio 5 Dadas las siguientes sucesiones, decidir con que orden convergen a (. Si
es lineal, analizar el ratio de convergencia.

a) e =a" con0<a<l.
b) ri=a? con 0<a<l.
c) rp, =1/k

d) rp = (1/k)"

Ejercicio 6 Considere el método iterativo zpy; = % ($ki), donde a > 0. Asum-
iendo que el proceso converge, a qué converge y con que orden?

Ejercicio 7 Sea g € C%(R) y sea z* tal que g(z*) = 0, ¢'(z*) # 0. Entonces, si xg
estd suficientemente cerca de z*, la sucesion x4 generada por el método de Newton
converge a x* con orden de convergencia al menos 2.

Ejercicio 8 Sea f(z) = 2'Qz —2'b una funcién cuadratica, con Q € R™*" simétri-
ca y definida positiva y sea z* el Gnico minimizante. En este caso, el método de
maximo descenso puede describirse como: Dado x,

Th+1 = Tk — ( gi‘gk > gk
gLQgr

con gr = Qur — b, el gradiente de f.




a) Mostrar que:

py — 2] = <1 B (95.9x)° ) o —
(9:.Q9k)(9:Q~ Vi)

b) Usando que vale la siguiente desigualdad:

(xtx)2 > 4>\min)\ma:c
(xth)(fEtQ_lx) o (Amzn + Amaac)2

con Amin(Amaz) €l autovalor mas chico (grande) de Q, probar que

Amaz — Amin \ >
ot < max min e
‘$k+1 v ’ o (Amax + )\mzn) ‘xk v ‘

Métodos de Descenso

Ejercicio 9 Sea el algoritmo bésico de descenso para minimizar una funcién f sin
reestricciones: Dado xp € R™ tal que Vf(xzr) # 0, elegir di € R™ direccion de
descenso y tr > 0 tales que

flag + tgdy) < f(zk)

Tomar xg11 = o + trdy

a) Mostrar que el algoritmo esta bien definido. Es decir que cada vez que V f(xy) #
0, es posible encontrar t; que satisface la condicion de descenso.

b) Mostrar que si V f(z)'d, < 0 entonces dy es de descenso. Concluir que dy =
—V f(z) es direccion de descenso.

¢) Implementar el algoritmo.

Ejercicio 10 Si un método de descenso con busqueda lineal exacta es utilizado para
minimizar una funcién cuadratica g : R™ — R, mostrar que el paso 6éptimo esté dado
por:

_ dVyg(zk)
i, Hg(xy)dy

Ejercicio 11 Para § > 0 sea la funcion punto a conjunto 8% : R2" — R™:

S d)={yiy=z+ad 0<a<d fly = min [(z+pd)}

Explicar lo que hace S% y probar que si f es continua entonces S‘s(x, d) es cerrada
para todo (x,d).

Ejercicio 12 Sea g : R — R, g € C*(R), ¢'(0) < 0y ¢"(z) < 0 para todo z. Sea
a € (0,1), probar que si z > 0, entonces g(x) < g(0) + axg’(0).



Ejercicio 13 Sea el algoritmo de descenso con la condicion de Armijo y backtracking
para la busqueda Lineal: Dado zp € R™", a € (0,1), 3 >0y 6 € (0,1).
Dado z, el siguiente elemento en la sucesion es elegido de la siguiente manera:

(1) Si Vf(xg) =0 Parar.

(2) Elegir dj € R™ tal que

k]l = BIIV f (x)l
V(@) d, < =0V f () ||

(3) t=L1.
(4) Mientras f(zy + tdy) > f(zy) + atV f(zx)'dy, elegir un nuevo ¢ € [£, 2.
(5) xp+1 = x + tdg. Volver a (1).

Mostrar que el Algoritmo esté bien definido e implementarlo. Implementarlo para
el siguiente problema:

Ejercicio 14 Probar que dada A € R™" simétrica, existe pg > 0 tal que A+ ul es
Simétrica y Definida Positiva para todo p > po.

Ejercicio 15 Implemente el siguiente algoritmo que generaliza el método de New-
ton: Dado zp € R", a € (0, 1).

(1) Si Vf(zg) = 0 Parar.
(2) Intentar la factorizacion de Cholesky: V2 f(xy) = LL.

(3) Si (2) es posible obtener di € R™ resolviendo

Lz =—V f(z) Ld, =z
(4) Si (2) no es posible, hacer d, = —V f(xy).

(5) Elegir por backtracking ¢ de modo que se satizfaga f(zx + tdg) < f(ag) +
atV f(z)tdy, hacer xy41 = z, + tdy, y volver a (1).

Ejercicio 16 Implementar un algoritmo que incluya los métodos de los ejercicios
anteriores. Generalizacién de Newton con mejoras en busqueda local.

Métodos de Direcciones Conjugadas

Ejercicio 17 Considere el problema cuadratico:
min %xth — bl
Axr =c

Probar que z* es minimo local si y sélo s z es un minimo global.



Ejercicio 18 Sea () € R™" definida positiva y sean vy, ...v, vectores 1.i. Mostrar
que el método de Gram-Schmidt puede ser usado para generar una secuencia de
direccidénes @Q-ortogonales desde los v;. Especificamente, muestre que

kot
U1 @i
dy = v1; g1 = Vky1 — )~ d;
| 2
forma un conjunto Q—ortogonal.

Ejercicio 19 Sea f(z) = 2'Qx — b’z con @ DP. Sea z; un minimizante de f en
un subespacio S7 que contiene al vector d y sea x5 un minimizante de f en un
subespacio Sy que contiene a d. Mostrar que si f(z1) < f(x2) entonces T = x1 — x2
es Q—ortogonal a d.

Ejercicio 20 Implementar el método del Gradiente Conjugado para minimizar una
funcién cuadratica f(z) = 32'Qz — bl

(1) A partir de un xg tomar dg = —gp = b — Qg
(2) Para k=0,1,...n — 1 hacer:

(a) Hacer i1 = x + agdy con

—gr di
Oék:m7 gr = Qrr —b.
(b) Hacer dgp11 = —gik+1 + Brdi con
B, = gl{HQdk.
di Qdy,
Ejercicio 21 Si definimos By =< dp, - ,dr_1 > el subespacio generado por las

primeras k direcciones conjugadas, mostrar que el método de las direcciones conju-
gadas, en cada zj minimiza la funcién objetivo tanto en la recta L : xp_1 + adg_1 :
a € R, como en la variedad lineal g + By.

Ejercicio 22 Implementar el siguiente algoritmo que generaliza el del gradiente con-
jugado a funciones no cuadraticas:

(1) A partir de un xq tomar go = V f(x0)” y hacer dy = —go.
(2) Para k=0,1,...n — 1 hacer:

—gldy

(a) Hacer xpi1 = zx + agdy con ap = THon)dr

(b) Hacer gri1 = V f(zr1)"
(¢) Sik#n—1,hacer dpy1 = —gg+1 + Brdy con

Bk _ gz+1H($k)dk

y repetir (a).

(3) Hacer xy =z, y volver a (1).



