Matematica 2

Resolucién Ejercicio 24/4/14

Ejercicio. En cada caso, hallar un producto interno en el K-espacio vectorial V para que
la base B resulte ortonormal.

(i) V=C% K=C, B={(1,0),(1,1+14)}.
(i) V=Ro[X], K =R, B={1+X,X + X?,2X}

Resolucion.

(1) Para facilitar las cuentas, escribamos v = (1,0) y w = (1, 144). Buscamos un producto
interno {,) : C?> x C? — C tal que (v,v) = (w,w) = 1y (v,w) = 0. Queremos poder definir
el producto entre dos vectores z,y € C2. Como B es una base podemos escribir a cada uno
como combinacién lineal de v y w:

T =a1v+ bw (1)

Y = a1v + baw, (2)

donde los coeficientes de la combinacion estan en C. Por ahora no calculemos estos coeficientes
(lo haremos cuando lo necesitemos). Por lo tanto, podemos escribir:

(x,y) = (a1v + biw, agv + bow)
= (a1v, agv + bow) + (byw, asv + bow))

= (a1v, agv) + (a1v, bow) + (byw, agv) + (byw, bow)

= a1(v, agv) + a1 (v, baw) + by (w, agv) + by (w, baw)
= ayaz (v,v) +a1bs (v, w) +b1as (w v) +b1by (w, w)
~—— —— ——
=1 =0 e =1
= a1az + biby (3)

Esto nos dice como debemos definir el producto interno a partir de los coeficientes a1, b1, az, bo
en los que se escriben los vectores x e y en la base B (o sea, a partir de las coordenadas de
los vectores en la base B). Ahora si, calculemos cémo son dichos coeficientes. Escribamos
x = (r1,22) e y = (y1,y2). De las ecuaciones (1) y (2) tenemos

1 =a1 + by y1 = ag + by
o :bl(l—l-i) Y2 :bz(l—l—i)

De estos sistemas se calcula

R e ) B (1-)
1= T2—5— 2 =Y1—Y2 5
by = Iz(lzz) 52 = y2(1;)



Reemplazando esta informacién en la ecuacién (3) tenemos

(e,9) = (@1 = 22950 (1 - 12 052) + 22 852 (115 )
= (@~ 4@ - B + o EEY)

= T1Y1 + 22 — @»@1% - @1’2@-

Para chequear que estan bien hechas las cuentas se puede corroborar que, con esta expresion
que hallamos, ((1,0),(1,0)) = ((1,1+14),(1+144)) =1y ((1,0),(1,1+4)) = 0. Por lo tanto,
el producto interno buscado es

(2,y) = 2171 + 2275 — a5 — Uo7y,

Nota. Notar que la ecuacion (3) de mds arriba estd hecha para vectores v y w cuales-
quiera, sin importar quién es la base dada B. Es por esto que el razonamiento que hicimos
para resolver este ejercicio se puede aplicar siempre (y en espacios de otras dimensiones).

Otra manera. Podemos intentar armarnos la matriz del producto interno. Va a ser una
matriz de 2 x 2 de la forma (% Z) y tiene que verificar:

(s )0)-
(L1+4)C:Z><li%>:1
(s ) ()

Notar que como estamos con K = C el segundo vector tiene que aparecer con las coordenadas
conjugadas. Haciendo las cuentas queda

a=1

a+b1+4)+b(1+4)+d1+i)(1+i)=1

a+b(l+1)=0.
La ultima ecuacién dice a + b(1 — i) = 0, y reemplazando por a = 1 tenemos

b 1 (1+9)
o 1—4 2

La segunda ecuacién dice
a+b(1—4)+b(1+4)+d(1l—i)(1l+1i)=1.
Reemplazando con la informacién de las otras ecuaciones tenemos

1—1—142d=1,



141
de donde d = 1. Por lo tanto, la matriz del producto interno buscado es ( 1171' 2 ), por

lo que

1 _ 14 T o o N N
(z,y) = (z1,22) <_1i 12 > @;) = 2171 + X232 — —(1?)9@11/2 - —(127’) oY1
2

(i) Usemos coordenadas en la base £ = {1, X, X?} para trabajar en R3. Tenemos entonces
s (14 X)e = (1,1,0)

» (X 4+ X?)e=(0,1,1)

. (2X)e = (0.2,0)

El conjunto B’ = {(1,1,0),(0,1,1),(0,2,0} es una base de R, por lo que podemos a hacer
la misma cuenta que en la ecuacién (3) del ejercicio anterior. Para simplificar las cuentas,
escribamos v; = (1,1,0), v = (0,1,1) y v3 = (0,2,0). Como queremos definir (z,y) para
x,y € R? cualesquiera, los escribimos en la base B':

r = a1v1 + bjve + c1v3 (4)
Y = aguy + bavg + cous, (5)

por lo que
(z,y) = (a1v1 + b1va + c1v3, agv1 + bava + cav3) (6)

Recordemos que en la ecuacién (3) del ejercicio anterior usdbamos las propiedades del pro-
ducto interno para “abrir las sumas” y “sacar los escalares afuera” (conjugados en el caso
de la segunda coordenada, aunque en este caso es lo mismo pues K = R). Luego de esto,
nos quedaban expresiones (v;,v;) que valian 0 si ¢ # j y valian 1 sin ¢ = j (porque es lo que
estamos buscando precisamente, que la base dada sea ortonormal). Por lo tanto, haciendo
esta misma cuenta en la expresién del lado derecho de la igualdad (6) obtenemos:

(x,y) = araz + biba + cica.

De igual manera que el ejercicio anterior, debemos calcular los coeficientes a,b,c € R que se
usan para escribir un vector general z € R? en la base B’ (o sea, las coordenadas de z en la
base B'). Si z = (21, 22, 23), se tiene

(Zlv 22, 23) - O[(]., 17 0) + /6(0) 1) ]-) + ’Y(Ou 27 0)7

de donde
21 =«
o =a+p+2y
Z3=,3.

De acd, despejamos o« = z1, f = 20y ¥ = %(22 — 21 — z3). Como esta cuenta vale para
cualquier vector (21,29, 23) entonces los coeficientes a1,b1,c; en la combinacién lineal del
vector = (x1,x2,x3) en la ecuacién (4) y los coeficientes ag, by, c2 en la combinacién lineal
del vector y = (y1,y2,y3) en la ecuacién (5) son



ay =1 a2 = Y1
bl = T2 b 2
1 = %(1‘2 — 1 —13) c (Y2 —y1 — y3)

Por lo tanto,

(T, y) = z191 + T2y2 + %(1’2 — T — 333)%(?/2 — Y1 —Y3)
= %xlyl + %CCQZ/Q + ixsys + iwly?, + iﬂ?3y1 - iﬂayl - %371,7& - %x2y3 - i$3y2-

Hemos hallado el producto interno en R? que hace ortogonal a la base B’. ;Cémo podemos
hacer para traducir esto a la base B en el espacio original Re[X]? Un vector (z1,x2,x3)
representa las coordenadas de un polinomio en la base canénica £ de Ro[X]. O sea, (21, x2,z3)
representa al polinomio f = z; + 22X + 23X? (e (y1,¥2,%3) representa al polinomio g =
Y1+ 32X +y3X2). Visto como polinomios, jqué significa, por ejemplo, la expresién x1y;? Es
el producto de los términos independientes de f y g. ;Cémo podemos conseguir los términos
independientes a partir de los polinomios? Evaluando en 0, por ejemplo. O sea, x1 = f(0)
e y1 = ¢g(0). Si ahora queremos escribir zo a partir del polinomio f, lo que podemos hacer
es derivar ' = x9 + 223X y vemos que x2 = f’(0). Por tltimo, si quisiéramos escribir z3 a
partir de f podemos derivar dos veces f” = 2z3 y obtener x3 = 1 f”(0) (en realidad, f” es
constante asi que, en este caso, da lo mismo evaluarlo en cualquier nimero). Por lo tanto,
con estas identificaciones, podemos definir el producto interno hallado en las coordenadas en
R? directamente en Ry[X] de la siguiente manera. Si f, g € Ra[X] entonces

(f.9) = 3£(0)g(0) + 3 £'(0)g'(0) + 75.£"(0)g"(0) + 5.£(0)g"(0) + 5./"(0)g(0)
— 11/(0)9(0) = 3£(0)g'(0) = 5.f'(0)g"(0) — 5f"(0)g'(0).



