Matematica 2

Clase préctica del 10/4

Nota. La idea es que miren este apunte por su cuenta y nos hagan consultas de las
dudas que les surjan. El objetivo es que les sirva de guia para poder resolver los ejercicios
de la prdctica 1. Vamos a poner la semana que viene (Lunes, Martes y/o Miércoles)
alguno/s horario/s para que puedan venir a consultar. Los horarios se los informaremos
en la pagina de la materia este fin de semana.

BASES Y DIMENSION. Una base de un espacio vectorial V' es un conjunto de generadores
de V linealmente independiente. Es de alguna manera un conjunto de generadores con
la minima cantidad de elementos que puedo conseguir, lo cual es algo deseable porque
tenemos que trabajar con menos vectores. La dimension de un espacio vectorial V es
la cantidad de vectores en una base (de haber infinitos, la dimensién es infinita). Esto
estéd bien definido para el caso finito porque todas las bases de un espacio de dimensién
finita tienen la misma cantidad de vectores. La siguientes son propiedades naturales de la
dimension.

(1) Si S C T entonces dim(S) < dim(7).
(1) Si S C Ty dim(S) = dim(T) < oo entonces S = T.

Notemos que (i7) no es cierta en general para espacios de dimensién infinita. Por ejemplo,
los subespacios S = (1, X2, X4 X6 ... X% )y T =(1,X,X2 X3 ..., X" ...) = R[X]
de R[X] verifican S C Ty dim(S) = oo = dim(T") pero S # T

Para pensar. Traten de encontrar un ejemplo de la no validez de (ii) para
espacios de dimension infinita en los siguientes dos casos.

(a) S, T subespacios de RY (el espacio de las sucesiones de ntimeros reales).

(b) S, T subespacios de C°(R) (el espacio de las funciones continuas f : R — R).

Nota. La dimension de un K-espacio vectorial V' suele notarse dimg (V') para poner
énfasis en que el cuerpo considerado es K. Esto es conveniente en los casos de espacios
que pueden ser considerados como R-espacios vectoriales o como C-espacios vectoriales.
Por ejemplo, dimc(C?) = 2 y dimg(C?) = 4. En caso que el cuerpo K quede claro del
contexto, vamos a omitirlo del subindice.

SUMA DE SUBESPACIOS. Ya sabemos que la interseccién de dos subespacios S 'y T es
nuevamente un subespacio pero que la unién, en general, no lo es (Ejercicio 4, Practica 1).
Esto sucede porque puede haber un vector v € Sy un vector w € T tales que v+w ¢ SUT.
Por ejemplo, en R?, si S = ((1,0)) y T = {(0,1)) entonces (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ SUT.
Por lo tanto, en general tenemos que agregar més vectores a S UT para asegurarnos que



cada vez que sumamos vectores caiga en el conjunto. La suma S+T es un espacio vectorial
que se construye entonces agregando las sumas “que faltan” (y solo las sumas que faltan)
para que suceda esto dltimo. Es ficil ver entonces que S+ T = {v+w|v € S,w € T}.
Como agregamos sélo las sumas necesarias para construir un subespacios a partir de SUT
es facil ver que S + T es el espacio vectorial mds pequerio que contiene a S UT'. La forma
mas sencilla de construir S + T es a partir de un sistema de generadores de cada uno: si
S =(vi,...,vpy..) y T = (wy,...,Wn,...) entonces S + T = (v1,wy, vy, wa,...); O sea,
un sistema de generadores de S 4+ T se obtiene directamente de juntar los generadores de
S y los de T'. Notar que ain si tenemos una base de S y una de 7T, la unién de las bases
no necesariamente es una base de S + T (s6lo podemos asegurar que es un sistema de
generadores).

Es claro que para cualesquiera subespacios S,T de un K-espacio vectorial V' sucede
que SNTCS,TCS+TCV.

Ejercicios (Resueltos). Hallar SNT y S+ T en los siguientes casos de K-espacios
vectoriales.

(i) S ={(z,y) €C?|z—iy=0}, T ={((3,—4),(3+14,1—1i)) CcC? K=R.
(ii) S ={f € R[X]| X divide a f}, T = (1 + X,1+ X% 14+ X*) Cc R[X], K =R.
(ii7) S ={f € C®®R)| [, f(x)dz = 0}, T = (sin(), cos(z)) C C=(R), K =R.

Resolucidn.
(1) Para hallar la interseccién escribimos un vector de 7' de manera genérica como
a(3,—i) +b(3+1i,1—1i) = (3a+3b+1ib,b—i(a+0)). (1)
Para que un tal vector también esté en S debe verificar

3a+3b+ib—i(b—i(a+b)) =0,
—_——

—_——
z y

de donde 2a + 2b = 0; es decir, b = —a. Esto dice que los vectores de 1" que estan en

S son los que tienen b = —a en la expresién (1). O sea, son de la forma (3a + 3(—a) +

i(—a),—a —i(a —a)) = (—ai,—a) = a(—i,—1). Por lo tanto, SNT = ((i,1)).

Para la suma, busquemos un sistema de generadores de .S. Uno podria estar tentado
a hacer el siguiente razonamiento: los vectores de S son de la forma (iy,y) = y(i, 1), por
lo que S = ((i,1)). El problema con este razonamiento es que cuando escribimos
y(i,1) y pensamos a estos vectores como multiplos de (i, 1) nos estamos olvidando que
y € C (es una de las coordenadas de un vector en C?) mientras que K = R (estamos
viendo a C? como espacio vectorial sobre R). O sea, estamos considerando multipli-
cacién por numero complejos. Debemos entonces hacer el siguiente razonamiento.
Escribamos x = a + bi e y = ¢+ di con a,b,c,d € R. Entonces,

O=z—iy=(a+bi)—i(lc+di)=a+d+i(b—c),



de donde a = —d y b = ¢. Por lo tanto, los vectores de S son de la forma (—d,di) +
(bi, ) d(—1,3)+0b(i,1). Por lo tanto, ((—1,%), (7, 1)). Concluimos entonces que S+71" =

<<_ ( )7 3, — )7(3+ivl_i)>'

(77) Notemos que S es el subespacio de lo polinomios que tienen término indepen-
diente nulo. Por lo tanto, si a(1+X)+b(1+X?)+c(14+X%) = eX44+bX?+aX +(a+b+c)
con a, b, c € R es un elemento genérico de T', debemos requerir que a+b+c¢ = 0 para que
también esté en S. Esto quiere decir que SNT estd generado por lo elementos de la forma
X HbX?2 4+ (-b—0)X =b(X?2—X)+c(X*—-X).Estoes, SNT = (X? - X, X* - X).

Para calcular ahora S + T, notemos que S = (X, X2, X3 ... X", ...), por lo que

S+T=01+X,1+X%1+X4X, X2 X3, ..., X",...).

Ahora, como 1 + X y X estdn en S + T entonces 1 = (1 + X) — X también estd en
S + T. Por lo tanto, la base canénica de R[X] estd contenida en S + T, y entonces
S+ T =R[X].

Nota. Notemos que como SNT C T C R4[X] entonces para calcular la intersec-
cion podemos quedarnos con los polinomios de S de grado < 4: §8' = S NRy[X]| =
(X, X2 X3 X*). Haciendo la identificacion con vectores de R® se tiene entonces que

S = ((0,0,0,1,0),(0,0,1,0,0),(0,1,0,0,0),(1,0,0,0,0))
X X2 X3 x4
— ((0,0,0,1,1),(0,0,1,0,1), (1,0,0,0,1).

1+X 14X2 14+ X4

Pasando estos subespacios a ecuaciones tenemos S’ = {x1,x2,x3,24,25)| 5 = 0} y
T = {z1,22,23,24,25) |22 = 0,21 + 23 + ©4 — x5 = 0}. Por lo tanto, los puntos de
S"NT son los que verifican todas las restricciones:

1’520
CL‘QZO
1 +x3+x4—2x5=0

O sea, un punto de la interseccion tiene la forma (—x3 — x4,0,23,24,0), por lo que
S'NT =((-1,0,1,0,0),(-1,0,0,1,0)).

7X4 +X2 7X4 +X

Es facil verificar que este subespacio es el mismo que hallamos con el otro método de
resolucion (pese a tener distintos generadores). Esto se da porque decidimos despejar xq
en funcion de x3 y x4 en la dltima ecuacion del sistema de arriba (notar que xs = 0
por lo que no aparece). Si hubiéramos despejado x4 en funcion de xy y x3 en dicha
ecuacion hubiésemos obtenido el sistema de generadores {(1,0,0,—1,0),(0,0,1,—1,0)}
que es exactamente el hallado con el otro método.

(731) Los vectores de T son de la forma asin(x) + bcos(z). Para que estén en S
debemos tener f_ll asin(x) + beos(z)dz = 0. O sea,

1 1
0= a/ sin(z)dz +b | cos(x)dr = a(—cos(1) 4 cos(—1)) + b(sin(1) — sin(—1))
-1 -1

=0 =2sen(1)



= 2bsin(1).

Por lo tanto, b= 0y SNT = (sin(z)).
Como no es posible conseguir un sistema de generadores de S y ya sabemos que
sin(z) € S entonces S + T' lo dejamos expresado como

1
S+T={g9€C*R)|g(x) = f(x) + acos(x) con /_1 f(x)dr =0y a € R}.

Este conjunto se lee “las funciones C*° que se pueden escribir como suma de una funcién
C* cuya integral sobre el intervalo [—1,1] es nula y un miiltiplo real de la funcién
cos(zx)”.

Para pensar. ;Se les ocurre un R-subespacio de C*°(R) de dimension infinita
que esté contenido en {f € C*(R) | f_ll f(z)dz = 0}7?

Fin de resolucion.

TEOREMA DE LA DIMENSION DE LA SUMA. Notemos que de el hecho que SNT C S, T C
S+T C V se tiene en particular que dim(SNV) < dim(S), dim(7) < dim(S+7) < dim(V').
Para espacios de dimension finita, vale el siguiente teorema.

Teorema. 5i S, T CV ydim(V) < oo entonces
dim(S + 7T) = dim(S) + dim(7T") — dim(S N 7T).

Este teorema es muy t1til para ahorrar cuentas. Por ejemplo, si tenemos dos subespacios
S, T C R* con dim(S) = 3 y dim(T) = 2 podemos asegurar que necesariamente se
intersecan dado que como dim(S +7T) < dim(R*) =4 y

dim(S + 7T) = dim(S) + dim(7T) —dim(SNT)=3+2 —dim(SNT) =5 —dim(SNT)
entonces se tiene 5 — dim(S N7T) < 4; de donde dim(SN7T) > 1y no puede ser {0}.

Cuando SNT = {0} decimos que la suma S+ T es directa y lo notamos S @& T. Notar
que, en este caso, dim(S@T) = dim(S)+dim(7). Una propiedad que tiene la suma directa
es que cada vector de S @ T se escribe de manera unica como suma de un vector de S y
uno de 7.



