Logica y Computabilidad

FCEyN - UBA

Primer Cuatrimestre 2014

Practica 6: Modelos y Arboles

1. Sea £ un lenguaje con igualdad, con un simbolo de funcién binario f
y con un simbolo de constante c. Para cada enunciado, encontrar una
interpretacion que lo satisfaga que tenga universo finito y la otra con
universo infinito.

a) Vavy (f (z,2) = f (y,y) = 2 =y).
b) Vady x = f (y,y).
¢) Vo f(x,c) =c.
2. Sea L el lenguaje del ejercicio anterior. Para cada interpretacion, en-

contrar un enunciado que tenga como modelo a la interpretacion dada
pero que no sea universalmente vélido.

(l) U[:R,f[(m,y>:x'y,01:1-
b) U]:C,f[(fﬂ,y):R€($)+[m(y)+Z,C]:Z

3. Sea L un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binario

a) Encontrar una formula « que sea vélida en (Z,+) y no en (N, +).

S

Encontrar una férmula v que sea vélida en (C,-) y no en (R, -).

o

)
) Encontrar una férmula  que sea valida en (Z,-) y no en (Q,-).
)
)

d) Para los items anteriores, resolver el problema reciproco: encontrar
en cada uno una férmula que sea valida en la segunda interpreta-

cion y no en la primera.



4. Sea L un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién unario f. Sean
a vy [ los siguientes enunciados de L:

a=VzIy f(y) =z,
B=VaVy (f(z) = f(y) >z =y)

Hallar dos interpretaciones Z; e Z, tales que Z; sea modelo de o y no
de B e Z, sea modelo de 3 pero no de «.

5. Dar un enunciado ¢ de primer orden en el lenguaje con un simbolo de
predicado binario < tal que sea valido en la primera de las siguientes
interpretaciones, pero no en la segunda.

a)

o5

N\ SN
N, N

b)
N SN
TN N

6. En el lenguaje de primer orden con un simbolo de predicado binario
<, buscar dos interpretaciones con un universo de 4 elementos tal que
JpdVy(y<zA(y<z—sa<y)A(r<y— (2 <yVy<)))seavi-
lido en la primera interpretacion, pero no en la segunda.

7. Decidir si las interpretaciones de los siguientes lenguajes son isomorfas,
donde L es un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binario:

a) Iy = (N, 4+),Z, = (N, ).
b) Il = (Z, <) ,Ig = (Z, >)



10.

11.

12.

13.

14.

C) 1, = (N7<) 7-2.2 = (Na >)'
d) 1, = (N7 <) 712 = (Z7 <)
6) Il = (N, <) ,IQ = (N, S)
Decidir si las siguientes férmulas son equivalentes:
a=Vry (P (z,y) = P(y,))
B =Vady (P (z,y) - FzP (z,2)),
Probar que las siguientes férmulas son universalmente validas:
a) JyP (y) — VaIyP (y).
b) JyP (y) — Jy3zP (y).

¢) VeP (z) — P (t), donde ¢ es un término sin variables.

Introducir reglas de expansion de érboles para <» y demostrar que las
siguientes formulas son universalmente validas:

a) (pAg)V(=pAg)) < (((p—=q) Ap)V—q)
b) VaVy ¢ (z,y) <> YyVz ¢ (z,y).
¢) xy ¢ (z,y) > JxTy ¢ (z,y).
Decidir si I' = «, siendo:
a) I'={Vady ¢ (z,y)} y a = Fyvz ¢ (z,y).
b) I' ={Fy¥z ¢ (x,y)} y o =VaIy ¢ (z,y).
Analizar si a y [ son equivalentes.
0) o= ¥ 6 (@) y B = Fumo (2).
b) a=Vr ¢(z)y =-Fz¢(x).
Decidir si las siguientes formulas son universalmente validas.
a) YeIyVz3w (P (z,y) V P (w, 2)).
b) (Vo (P (x) = R(x)) A Bz (P (x) A ~Q(x))) = Fz (R (2) A =Q (2)))).
Probar que I' = «, donde:

a) I'={VaVy (R (x,y) A R (y,z)) — (v =y)),VaVy (R (z,y) = R(y, 7))}
y a=Vavy (R(z,y) — (x =y)).

w



b) T={Veax=a,VaVy(z =y s y=x)VaVyVz (e =y Ay=2) >z =

ya=VaVyVz (r=yAhz=2) = y=2).
15. Sea L un lenguaje con igualdad.

a) Para cada valor de n > 0, escribir una formula que fuerce a que
el modelo tenga al menos n elementos.

b) Dar un conjunto de formulas I" tal que si I es satisfactible en una
interpretacion Z, entonces el dominio de Z es infinito.



