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Nombre y Apellido 1 2 3 4 Nota

Justificar todas las respuestas y escribir prolijo. Duración 5 horas.

1. Probar que CPn, el espacio proyectivo complejo dado por la relación:

z ∼ w ∈ Cn+1 \ {0} ⇔ ∃λ ∈ C∗ : z = λw

tiene una estructura de variedad diferencial C∞ de dimensión 2n, y que es
localmente difeomorfo a Cn.

2. Sea f : M → N diferenciable. Sea Γ(f) = {(x, y) : y = f(x)} ⊂ M × N el
gráfico de f .

a) Probar que Γ(f) ⊂ M × N es una subvariedad embebida, y que π1|Γ(f) :
Γ(f)→M es un difeomorfismo.

b) Probar que si S ⊂ M × N es una subvariedad embebida tal que π1|S :
S → M es un difeomorfismo, entonces S es el gráfico de una funcion
diferenciable.

3. Consideramos en S2 las cartas (U, φ), (V, ψ), donde:

U = {(x, y, z) : z < 0}, φ(x, y, z) = (x, y)

V = S2 \ {N}, ψ(x, y, z) = (
x

1− z
,

y

1− z
) (proyección estereográfica)

Hallar los puntos p de U ∩ V tales que { ∂
∂φ1
|p, ∂

∂ψ1
|p} es una base de TpS

2.

¿Para qué p vale ∂
∂φ1
|p = ∂

∂ψ1
|p?. Representar gráficamente.

4. Sea f : M → R una función suave y sea p un punto cŕıtico. Sean X,X ′, Y, Y ′

campos tales que
Xp = X ′p, Yp = Y ′p .

Pruebe

a) [X, Y ](f)(p) = 0.

b) XY (f)(p) = X ′Y (f)(p)

c) XY (f)(p) = X ′Y ′(f)(p)

Luego se tiene bien definido el Hessiano, Hf,p : TpM × TpM → R como
Hf,p(v, w) = XY (f)(p) donde X e Y son campos tales que Xp = v, Yp = w.


