
Geometŕıa Diferencial 2014

Práctica optativa - Álgebra Multilineal
En esta práctica, V es un R-espacio vectorial de dimensión n.

1. Sea Sn = {σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} : σ es biyectiva} el grupo simétrico en
n elementos. Sea

R[Sn] = {
∑
σ∈Sn

aσσ : aσ ∈ R}

el álgebra de grupo. Definimos en R[Sn] los elementos S = 1
n!

∑
σ σ y A =

1
n!

∑
σ(sgnσ)σ. Probar que A2 = A y S2 = S.

2. Probar que Sn actúa en V ⊗n por σ · (v1 ⊗ . . . ⊗ vn) = vσ(1) ⊗ . . . ⊗ vσ(n). En
particular, A y S definen morfismos V ⊗n → V ⊗n.

3. Definimos el álgebra tensorial T (V ) =
⊕

n≥0 V
⊗n (donde V ⊗0 = R). Definimos

el álgebra simétrica S(V ) de V por SV := TV/I donde I es el ideal bilátero
generado por los elementos de la forma v⊗w−w⊗v. Observar que I =

⊕
n In,

donde In = I ∩ V ⊗n. Probar que In ⊆ ker(S) (la igualdad la probaremos en
próximos ejercicios).

4. Este ejercicio es análogo al anterior, cambiando álgebra simétrica SV por álge-
bra exterior

∧
V , v ⊗ w − w ⊗ v por v ⊗ w + w ⊗ v y S por A.

5. Sea {v1, . . . , vn} una base de V . Probar que las clases SdV del siguiente con-
junto son una base del álgebra simétrica en grado d,

{v⊗i11 ⊗ . . .⊗ v⊗inn : ij ≥ 0, i1 + . . .+ in = d}.

Probar la igualdad en el ejercicio 3.

Sugerencia: Probar primero que las clases generan y luego que S manda el conjunto a un conjunto

l.i.

6. Sea {v1, . . . , vn} una base de V . Probar que las clases en
∧d V del siguiente

conjunto son una base del álgebra exterior en grado d,

{v⊗i11 ⊗ . . .⊗ v⊗inn : ij ∈ {0, 1}, i1 + . . .+ in = d}.

Probar la igualdad en el ejercicio 4.

7. Deducir de los ejercicios anteriores que SV y
∧
V se pueden mirar como subes-

pacios de TV v́ıa S y A respectivamente. Estos subespacios, ¿son subálgebras?.

8. Sean {v1, . . . , vn} y {w1, . . . , wn} dos bases de V . Probar que si wi =
∑
cijvj

entonces w1 ∧ . . . ∧ wn = det(cij)v1 ∧ . . . ∧ vn.
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9. Sea V ∗ el dual de V , f1, . . . , fd ∈ V ∗ y v1, . . . , vd ∈ V . Calcular A(f1 ⊗ . . . ⊗
fd)(v1 ⊗ . . .⊗ vd) en función de los coeficientes fi(vj) (aqúı estamos usando la
identificación (V ∗)⊗d con (V ⊗d)∗.

10. Probar que las álgebras tensorial, simétrica y exterior son funtoriales,

a) Si f : V → W es lineal, f induce morfismos de álgebras Tf : TV → TW ,
Sf : SV → SW y

∧
f :

∧
V →

∧
W .

b) Estos morfismos respetan la composición, si g : W → Z, entonces T (gf) =
TgTf , S(gf) = SgSf y

∧
(gf) =

∧
g
∧
f .

c) T (id) = id, S(id) = id y
∧

(id) = id.

11. Sean V y W dos espacios vectoriales con bases {v1, . . . , vn} y {w1 . . . , wm}
respectivamente. Sea f : V → W lineal. Se denotan f i1...idj1...jd

los coeficientes

matriciales de f⊗d : V ⊗d → W⊗d, es decir,

f⊗d(vi1 ⊗ . . .⊗ vid) =
m∑

j1,...,jd=1

f i1...idj1...jd
wj1 ⊗ . . .⊗ wjd .

Calcular f i1...idj1...jd
. ¿Cómo son los coeficientes matriciales para Sdf y para ∧df?

12. Sea f : V → V un endomorfismo. Definir det(f) sin apelar a ninguna base de
V . Probar que si g es otro endomorfismo, entonces det(fg) = det(f) det(g).

Sugerencia: Considerar
∧n V .

13. Operadores de contracción.

a) Probar que para cada par de valores i, j, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q existe una
aplicación

cij : T p,q(V )→ T p−1,q−1(V )

que en los tensores elementales vale

cij(v1⊗· · ·⊗vp⊗ϕ1⊗· · ·⊗ϕq) = ϕj(vi)v1⊗· · ·⊗v̂i⊗· · ·⊗vp⊗ϕ1⊗· · ·⊗ϕ̂j⊗· · ·⊗ϕq.

b) Mas generalmente si I = (i1, . . . , in) y J = (j1, . . . , jn) son dos sucesiones
de n ı́ndices distintos de {1, . . . , p} y {1, . . . , q} respectivamente, existe
una contracción

cIJ : T p,q(V )→ T p−n,q−n(V )

que en un tensor elemental v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕq vale

n∏
α=1

ϕjα(viα)v1 ⊗ · · · ⊗ v̂i1 ⊗ · · · ⊗ v̂i2 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̂j1 ⊗ · · · ⊗ ϕq.

c) Si p = q = n y I = J = (1, . . . , n), la contracción de (b) permite identificar
(V ∗)⊗n con (V ⊗n)∗.
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d) Sea α : V ⊗V ∗ → homK(V, V ) definida en tensores elementales por α(v⊗
ϕ)(u) = ϕ(u)v. Sea c11 : V ⊗ V ∗ → K el operador de contracción, y sea
tr : HomK(V, V )→ K el operador traza. Probar que tr ◦ α = c11.

14. El dual de ∧nV . Probar que la aplicación bilineal simétrica

∧n(V ∗)× ∧nV → K

definida por

(ϕ1 ∧ · · · ∧ ϕn, v1 ∧ · · · ∧ vn) 7→
∑
σ∈Syn

sg(σ)ϕσ(1)(v1) . . . ϕσ(n)(vn) = det(ϕj(vi))

induce un isomorfismo entre ∧n(V ∗) y (∧nV )∗.

15. Sean V y W dos espacios vectoriales. Exhibir isomorfismos

Sd(V⊕W ) ∼=
d⊕
i=0

Si(V )⊗Sd−i(W ) y ∧d(V⊕W ) ∼=
d⊕
i=0

∧i(V )⊗∧d−i(W )
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