Geometria Diferencial 2014

Préctica optativa - Algebra Multilineal

En esta préactica, V es un R-espacio vectorial de dimension n.

1.

Sea S, ={o:{1,...,n} — {1,...,n}: o es biyectiva} el grupo simétrico en
n elementos. Sea
R[S,] = {Z a,0: a, € R}
O’GSn

el algebra de grupo. Definimos en RJ[S,] los elementos & = % S ooy A=
% ZU(SgnU)U. Probar que A2 = A y S2—G8.

. Probar que S, actia en V" por - (11 ® ... ® Uy) = Vo) ® ... ® Ug(n). En

particular, A y S definen morfismos V®" — V&,

. Definimos el dlgebra tensorial (V) = @,-, V®" (donde V®° = R). Definimos

el &lgebra simétrica S(V) de V por SV := TV/I donde I es el ideal bildtero
generado por los elementos de la forma v ®w —w®v. Observar que I = @,, I,
donde I,, = I N V®". Probar que I,, C ker(S) (la igualdad la probaremos en
préximos ejercicios).

Este ejercicio es andlogo al anterior, cambiando algebra simétrica SV por alge-
bra exterior AV, v@w —w®uvporvw+w®vyS por A

. Sea {v1,...,v,} una base de V. Probar que las clases SV del siguiente con-

junto son una base del dlgebra simétrica en grado d,
P ®. . @u" i, >0, 4 + ... i, =d}.

Probar la igualdad en el ejercicio 3.

Sugerencia: Probar primero que las clases generan y luego que S manda el conjunto a un conjunto
Li.

. Sea {vy,...,v,} una base de V. Probar que las clases en /\dV del siguiente

conjunto son una base del algebra exterior en grado d,
(P @ . @0 i, € {0,1}, i1+ ... +i, = d}.
Probar la igualdad en el ejercicio 4.

Deducir de los ejercicios anteriores que SV y A V se pueden mirar como subes-
pacios de TV via S y A respectivamente. Estos subespacios, json subalgebras?.

. Sean {vy,...,v,} y {ws,...,w,} dos bases de V. Probar que si w; = ) ¢;;v;

entonces wy A ... Aw, = det(c;j)vr A ... Awy,.



10.

11.

12.

13.

. Sea V*¥eldualde V, f1,...,fa € V*yuy,...,vq4 € V. Calcular A(f; ® ... ®

fa)(v1 ® ... ®wvy) en funcién de los coeficientes f;(v;) (aqui estamos usando la
identificacién (V*)®4 con (V®4)*,

Probar que las algebras tensorial, simétrica y exterior son funtoriales,

a) Si f:V — W es lineal, f induce morfismos de élgebras Tf : TV — TW,
Sf:SV—-sSWyAf:ANV—=>AW.

b) Estos morfismos respetan la composicion, si g : W — Z, entonces T'(gf) =
TgTf, S(9f) =5S9Sfy Ngf)=NgN\f.
¢) T(id) =id, S(id) =id y A(id) = id.
Sean V' y W dos espacios vectoriales con bases {vi,...,v,} vy {wi ..., wp}
respectivamente. Sea f : V — W lineal. Se denotan f” i los coeﬁc1entes

J1---Jd
matriciales de f®: V& 5 W% es decir,

®d 11 -id
v, @ ... Q) = Z LWy ® L wj,.
7777 Ja=1
Calcular fj1 - ¢C6mo son los coeficientes matriciales para Sef v para AYf?

Sea f:V — V un endomorfismo. Definir det(f) sin apelar a ninguna base de
V. Probar que si ¢ es otro endomorfismo, entonces det(fg) = det(f) det(g).

Sugerencia: Considerar A"V
Operadores de contraccién.

a) Probar que para cada par de valores 7,7, 1 <i <p, 1 < j < g existe una
aplicacion .
¢ TP(V) — TP ham LY

que en los tensores elementales vale

(18- - - QURPIR: - ®py) = ©;(Vi)11®: - -QT;®- - - RURPI®- - -OB; - - -®Pg.

b) Mas generalmente si I = (i1,...,i,) y J = (j1,- -, Jn) son dos sucesiones
de n indices distintos de {1,...,p} v {1,...,q} respectivamente, existe
una contracciéon

ch TPV — TPV
que en un tensor elemental v; ® --- v, ® Y1 ® -+ ® @, vale

[[en@)ne 06 864 81,0pme - 0, 8 0,

c) Sip=q=nyl=J=(1,...,n),lacontraccién de (b) permite identificar
(V*)®" con (VE)*.



d) Sea o : V®@V* — homg(V, V) definida en tensores elementales por a(v ®
©)(u) = p(u)v. Sea ¢t : V@ V* — K el operador de contraccién, y sea
tr : Homg (V, V) — K el operador traza. Probar que tro a = c}.

14. El dual de A"V. Probar que la aplicacién bilineal simétrica
A (V)Y x A"V — K
definida por

(1A At A ) > 3 59(0)00m (V1) - Patoy(v0) = det(p;(v,))

aESyn
induce un isomorfismo entre A"(V*) y (A"V)*.

15. Sean V' y W dos espacios vectoriales. Exhibir isomorfismos

d
S Vew) =P S(V)es i (W) y YWVaow) = EB/\ V)QAH W)

=0



