Geometria Diferencial 2014

Practica 6 - Integraciéon

1. Orientacién en P". Sean 7 : R""!\ {0} — P"(R) la proyeccién canénica,

- 0
E(zg,...,x,) = ;%a—xz

el campo radial (también llamado campo de Euler) y para cada A € R\ {0},
Ly : R\ {0} — R*™\ {0} la aplicacién de multiplicacién por A. Sea
w € QF(P"(R)) una p-forma en el espacio proyectivo, y sea n = 7*(w).

a) Probar que la contracciéon de n con el campo de Euler es la forma nula,
esto es, ig(n) = 0.

b) Probar que Li(n) =n.

Consideremos ahora una p-forma n € QP(R"™ \ {0}) que verifica (a) y (b).
Probar que 7 induce una p-forma w € QP(P"(R)) tal que 7*w = 7. En tal caso
decimos que la p-forma n desciende a P"(R).

Sugerencia: definir w(w(z))(vi+zR, ..., vp+zR) = ||z||Pn(x)(v1,. .., vp), identificando TP™ (R) (7 (x)) =
R™T! /2R,

2. Usar el ejercicio anterior para probar que P"(R) es orientable si n es impar,
probando que la n-forma n € Q*(R"™! \ {0}) definida por

n

1 Z. i

i=0
desciende a P"(R) y es nunca nula.

Observacion: la n-forma 7 se identifica con el campo de covectores multilineales
alternados definido por

o ... Tp
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3. Sea i : S — R*!\ {0} la inclusién. Probar que *(n) define una n-forma
en S" nunca nula (7 la n-forma del ejercicio anterior), o sea, es una forma de
volimen de S™.

4. Demostrar de la siguiente manera que P"(R) no es orientable si n es par.
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a) SiP"(R) es orientable, y w € Q"(P"(R)) es la n-forma que define la orien-
tacién, entonces 7*(w) es una n-forma en R™™ \ {0} nunca nula.

b) Por el ejercicio anterior, § = i*(7*(w)) es una n-forma en S™ nunca nula,
por lo que 6(z) = f(z)V(x), donde V es la n-forma que define la orien-
taciéon en S™ y f € C*®(S™) (por ejemplo, V puede ser i*(n), con 7 la
n-forma del ejercicio 2).

¢) Como Li(m*(w)) = 7*(w), deducir que (L_1)*(f) = 0, y por lo tanto
f(x) = (=1)"" f(—x) para todo x € S™.

d) Deducir entonces que, si n es par, 6 es nula en algin punto, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto P"(R) no es orientable si n es par.

. Un fibrado vectorial £ — M de fibra R?® se dice fibrado orientable si en cada

abierto trivializante U, existen s secciones e1,...,es : U — E|y = U x R® tales
que la matriz de cambio de base en U N U’ tenga determinante positivo.

Probar que una variedad es orientable si y sélo si su fibrado cotangente es un
fibrado orientable. Mostrar que, en cambio, dicho fibrado siempre es orientable
como variedad.

. Probar que si M tiene un atlas de la forma A = {(U,z); (V,y)} donde U NV

es conexo, entonces M es orientable.
Ver que si M es paralelizable, entonces es orientable.
Sean M y N variedades diferenciales. Probar que son equivalentes:

a) M y N son orientables
b) M x N es orientable

. Probar que la esfera S™ y R" son orientables. Probar que el n-toro 7" y el

cilindro son orientables.

Sea M una variedad (conexa) orientada, A un atlas orientado y f : M —
M un difeomorfismo. Probar que si (U, ¢),(V,9) € A entonces el signo de
J(1po fog!) es constante (donde estd definida la composicién) y no depende
de las cartas. Se dice que f preserva la orientacion si J(¢o fogp™1) es positivo.
En caso contrario, se dice que f invierte la orientacion.

Probar que la integracién de formas en una variedad diferencial orientada M
cumple las siguientes propiedades:

a) Si —M denota la variedad on la orientacién opuesta, entonces | yw =
— | w
b) [y awi +bws =a [, w1 +b [,, ws, donde a,b € R.

¢) Si w es una n-forma continua y positiva entonces | yw = 0y laigualdad
se da sélo si w = 0.
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d) Sif: M — N es un difeomorfismo y w es una forma integrable en N,
entonces || yfw = =* / v w, donde el signo depende de si f preserva o
invierte la orientacién.

1 xdy—ydz

21 x24y?

integral de o sobre S'. Concluir que a y i*a no son exactas, donde 7 : ST — R?

es el embedding candnico.

Sea v = . Probar que « es una 1-forma cerrada en R?\{0}. Calcular la

Sea M =R\ {0} y w(z) = 3, S dpy A Adz A+ A day.

|z

a) Probar que w es cerrada pero no exacta.

b) Calcular [, ,w.
¢) Calcular la integral de w sobre el elipsoide {), 2—2 =1}

Sea M una variedad diferencial y sea w € Q¥(M) una forma cerrada. Probar
que

a) Si S C M es subvariedad compacta y orientada de dimensién k tal que
S = OW para alguna subvariedad W C M, entonces |, gw=0.

b) Si W es subvariedad de dimensién k + 1 con borde W = S LT donde S

y T son subvariedades de dimensién & orientadas, entonces |, gW=— fT w

Probar que si M es compacta y orientable de dimensién n, entonces una n-
forma nunca nula no es exacta.

Sea C' una curva C! en una variedad M, parametrizada por I : [a,b] — M. Si
w es una l-forma en M, definimos la integral de linea de w a lo largo de C' por

Jow = f[a,b] [ w.

a) Probar que la definicién no depende de la parametrizacién elegida.

b) Siw = df con f € Q°(M) y la curva C recorre del punto p al punto g,
entonces [,w = f(q) — f(p). En particular, la integral es independiente
de la curva elegida entre p y q.

Probar que el toro T no es difeomorfo a la esfera S2.
Sugerencia: hallar una 1-forma en T cerrada que no sea exacta; ver que toda 1-forma en S? cerrada

es exacta.



