Geometria Diferencial 2014

Practica 3 - Subvariedades

. Una definicién alternativa de subvariedad es la siguiente: N C M se dice
una subvariedad de dimensién n, si para cada p € N existe una carta local
(U,¢), con p(U) =V x W donde 0 e VC R*y 0 € W C R™ " son abiertos
respectivos y satisfacen:

o(UNN)=V x0

Observar que N con la topologia inducida hereda una estructura de variedad
diferencial a partir de la estructura de M, que hace que i : N — M sea un
embedding.

Probar que si f : N — M es un embedding, entonces f(N) C M es una
subvariedad con la definicién anterior, y es difeomorfa a N.

. (*) Sean M y N dos variedades C*°, y sean T'M y T'N sus variedades tangentes
asociadas. Probar quesi f : M — N es un embedding entonces df : TM — TN
es un embedding. ;Vale la reciproca?

. Sea i : S — M regular, inyectiva y propia, es decir, la preimagen de compactos
es compacto. Probar que i es un embedding, es decir que S es una subvariedad
embebida.

. Sea M una variedad compacta de dimensién m. Probar que no hay una inyec-
cion regular M — R™.

. Sean M y N variedades de dimension d y sea f : M — N regular. Probar que
f es un difeomorfismo local.

a) Sea f: M — N diferenciable, sea ¢ € N y sea X = f~1(q). Probar que si
flx es una submersién entonces X es una subvariedad diferencial de M y
dyi(T,X) = ker(d,f), donde i : X — M es la inclusién.

b) Consideremos la inclusién Sl,(R) < Gl,(R). Expresar en la base canéni-
ca {e;;} la imagen de T7(S1,(R)) — T7(GL,(R)). Repetir lo mismo para
SO, (R) — GlL,(R).

. Sean M y N variedades de dimensién d, con M compacta, y sea f : M — N
diferenciable.

a) Probar que si p € N es valor regular, entonces f~!(p) es un conjunto
finito.

b) Probar que la asignacién p — #f~!(p) es localmente constante (donde p
recorre valores regulares de f).
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. Sea M = PY(R) y N = P*(R). Hallar un embedding f : M — N. Probar que
no existe g : N — R de clase C!' que tenga al 0 como valor regular y tal que

f(M) = g=(0).

a) Sea (U, ¢y) la carta de S? dada por la proyeccién estereogréfica. Probar
que un polinomio P € C[X] define una funcién diferenciable fp : 5% — 52
cuya expresién local ¢y o fpo ¢yt R? — R? se identifica con P.

b) Probar el teorema fundamental del algebra.
Sugerencia: Utilizar que el ejercicio 7.

. Sea M una variedad de dimension d, p € U C M, U abierto, y ¢1,...,¢q :
U — R diferenciables tales que d,¢1, ..., d,¢4 son linealmente independientes.
Probar que las funciones {¢;} determinan una carta de M en un entorno de p.

a) Sea f: M — N diferenciable, dim M < dim N. Sea p € M punto regular,
y sea (U, ¢) carta de N con f(p) € U. Probar que un subconjunto de las
funciones {¢; o f} determina una carta de M en un entorno de p.

b) Sea S C N una subvariedad embebida (la inclusién es un embedding) y sea
f: M — N diferenciable satisfaciendo f(M) C S. Probar que f : M — S
es diferenciable.

. Sea f: M — N suave, y sea X otra variedad suave.

a) Probar que si f es regular, entonces para toda g : X — M funcién continua
tal que f o g es suave se puede deducir que g es suave.

b) Probar que si f es un embedding, entonces para toda g : X — M funcién
tal que f o g es suave se puede deducir que g es continua y suave.

c¢) Probar quesi f es una submersion suryectiva, entonces paratoda g : N — X
funcién tal que g o f es suave se puede deducir que g es suave.

Sugerencia: utilizar las formas candnicas locales de las regulares y submersiones. Ademds observar

que conceptualmente, este ejercicio es una generalizacién del ejercicio 11.

(*) Sea f : M — N una funcién diferenciable y sea S una subvariedad
embebida de N tales que para todo p € f~(S) vale d,f(T,M) + TS =
Tt N. Probar que f~'(S) es una subvariedad embebida de M de dimensién
dim M —dim N +dim S.

(*) Dos subvariedades embebidas S1, S2 de M son transversales, y lo notamos
S1 M Sy, si para todo p € S1 NSy vale 7,5, NT,Sy = {0} 6 1,51+ 71,5 = T,M.
Probar que si S; th Sy, entonces S; N Sy es una subvariedad embebida de M.
Probar ademés que si S} N Sy # ), entonces dimS; N Sy = méx(dim S; +
dim Sy — dim M, 0).



