Universidad de Buenos Aires - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - Depto. de Matematica

ELEMENTOS DE CALCULO NUMERICO (M) - CALCULO NUMERICO
Primer Cuatrimestre 2014

Practica N°8: Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
Ejercicio 1 Probar que una ecuacion de orden n se puede escribir como un sistema de n

ecuaciones de primer orden. Mostrar que un problema de valores iniciales para la primera
se transforma en un problema de valores iniciales para el sistema.

Ejercicio 2 Escribir un programa que implemente el método de Euler explicito para
resolver ecuaciones de la forma

y = f(ty)

y(to) = vo,
tomando como parametros f, los tiempos inicial y final t5 y t¢, el paso h y el dato inicial
yo; y arrojando como resultados el vector t = (t9,to + h,...,t;) y la solucién y. El

programa debe aceptar ecuaciones vectoriales, por lo cual y debera ser una matriz con
tantas filas como pasos temporales y tantas columnas como variables tenga el problema.
De este modo, la fila ¢ de y corresponderd al valor de la solucién en todas sus variables a
tiempo t;

Ejercicio 3 Implementar un programa como el anterior para el método de Euler implicito

y =2y en|0,1]
y(0) =1

pasos h = 0.1, h = 0.05 y h = 0.01. Graficar las tres soluciones numéricas obtenidas junto
con la solucién exacta.

Ejercicio 4 Utilizar el método de Euler para resolver { empleando

Ejercicio 5 Hacer el mapa de curvas integrales en la regién [0, 10] x [0, 10] de la ecuacién
diferencial

y'(t) = (y(t) = 5).(cos*(t) - 0.5),
graficando simultdneamente, para k = 0,1,...,10, la solucién que se obtiene utilizando
el método de Euler con paso h = 0.01 y con condicién inicial

y(0) = k.

.. . Y =\y
Ejercicio 6 Considerar el problema .
! P { ?J(O> = Yo

a) Probar que el método de Euler con paso h genera la sucesién:

yi = (1+Ah)'yy i=0,1,....

b) Mostrar que si A < 0, la solucién exacta tiende a cero a medida que x crece.

¢) Para A < 0, determinar para qué valores de h ocurre que y; — 0 cuando i — oo.



Ejercicio 7 Se considera el problema del péndulo:
0"(t) = —Asin(6(t)) en [0,T]
0’(0) = Vo
0(0) =6y

donde @ representa el angulo que forma la vara del péndulo con la vertical.

a) Formular el problema como un sistema de ecuaciones de orden uno.

b) Utilizar los métodos de Euler explicito e implicito, con paso h = 0.05 para obtener
dos aproximaciones de la solucion y graficarlas. Decidir en que regién del gréfico
debera situarse la solucién analitica del problema.

c¢) Graficar la solucién que se logra al utilizar el comando ode45 de Matlab.

Pueden considerarse, a modo de ejemplo, los valores T' = 10, 6, = = 0.
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Ejercicio 8 Se considera la siguiente ecuacién diferencial:

{ y(t) = ( ) — 5sin(t)
y(0) =

cuya solucién exacta es la funcién y(t) = 2sin(t) + cos(t). Graficar simultdneamente en el
intervalo [0, 4] la solucién exacta y las que se obtienen con los métodos de Euler y Taylor
de orden 2, ambos con paso h = 0.05.

Ejercicio 9 Escriba un programa que resuelva la ecuacion diferencial del Ejercicio 8 por
algtin método de Runge-Kutta de orden 2 y de orden 4. Agregar estas soluciones al grafico
realizado en dicho ejercicio.

Ejercicio 10 Verificar que la funcién error, erf, puede ser definida como la solucién de
la ecuacién diferencial .
{ y(t) = e

y(0)=0
Utilizar un método de Runge-Kutta de orden 2 para hallar erf(¢;) con t; = 0,0.05, 0.1,
0.15,...,1. Comparar con los valores obtenidos directamente con el comando erf de
Matlab.

Ejercicio 11 Probar que los métodos de Euler, Runge-Kutta y Taylor son consistentes.
Ejercicio 12 Hallar el error local para los métodos de Euler explicito e implicito.

Ejercicio 13 Se quiere estimar, aplicando el método de Euler, el valor de e como y(1)
donde y(t) es solucién de y' = y, y(0) = 1. Hallar un paso h de modo que el error
cometido resulte menor que 1073, Realizar el mismo trabajo para el método de Taylor de
orden 2.

Ejercicio 14 Considerar el problema y' = —2ty, y(0) = 1, con ¢t > 0.

a) Determinar una cota, en términos de h, para el error cometido si se usa el método
de Euler para calcular y(1).



b) {Cémo deberia tomar h si se desea que el error cometido sea menor que 10727

c¢) Calcular la solucién en ¢ = 1 usando el valor de h obtenido en el item previo, y
verificar las estimaciones previstas comparando con la solucién exacta.

Ejercicio 15 Repetir los items (a) y (b) del ejercicio anterior para el problema:

{ y'(t) = tsin®(y(t))
y(0) = 1

Ejercicio 16 Estudiar consistencia y dar una cota del error para el método de Euler
aplicado al problema del péndulo (ejercicio 7).

Ejercicio 17 La trayectoria de una particula que se se mueve en el plano estd dada por
las curva (y1(t), y2(t)), donde las funciones y, ys son la solucién del siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales:

n(t) = —ua(t)

y2(t) = yit) —ya(t)
Resolver este sistema en el intervalo [0, 20] con el método de Euler utilizando paso h = 0.05
y graficar la trayectoria de la particula, sabiendo que en tiempo ¢t = 0 se encontraba en
el punto (1,—1). Realizar nuevamente el grafico utilizando la solucién obtenida con el
comando ode45.

Ejercicio 18 Considerar la ecuacion y'(t) = f(t,y(t)).

a) Deducir la férmula de Milne:

1 4 1
n — Yn— h oJn aJn— oJn—2)
Yn = Yn—2 + (3f +3f 1+3f 2)

aproiximando la integral

/t "yt = / " (0t = y(t) = yltas).

con la férmula de Simpson. Sugerencia: Tener en cuenta el Ejercicio 16 de la Practica
7.

b) Proceder en forma andloga al item anterior y dar un método multipaso de la forma
Yn+1 — Yn = h[Afn + Bfn—l + Cfn—2:| .

¢) Analizar la convergencia (estabilidad y consistencia) de los métodos de los items
anteriores y calcular su orden.

Ejercicio 19 Analizar la convergencia de los siguientes métodos y calcular su érden.

a) Adams-Bashforth.

h
Ynt3 — Yng2 = E<23fn+2 — 16 frq1 + 5fn).



b) Adams-Moulton.

h
Yn+3 — Yni2 = E<5fn+3 +8fny2 — fn+1)'

Ejercicio 20 Considerar el método de 2 pasos

Yn+2 + QYni1 + ayn = h(Bafnia + B1fos1 + Bofos1)-

Determinar a, 55, 51, By de modo que el método resultante tenga orden 4.

Ejercicio 21 Decidir si existe algin valor de a € R para el cual el siguiente método
multipaso sea convergente:

Ynt3 — 3Ynt2 + (3 = @*)yni1 + (@° — 1)y = h[5 friz + (—a® = 5) ful.



