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Guia 5 - Formas Modulares

El objetivo de esta guia es completar algunas propiedades que quedaron en clase.
Recordar que las formas modulares para Sy (I'o(N)) las podiamos identificar con
funciones F' : (L,t) — C, donde L es un reticulo, y ¢ es un subgrupo de C/L de
orden N (dicho de otra forma, pares (F,t), donde F es una curva eliptica, y ¢t un
subgrupo de E de orden N), que satisfacen F(AL,\t) = \"*F(L, ).

Asf definimos los operadores de Hecke T, si (n: N) = 1, como

(T, F)(L,t) = % S P(L 1),
T

donde la suma es sobre los reticulos L’ D L con indice n.

1.

Sea f(z) € Sk(T'o(N)), y sea p un nimeor primo coprimo con N. Probar que
si (p:n) =1 entonces T,,(f(pz)) = (To.f)(p2).

Deducir que si f(z) € Sp(T'o(N)) es autofuncién para los operadores de
Hecke T, con (n: N) = 1, entonces tanto f(z) como f(pz) son dos funciones
en S;(To(Np)) linealmente independientes, que son autofunciones para los
operadores de Hecke T),, (n : Np) = 1 con los mismos autovalores (con lo
cual no hay multiplicidad 1).

Siguiendo lo hecho en clase, definimos el operador de Hecke T}, en general, como

(TuF)(L,t) = % SR,

pero donde la suma es sobre los reticulos L’ O L con {ndice n y tal que ¢ tiene orden
N en C/L’ (esta condicién es automédtica si (n: N) =1).

2.

3.
4.

Probar que si p | N, entonces Tpr = Ty (o sea componer r-veces T}, consigo
mismo).

Si (m :n) =1 entonces Ty, = 1), T, siempre.

Sea f(z) € Sp(I'o(N)), con expansién de Fourier f =37 ' a,q¢™. Sea p un
nimero primo tal que p | N. Probar que Tp,(f) = D07 apnq™.

Deducir que si f es autofuncién para 7T}, con autovalor A,, entonces

a1y = ap.

. Sea f(z) € Sp(I'o(IN)) no nula una autofuncién para el operador de Hecke T,

con autovalor \,, donde p es un primo coprimo con IN. Usando la accién de
los operadores de Hecke en expansiones de Fourier, probar que el operador de
Hecke T), actuando en las formas (linealmente independientes) {f(z), f(pz)}
de Sk(To(Np)) tiene matriz

)\p _pk—l
0 A )

Deducir que el operador de Hecke T}, no se diagonaliza en este espacio.



