Analisis Funcional - 1° cuatrimestre 2014. Practica 3
OPERADORES ACOTADOS- ADJUNTO

PRINCIPIO DE ACOTACION UNIFORME, TEOREMA DE LA APLICACION ABIERTA,

10.

11.

TEOREMA DEL GRAFICO CERRADO

.SiT,S, T, 871 € L(X), entonces (T'S)™t € L(X) y (T'S)~! =S~1T1.

Sea X un espacio de Banach y sea A € L(X), ||A|| < 1. Probar que (I + A) es
inversible, (I + A)™! € £L(X) y que su inversa viene dada por

oo

(I+A) =) (-1ra,

n=0
donde la serie es absolutamente convergente en £(.X). Probar también que

1
I+ A) 7 < s
1—[]A]

. Sea X un espacio de Banach y sea T, T~' € L(X). Probar que si S € L(X) y

|IS —T| < 1/||T|, entonces S es inversible, S~ € L(X), y

171

IS7t =17 < —.
L= S =TT

Sean F y F espacios de Banach y sean z,,x € F, A,,A € L(E,F) Vn € N. Si
rn, — xy A, — A entonces A,x, - Ax

Sea F un espacio de Banach, sean A,, A, B,, B € L(FE).

() [[AB] < [|A[1|B]

(i) Si A, - Ay B, — B entonces A, B, — AB

Sea E un espacio de Banach, sea P : E — FE lineal tal que P? = P, sean S =
ker(P), T'= R(P). Probar que P € L(FE) siy solosi S y T son cerrados.

Sean E un espacio de Banach y S C E un subespacio cerrado. Probar que existe T’
cerrado tal que =S @ T siy solo si existe P : F — FE proyeccién continua sobre

S.

Sean F un espacio vectorial normado, S C F un subespacio de dimensién finita,

entonces 1 Q € L(E)/ Q* =Q, R(Q)=S.

Sean E un espacio de Banach, A, € L(E) inversibles, A € L(E) no inversible tales
que A, — A, entonces ||A Y| — oo.

Sea E el espacio de Banach real L'((1,+00)), sea T : E — FE dado por Tf(t) =
% f(t). Probar que T" es acotado pero no abierto.

(Sugerencia: 0 € T(B(0,1)) no es punto interior)
(i) Si1<p< oo, Sy T son los shifts, calcular S* y T*.
(

ii) Si J: * — ¢y, J(x) =z, probar que J € L({?, cy) y calcular J*.
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13.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Operadores de Multiplicaciéon:
Para X = C[0,1] 6 L,[0,1] y ¢ € X, sea M, : X — X definida por

Caracterizar M (Tener en cuenta las caracterizaciones del dual de C([0,1]) y LP)
Sea F un espacio vectorial normado, sean A, B € L(E) entonces (AB)* = B*A*.

Sean E, F' espacios de Banach, A € L(E, F).

a) [l Al = [lA*]]
b) Si A es inversible entonces A* es inversible y (A*)™! = (A71)*
c¢) La aplicacion ¢ : L(E, F) — L(F*, E*) dada por ®(A) = A* es continua.

Sean Q C Q dos conjuntos medibles de R". Se definen los operadores
p:LP(Q) = LP(Q),  e:LP(Q) — LP(Q),

dados por p(u) = u |g y e(u)(t) = u(t) sit € Qy 0 en otro caso. Probar que py e
son acotados, calcular sus normas y calcular p*, e

Sean F un espacio de Banach, F' un subespacio de E, S un subespacio de E*. Probar
que:

a) 1) Ft={y € E*:v(x) =0V 2 € F} es un subespacio cerrado de E*.
2) S ={r € E:v(z) =0V~ € S} es un subespacio cerrado de E.
3) H(FH=F
4) (t9)t o8
b) Sea cyo el subespacio de £ = (¢*)* de sucesiones finitas. Probar que (tcg)*
contiene estrictamente a cyg

Sean E, I espacios de Banach, A € L(E, F'). Probar que:

a) R(A)* = ker(A*)

)

b) tR(A*) = ker(A)
&) R(A) =" ker(4°)
d) R(A*) C (ker(A))*

Sean E, I espacios vectoriales normados, T' € L(E, F), z € E, entonces
dist(a, ker(T)) = méx{|p(z)] : ¢ € (ker(T))", [lpll <1}

Sean F un espacio de Banach, ' C F un subespacio y ® : E* — F* dada por
®(p) = ¢|p. Probar que ® € L(E*, F*), ® es suryectiva y calcular ker(®).

Si E'y F son espacios de Banach, T € L(E, F) entonces T : E/ker(T) — F, dado
por T([z]) = T'(z), es lineal, continuo y ||T|| = ||T|.
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Si E'y F son espacios de Banach, T' € L(E, F') con R(T) cerrado, entonces R(T™)
es cerrado y
R(T") = (ker(T))*

Sean E un espacio de Banach, S C F un subespacio cerrado. Entonces se dan los
siguientes isomorfismos isométricos:

(E/S)* = S+
E/St > s

DEFINICION: Sea E un espacio de Banach, 7' € L(E) se dice acotado inferiormente
siy solosi de > 0/ ||Tx|| > cl||z|| Vz € E.

Sean E un espacio de Banach, T' € L(FE). Probar que:

a) SiT es acotado inferiormente entonces R(7T) es cerrado.

b) T acotado inferiormente y suryectivo si y solo si T" inversible.

Sea V : L?[0,1] — L?[0,1] el operador de Volterra, dado por

Vi) = / Ci) di

a) Probar que V no es acotado inferiormente.

b) Caracterizar V*.

DEFINICION: Sea E, F' dos espacios de Banach, T,,,T € L(E, F). Decimos que T,
converge fuertemente a 7" si para cualquier = € E se tiene que T,,(z) — T'(x).

Si T,, tiende fuertemente a 7'y x,, tiende a x entonces T,,(x,) — T'(x).

Si T, tiende a T fuertemente y S, tiende a S fuertemente, entonces 7,,5,, tiende a
TS fuertemente.

Sean E, F' dos espacios de Banach. Sean A,, € L(E, F) tales que A,(x) es de Cauchy
para todo x € E. Probar que existe un A € L(E, F) tal que A,, — A fuertemente.

En el espacio ¢? se definen las siguientes sucesiones operadores
Ape = (zy/n, ..., z/n, . ..)
an = (07 s )07xn+17 Tp+2; - - )
Decidir en cada caso si la sucesion tiende a cero en norma o fuertemente.

Sea X un espacio de Banach con cualquiera de las dos normas || - ||z, || - [[2- Si
|zn]l1 — 0 implica que ||z,||2 — 0, entonces las normas son equivalentes.

DEFINICION: Sea E, F' dos espacios de Banach, T': D(T) C E — F un operador
lineal no acotado (donde D(T') denota el dominio de 7). Decimos que T' es cerrado
six, € D(T), x, = 2y T(x,) = y, implican que x € D(T) y T'(z) = y.
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a) T es cerrado siy solo si G(T) = {(z,T(z)) : x € D(T)} es cerrado en E x F.

b) T es cerrado si y sblo si D(T) resulta un espacio de Banach con la norma
[zl = llzlle + 1T -

c) Si T es cerrado y D(T) es cerrado, entonces T' € L(D(T), F).

d) Probar que el operador T : D(T) = C'[0,1] c C[0,1] — C][0,1] dado por
T(x) = 2’ es cerrado.



