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PRIMER PARCIAL - RESOLUCION (Tema 2)

Ejercicio 1. Calcular, si existen, el infimo, minimo, supremo y maximo de

A:{an:(—UM:MN},
n-+3

Resolucion: Hay varias maneras de resolver este ejercicio. A continuacién se presentan dos opciones que aparecieron
en las resoluciones de los alumnos; la primera usa exclusivamente las definiciones de supremo e infimo, y la segunda otros
resultados ttiles. Para ambas opciones, comenzamos llamando p, = as, ¥ %, = ao,_1 a las subsucesiones de los términos
pares e impares, respectivamente. Es decir:

(-1)>"2n+6 2n+6 . (- 12n—-1)4+6 —2n+7
= = 7 = = .
" n+3 on+3 " m—1+3 n+2

Siendo ambas sucesiones convergentes son, en particular acotadas y por lo tanto A es un conjunto acotado, y no vacio. Asi,
el axioma de completitud asegura la existencia de supremo e infimo.

e Opcion 1: Motivados por las funciones homograficas asociadas a las sucesiones anteriores, acompanandonos de sus
graficos, proponemos

1. mdx A = max{p1;i1} = p1 = a2 = 8/5.
Es claro que as € A. Resta probar que es una cota superior: a,, < ag para todo n € N.

8 2 6 8
pn_g<$2213§g¢>5(2n+6)S8(2n+3)<ﬁ>30724§16n710n@6§6n¢>1§n;

in < 8 & AT < 8 < 5(-2n+7)<8(2n+2) < 35— 16 < 16n+ 10n & —1 < 26n.
5 2n + 2 5
Observemos que en los pasos donde pasamos términos multiplicando, éstos eran positivos y no fue necesario invertir
el orden de la desigualdad. Tenemos entonces probado que 8/5 es el mdximo del conjunto A y entonces también
es el supremo.
2. inf A = min{lim,, p,;lim,, i,,} = min{-1;1} = -1

Andlogamente a lo hecho para el maximo, vamos a probar que —1 es cota inferior del conjunto: a,, > —1 para
todo n € N. Notemos que pj; es una sucesién de términos positivos, por lo cual p, > 0 > —1. Miremos entonces
la subsucesién de los términos impares:

inz—lﬁﬂ >l -2n+7>-2n+2) 7> -2
2n+ 2
Notemos que la desigualdad es estricta, por lo cual —1 no va a ser minimo. Para probar que si es infimo, falta ver
que es la mayor de las cotas inferiores. En efecto, si tomamos un ntimero real ¢ > —1 , del hecho que asp_1 — —1
se obtiene que existe ng tal que para todo n > ng, as,—1 € (—1;¢), entonces ¢ no puede ser cota inferior ya que

hay elementos del conjunto A que son mayores.

e Opcidén 2: Probemos que ambas subsucesiones son monétonas decrecientes:

2n + 6 S 2(n+1)+6

2n-+6)(2n+5) > (2n+8)(2n+3) > 4n?+22n+30 > 4n?+22n+24 & 30 > 24,
132 ama D) s T ZHOEnTD) 2 G +d) & dnT2n 450 2 dn7 2224 30 2

Pn 2 Pn+1 =

Andlogamente se prueba que i,, es decreciente. Entonces, si llamamos P = {p,, : n € N} e I = {i,, : n € N}, los primeros
elementos de las sucesiones son los maximos de los conjuntos:

max P = pq max I = 1.

Ademés son sucesiones acotadas, por ser convergentes. Luego, por el teorema de las sucesiones mondtonas, convergen
a sus respectivos infimos (y no son minimos). Es decir:

inf P=limp, =1 infI =1limi, = —1

Por tltimo , como A = P U I, tenemos que max A = max{méx P;max I} = p; = 8/5 e inf A = min{inf P;inf I} = —1.
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Ejercicio 2.

a) Usando el teorema del valor medio, probar que |sin(b) — sin(a)| < |b — a| para todo a,b € R.

Resolucion: Recordemos el TVM: Sea f : [a;b] — R continua y derivable en (a;b), entonces existe ¢ € (a;b) tal
que |f(b) = f(a)| = |f'(c)(b—a)| . En nuestro caso, tomamos f(z) = sin(z). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que

| sin(b) — sin(a)| < |cos(e)| |b—a| < |b— al.
——

<1

b) Probar por definicién que

lim sin # — sin % =0.
@y=01  \2>+(y—1) 2+ (y—1)

Resolucion: Dado un € > 0, buscamos un § > 0 tal que si ||(z,y — 1)|| < §, entonces la funcién es, en médulo, menor
que €. Para empezar a acotar, aprovechamos el item (a):

, x5y , 3 <
sin | ————= | —sin| —————
2+ (y— 1) 2?2+ y-12) 7

Como |z|, |y — 1] < ||(z,y — 1)]|, seguimos acotando:

5
3

[N

5 5
el —1] _ Jablly 1]
2+(y-12 @y - DIF

ﬂc%y T
P17 2+ (y- 1)

(*)

D@y =it
® < @y DIE

3/2.

=[x,y — 1)||? <53 <e,

donde este ultimo paso vale pidiendo § < ¢

Ejercicio 3. Sea f : R? — R la funcién definida por
" 7 .
flz,y) = Bgc‘lﬁ% si (@,y) # (0,0)
0 si (l‘, y) —

a) Hallar TODOS los n € N tales que f es continua en (0, 0).
Resolucion: f va a ser continua si lim, ) (0,0) f(2,%) = 0. Veamos cuando pasa esto:

0

N 7 9) 7 9 n_2
2 TRV (N e il T
3z + y| +22%y° 22296 9
~——

>0

sin > 2, ya que |y| tiende a 0 y todo lo otro estd acotado, atencién: esto vale siempre y cuando la = esté en el
numerador, por lo cual en la simplificacién anterior se puede hacer si n > 2. Concluyamos entonces que f es
continua para todo n > 2 terminando la cuenta anterior. Si tomamos § < 1, entonces

yl <ll@yll<l=-1<y<l=|y+2/<3

Finalmente entonces
ly +2l|="ly| _ 3"7%5 _ 3

2 en—1
> 5 —2(5 <e€

[f(z,y)| <

si elegimos 0 < min {1, (%e)ﬁ} Por lo tanto, hemos demostrado que f es continua para todo n > 2.
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Pero hasta ahora no probamos que f no sea continua para n = 1, es decir, simplemente la acotaciéon que hicimos no
prueba que el limite sea cero en el caso n = 1, pero tampoco lo contrario. Para probar que f no es continua si n = 1
hay que volver a la expresién original y encontrar una trayectoria por la cual el limite no sea 0. Elegimos justamente
la trayectoria que anula la expresién que acotamos en el primer paso: |3z + y| = 0 si y = —3a.

e i ek S
20 2223646 T 250 2236

Entonces, f es continua si y sélo si n > 2.

2 — 3x(37
o3el3t g

Hallar TODOS los n € N tales que f es diferenciable en (0,0).

Resolucion: Primero buscamos las derivadas parciales:

; —
8—£(QO)=}{%%=OVTLEN,
ajyc(o,o)z}lglowzovnew

Para que f sea diferenciable entonces, debe valer:

[f () = 10,0 =0z~ 0y _

lim
(@.4)—(0,0) [I(z, )l
Acotamos como en el item a):
<zl
n,,7 n,7 n—2 n—2
(y +2)z"y ((y +2)a"y"| |y +2[|z| ly| |y + 2||=|
2,6 = 2,6 S —0
(132 + y| +222y5)||(z, I | ~ [I(z, y)|[22%y 2[(z, y)ll 2
——

>0

si n > 3. Como hicimos para la continuidad, los otros valores de n hay que analizarlos aparte. Para n = 1, como f no
era continua , no va a ser derivable. Para n = 2, calculamos el lﬁg,%mite por la misma trayectoria: y = —3x.

_ 2| _ 7 _ 7
lm |2 — 3z||z|?| — 3] _ |2 — 3z|3

fm ———
=0 22236264/1022 z—0 2 36,/10

Entonces, f es diferenciable si y sélo si n > 3.

£0.

Ejercicio 4. Sea f : R — R una funcién derivable de la que se sabe que la ecuacién de la recta tangente al grafico de f
en el punto (—1, f(—1)) es y = 3, y en el punto (2, f(2)) es y = = — 2. Sea ademds, ¢ : R* — R una funcién diferenciable tal
que g(1+e®,—-2) =2y Vg(1 + 3 —2) = (3,1). Decidir si existe la ecuacién del plano tangente al grafico de la funcién

H(z,y) = g(z* + ef(w),xyef(y))

en el punto (—1,2, H(—1,2)) y, en caso afirmativo, dar dicha ecuacidn.
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Resolucion: H va a admitir plano tangente si y sélo si es diferenciable y esto es cierto pues es composicién de funciones
diferenciables. Ademads, el plano tiene ecuacion:
z=H(-1,2)+ VH(-1,2) - (z + 1,y — 2).

Para buscar las derivadas parciales de H aplicamos la regla de la cadena, para H = goF, siendo F(x,y) = (22 +e/®) zyef/¥)),
ambas funciones diferenciables.

T ef(w) /l'
VH(z,y) = Vg(F(z,y)) - < ? +yef(y)f( : a:ef(y)(l(-)i-yfl(y)) )

Para evaluar en (z,y) = (—1,2) necesitamos los valores de f y f’ en —1 y 2. Estos datos los conseguimos de las hipdtesis
sobre las rectas tangentes de f: f(—1) =3, f(2) =0, f'(—-1) =0y f'(2) = 1. Reemplazando tenemos:

VH(_LQ) = Vg(l +63,—2)' ( 2€_f%2) 7ef(2)(10+2f/(2)) ) = (371> : ( _22 93 ) = (_4’_3)'

Entonces la ecuacién del plano tangente es: z =2 —4(z + 1) — 3(y — 2).



