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2do Parcial (08/07/2014)

1. Sea A =

(
1 2
−1 1

)
. Sea f : R2×2 → R2×2 definida por f(X) = A.X − Xt.At. Probar que f es

diagonalizable y hallar una base B de R2×2 para la cual [f ]B es diagonal.

2. Sea n ∈ N y sea A ∈ Kn×n una matriz de rango 1.

(a) Probar que el polinomio caracteŕıstico de A es XA = (λ− tr(A))λn−1, y deducir que
det(Idn −A) = 1− tr(A).

(b) Determinar todas las formas de Jordan posibles de A según el valor de tr(A).

3. Se considera Cm×n con el producto interno ⟨A,B⟩ = tr(AB∗).

(a) Sea A = UΣV ∗ ∈ Cm×n la descomposición en valores singulares de A, con valores singulares
no nulos σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0. Probar que ∥A∥2 =

∑r
i=1 σ

2
i .

(b) Para 1 ≤ k ≤ r, sea Σk la matriz diagonal igual a Σ pero donde se reemplazaron σk+1, . . . , σr

por 0, y sea Ak = UΣkV
∗. Probar que rg(Ak) = k y que dist(A,Ak) =

√
σ2
k+1 + · · ·+ σ2

r .

(Comentario: Ak es la matriz de rango menor o igual a k que está a distancia mı́nima de A.)

4. (a) Determinar, en alguna base B de R3, una (la) simetŕıa f en R3 que satisface f(1, 1, 0) =
(0,−1,−1).

(b) Probar que si g es una rotación en R3 cuyo eje es el subespacio generado por (1, 0,−1), entonces
f ◦ g es una simetŕıa en R3.

5. Sea n ∈ N y sea A ∈ Cn×n con minimal mA = (λ + 1)rλ, para algún r ≤ n. Probar que A2 es
semejante a −A.

Justificar todas las respuestas


