Numeros naturales, principio de induccion

1. Conjuntos inductivos.

Denotaremos por IN al conjunto de ntimeros naturales, IN = {1,2,3,4,5,6,...}, cuyos
elementos son suma de un nimero finito de unos. Recordemos que IN es cerrado para la
suma y el producto (la suma y el producto de niimeros naturales son ntimeros naturales),
pero no lo es para la resta o la divisién (4 —9 ¢ Ny £ ¢ IN).

Diremos que un subconjunto S de IR es inductivo si se satisfacen:

i)yleS

i)keS=k+1€cS

Ejemplos.

i) R, IR~¢ y IR>; son inductivos.

ii) R<5 no es inductivo pues satisface i) pero no satisface ii)

iii) @ no es inductivo pues satisface ii) pero no satisface 1)

iv) S = {z € IR /22 < 3} no es inductivo pues no satisface ii): v/2 € S pero vV2+1¢ S

v) IN es inductivo.

Ejercicio. ;Cuales de los siguientes conjuntos son inductivos?
a)Si={zreR/z<3o0z>1}

b) So ={z € R/62% — 2x + 2 > 4}

c) Sg—{:UE]R/ —x €Sy}

d) Sy =IN— {11}

)56—{aEZ/a> -3}

Notemos que si S C IR es un conjunto inductivo entonces 1 € S por i). Pero esto implica
que 2 € S por ii) y luego 3 € S nuevamente por ii), etc. Luego, IN C S. Por lo tanto,
IN es un conjunto inductivo que estd contenido en todos los conjuntos inductivos. Si
consideramos el orden en los conjuntos dado por C, esto puede resumirse en la forma: IN
es un conjunto inductivo que es menor que todo otro conjunto inductivo.

Supongamos ahora que H es un subconjunto de IR que tiene esta propiedad, es decir, H es
inductivo y H esta contenido en todos los conjuntos inductivos. Entonces debe ser H = IN
(;porque?) y esto significa que IN es el tinico conjunto inductivo que estd contenido en
todos los conjuntos inductivos. Si quisiéramos dar una definicion rigurosa del conjunto de
numeros naturales podriamos definirlo como el inico conjunto inductivo que esta contenido
en todos los conjuntos inductivos, es decir, la intersecciéon de todos los subconjuntos de IR
que son inductivos.
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Observacion. De lo anterior se deduce que si H es un subconjunto de IN que satisface
i)le H

i)ke H=k+1€H

entonces H = IN.

2. Principio de induccion.

Sea P(n) una funcién proposicional predicable sobre IN. Si valen
1) P(1) es verdadera

2) P(k) = P(k+1), paratodok e N

entonces P(n) es verdadera para todo n € IN.

Demostracion: Sea H = {h € IN/ P(h) es verdadera}. Entonces H es un subconjunto de
IN que satisface

i)le H

ii)ke H=k+1€H

Luego, por la observacién anterior, H = IN y por lo tanto P(n) es verdadera para todo
n€IN. o

Resumiendo, el principio de induccién dice que para probar que P(n) es verdadera para
todo n € IN alcanza con probar que valen 1) y 2).

Ejemplos.
a) P(n) : n+3 > n+ 7 satisface 2) pues k+3 > k+7=k+1+3 > k+ 1+ 7 pero sin

embargo P(n) no es verdadera para todo n € IN. Lo que sucede en este caso es que P(1)
es falsa. Esto muestra que es necesario probar que P(1) es verdadera.

b) P(n): n <7 satisface 1) pero sin embargo P(n) no es verdadera para todo n € IN. Lo
que sucede es que no se satisface 2) pues P(7) no implica P(8) ya que P(7) es verdadera
y P(8) es falsa. Esto muestra que es necesario probar que P(k) = P(k + 1).

c) P(n): 5™ > 2" 4 3™ Veamos que en este caso valen 1) y 2) y por lo tanto P(n) es
verdadera Vn € IN. Es claro que P(1) : 5 > 243 es verdadera. Sea k € IN. Veamos ahora
que P(k) = P(k + 1), es decir, 5* > 2F + 3k — 5r+1 > ok+1 4 gh+1

Supongamos que 5% > 2F 4 3F (esta es la hipdtesis inductiva a la que abreviaremos con
HI). Debemos probar que 581 > 2F+1 4 3k+1

5kl —55% > 5 (2843 ) =52F453F > 228453k > 29k 4 3.3k = okl gkl
por HI 5>2 5>3

Luego, 5™ > 2" 4+ 3" Vn € IN.

d) P(n) : n® > n* Si bien puede demostrarse que P(n) es verdadera Vn € IN utilizando

el principio de induccién, notemos que la siguiente demostracion es mucho més corta y
sencilla: dado n € IN
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5
n
n52n4<:>—421<:>n21
n
Como n > 1 pues n € IN entonces n® > n*.
Moraleja: El principio de induccién es una herramienta ttil pero no siempre es la manera
mas conveniente de demostrar que P(n) es verdadera Vn € IN.

e) Sea (an)nen la sucesién de nimeros reales definida inductivamente en la forma
a; = 3, ap+1 = 2a, (n € NN)

Calculemos algunos valores de a,: a1 = 3, as = 2a; = 2.3, az = 2ay = 2.2.3 = 22.3,
as = 2a3 = 2.22.3 = 23.3, ... Al parecer vale que a,, = 3.2""! ¥n € IN. Probemos esto
utilizando el principio de induccién para la funcién proposicional P(n) : a, = 3.2"~!
Es claro que P(1): a; = 3.2° es verdadera ya que a; = 3.
Sea h € IN. Veamos que P(h) = P(h + 1), es decir, a, = 3.2""! = a1 = 3.2". La
hipétesis inductiva es

ap = 3.2"1

y debemos probar que a1 = 3.2". Por definicién de la sucesién, apq = 2a;. Ahora,
usando esto y la hipétesis inductiva se tiene que

a1 = 2a, = 2.3.2"71 =322 = 3.9h

como queriamos probar. Luego, a, = 3.2" ! ¥n € IN.

1
£) Pn): 14243844+ 4n= "D
2
1(1+1)
Probemos que P(n) es verdadera Vn € IN. Es claro que P(1): 1 = — s verdadera.

Dado n € IN, veamos que P(n) = P(n + 1), es decir,

nin+1 n+1)(n+2
1+2+3+---+n:¥:>1+2+3+---+n+(n+1):( )2( )
En este caso la hipotesis inductiva es
1
1+2+3+~~+n:—n(”z+ )

y debemos probar que 14+2+43+---4+n+(n+1) =

inductiva vemos que

. Utilizando la hipotesis

(n+1)(n+2)
2

1 F (1) = n(n+1)—2|—2(n+1) _ (n+1)2(n+2)

142434 -4+n+(n+1) =

como queriamos demostrar.
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Ejercicio. Consideremos la funcién proposicional P(n) : si un conjunto de n seres vivos
contiene un conejo entonces todos sus elementos son conejos.

“Demostraremos” por induccién que P(n) es verdadera Vn € IN, el suefio de todo mago:
convertir a toda la audiencia en conejos con sélo sacar un conejo de la galera. Si Ud. no
quiere ser convertido en conejo, encuentre el error.

Es claro que P(1) es verdadera. Probemos que P(n) = P(n+ 1).

HI) si un conjunto de n seres vivos contiene un conejo entonces todos sus elementos son
CONejos.

Debemos probar que si A es un conjunto de n + 1 seres vivos que contienen un conejo en-
tonces todos los elementos de A son conejos. Sea A = {x1, 22, ..., %y, Tyi1} un conjunto de
n+ 1 seres vivos donde z; es un conejo. Luego, el conjunto {z1,zs,...,z,} es un conjunto
de n seres vivos que contiene un conejo y por lo tanto, por HI, x1, x9, ..., z, son conejos.
Ahora, el conjunto {x3,x3,...,Tn, Ty11} €s un conjunto de n seres vivos y sabemos por
lo que probamos recién que x2 es un conejo. Luego, usando nuevamente la HI resulta
que T3, 3, ..., Ty, Tyt1 son conejos. Hemos probado entonces que x1,x2,. .., Ty, Tpi1 son
todos conejos.

Sumatoria. Sea (a,)nen una sucesiéon de nimeros reales. Definimos la sumatoria desde
n

1 =1 hasta n de a;, a la que denotaremos por Z a;, inductivamente en la forma
i=1
1 n+1 n
Zai:al, Zm:Zai + ap41 (nE]N)
i=1 i=1 i=1

Calculemos algunos valores de esta sumatoria:

1 2 1 3 2
E a; = ay, E a; = E a; +as = ay + as, E a; = E a; +asz =a; +az +as, ...
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n
En general, E a; es una manera de escribir la suma a1 +as + - - - 4+ a,, evitando los puntos
i=1
Suspensivos.

Ejemplos. 1) Tomando a; = i para todo i resulta que Zz =14+243+---+n.
i=1

2) Tomando a; = (1 + )? se tiene que Z(l +i)2 =22 432442+ ... + (n+1)?

=1
n

3) Tomando a; = 1 se tiene que Z 1=14+1+41+---41 (n sumandos), es decir, Z l=n
=1 =1
n+1 n
Ejercicio. i) ; Es cierto que Z(n +141i)= Z(n +1i) +2(n+1)? (Sisu respuesta es si
i=1 i=1
mejor piénselo un rato mas).
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2n+1 2n

i) ¢Es clerto que » (3i—1)=>» (3i—1) +32" — 17

i=1 i=1
Propiedades de la sumatoria. Sean (a,)neN ¥V (bn)neN Sucesiones de nimeros reales
y sea ¢ € IR. Entonces valen

1)) (a; +b;) ZaH—Zb
i=1

2)20(1@ =c. Zaz
=1

Ejercicio. Demostrar las propiedades de la sumatoria utilizando el principio de induccion.

- n(n+1)
Ejemplo. Antes probamos que Zz =—5
i=1

Calcularemos el valor de otras sumatorias, utilizando esto y las propiedades de la sumatoria:

ZQ@+3 E 2z+23—222+321_2 n+1)+3n_n L
=1
;n—Fz Zn+22_n E 1—|—E i =n.n-+ n2+1):3n22+n

Si ag, a1, as, ... es una sucesion de nimeros reales, definimos
n n
E a; = ag + E a;
i=0 i=1
y, si k es un numero natural mayor que 1 y menor o igual que n, definimos
n n k—1
E a; = E a; — E a;
i=k i=1 i=1

Notar que si k£ es un ntimero natural mayor que 1 y menor que n entonces

n k n
E a; = E a; -+ E a;
=1 =1

i=k+1

Ejemplo. Calculemos Z 27.
j=7

n n 6 n 6

1) _6(6+1
szZsz—ZQj:zZj—zszQ"(”; ) o8 ; ) 212
=7 Jj=1 J=1 J=1 J=1
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Cambio de indices. Dejamos como ejercicio al lector convencerse de que

n—1 n—1 n n+3
IEDSIRRIES NI SEE T ot
j=0 i=0 i=1
n+1 n+2 n+1 2n+2
. Es cierto que Z(n +1+4+14) = Z(n + )7 (Es cierto que Z (n+1+4+1d)= Z i?
i—1 i=2 =1 1=n+2

2n

23n 22n—|—1 22n 2n—|—1
Ejemplo dificil. Probaremos por inducciéon que Z i(i+1) = i i +

3
para todo n € IN, utilizando las propiedades de la sumatoria y un cambio de indices.
2
23 423 422 4 22
Dejamos como ejercicio verificar que P(1) Z i(i+1) = + —:: + es verdadera.
i=1

2n 93n 4 92n+1 4 92n 4 gn+l

HI) ) Ci(i+1) = ;

i=1
2n+1
93(n+1) 4 92(n+1)+1 4 92(n+1) 4 9(n+1)+1
Debemos probar que Z i(i+1) = ha ;_ ha , es decir que
i=1
2n+1

23n+3 4 22n+3 € 22n+2 4 2n+2

D i(i41) = ;

=1

All4 vamos...

gn+i 2.2m 2n 42" 2m 2n 42"
i+ =) d(i+1)= Y di(i+1)=> i(i+1)+ Y i(i+1)=
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1+42n

haciendo el cambio de indices j = ¢ — 2", es decir, ¢ = j 4 2"
2m 2m

i+ +> (G+2MG+1+2") =
i=1 j=1
2" 2n
i+ 1)+ Y [+ 1) +5.2" + (j+1).2" +2m.2"] =
1 =1
2m 2m
i+ 1)+ [+ 1) 442" +5.2" + 2" + 272" =
1 j=1

2m 2m
=D i+ 1)+ ) [ +1)+25.2" +2" 22 =

: =
-
=D i+ 1)+ ) [ +1) 2" 2m 422 =

: e

I
MM

i

I
(]

%

I
S

&
I
_
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usando las propiedades de sumatoria

2" 2" 2m 2m
=D+ + Y G2y Y (@2r 427 =
=1 j=1 j=1 j=1

2m 2m 2m
=2 ) i+ 1) +2" ) i@ 422 1=
i=1 j=1 j=1

m m
o . . m(m+1)
usando la hipétesis inductiva y usando que E 1 j=——75 ¥ E 1 1l=m
j= j=

2371 22n—|—1 2271 2n—|—1 gn(gn 1
o2 & ;r i G 2+ )+(2”+22”).2n:
23n+1 22n+2 22n+1 2n+2
= + ; + 42727 (2" 1) + 227 423" =
_ 2T A 2 22T 4 2R e L gon y g2n | gdn _
3
23n+1 22n+2 22n+1 2n—|—2
= - ; i +2.2%" 4227 =
_ 23nFl 4 92n+2 4 g2ntl 4 gn+2 | 93ntl 4 g2ntl _
3
23n+1 + 22n+2 + 22n+1 + 2n—|—2 + 3.23n—|—1 + 3_22n—|—1
pu— 3 pr—
4‘23n—|—1 +22n+2 _}_4‘22714—1 +2n+2
— 3 —
_ 23n—|—3 + 22n+2 + 22n—|—3 4 2n—|—2
B 3

como queriamos probar.
2n
Ejercicio. Probar que Zz(z +1) =
i=1

23n + 22n+1 + 22n + 2n—|—1

3 para todo n € IN, de la

siguiente manera:

(n+1)(2n+1)

5 VnelN

n

i) Probar por induccién que Ziz ==
i=1

(n+1)(n+2)
3

ii) Probar que Zz(z +1) = n
i=1

usando i) y las propiedades de la sumatoria.

27L
iii) Deducir de ii) que Y i(i+1) =

=1

23n + 22n+1 + 22n + 2n+1
3
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Productoria. Sea (a,)npen una sucesiéon de nimeros reales. Definimos la productoria
n

desde i = 1 hasta n de a;, a la que denotaremos por H a;, inductivamente en la forma
i=1

1 n+1 n
Haizal, Hai: Hai anty1 (n € IN)
Esta es una manera de escribir el producto a;.as..... a, evitando los puntos suspensivos.

3. Niumeros combinatorios.

Dado n € INy (donde INy denota el conjunto IN U {0}) definimos el factorial de n como

1 sin=20

n! = n
Hi sineclN
=1

Ejemplos. i) 1! =1,2!=2,31=6
i) 71 = 1.2.3.4.5.6.7 = 5040
iii) (n +1)! = n!l(n+ 1) para todo n € IN,

Dados n, k € INg, 0 < k < n, definimos el numero combinatorio n,k como
n —_—

L) =

n n! n !

Ej los. i =—=1 ===
jemplos. i) (o) ot — Y (n) 10!

T

i) 7N 7 1234567 -
3/ 314 1231234

n!
E!'(n —k)!
|
oy

Proposicion. Sean n, k € INy. Entonces valen

n n
1)si0 <k < t =
i) si 0 < k < n entonces (k) (n—k)

i n+1 n n
< k< =
ii) si 1 < k < n entonces ( . > (k) + <k: - 1>

Demostracion: 1) ejercicio.
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ii) Se tiene que

(Z)*(ki1):ku;iky+(k_nu;i(h_nﬂ:

n! n!
B R CE I ES
(n—k+1)n! kn!
T M k4D Rm—kt+D)
_(n—k+Dnl+kn!  (n+1)n!
 K(n—k+1)!  kK(n—k+1)
(n+1)! _(n—{—l)D
E'(n —k+1)! k

Triangulo de Tartaglia. Consideremos el siguiente ”tridngulo”

(o) (1) () () (2) )
Entonces podemos calcular los niimeros combinatorios comenzando por la primera fila,
luego la segunda, luego la tercera, etc. de la siguiente manera: si hemos calculado los
numeros combinatorios de una fila, para calcular los de la siguiente basta usar que en cada
extremo debe haber un 1 pues (8) =1y (Z) = 1 para todo n y que, por la parte ii) de la
proposicién anterior cada uno de los nimeros combinatorios que queremos calcular es la
suma de los dos nimeros que estan inmediatamente a la izquierda y a la derecha de él en

la fila anterior. Asi obtenemos

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5) 10 10 5 1

Notemos que por i) de la proposicidn, el tridngulo es simétrico respecto del eje vertical.

Ejercicio. Sea n € INy. Probar que, para todo k € INg tal que 0 < k£ < n, el numero
combinatorio (Z) es un numero natural.

Ayudita: Sea P(n) : Yk € INg tal que 0 < k < n el niimero combinatorio (Z) es un nimero

natural.
Pruebe que P(n) es verdadera para todo n € IN usando el principio de induccién.
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n

Binomio de Newton. Sean a,b € IR Entonces, Vn € IN, (a + b)" = Z (Z) akpnk

k=0
Demostracion: Dejamos como ejercicio verificar que vale para n = 1, es decir, que
1

(a+b)t=>" (;) akpt=F

k=0

Probemos que P(n) = P(n + 1). La hipotesis inductiva es: (a 4+ b)" = (Z) akpnk
k=0

n+1
1
Debemos probar que (a + b)“Jr1 = Z < Z )akb"“_k. Usando la hipdtesis inductiva se
k=0
tiene que

(a+b)"* = (a+b)(a+b)" = (a+b) Y (Z) akpn—k =
k=0

=a i (Z) a"onk 4+ b i (Z)akb"_k =

n

— (n k+1lin—Fk N\ kintl—k _

=> (k) bk 4 Z (k)a b -

_ (Z) ak+1bn7kz + anJrl + anrl + Z (Z) akanrlfk: _
k k=1

haciendo el cambio de indices j = k + 1 en la primera suma

_ Z (] " 1) @i pn 1= 4 gl opntl Z (Z) akprl-k —

Jj=1 k=1

n+1 bn+1+ Z< ) kbn+1 k + Z( ) kbn+1—k:
-1

s S ) (e

usando ii) de la proposicién

" /n+1
_ an—i—l + bn—|—1 + Z ( )akbn—l—l—k _
k=1 k

como queriamos probar. o

10
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Ejemplos.

3

R S L I g (g

= b3 + 3ab® + 3a°b + @

+ <5> a*b! + (2) a’b® = b + 5ab* + 10a%b® + 10a3b? + 5a*b + a°

w
~

2 = (1+1)" = i (TZ‘) 18—t = i (?)

=0 i=0

4. Principio de induccién “corrido”.

Sea P(n) una funcién proposicional predicable sobre IN y sea ng € IN. Si se verifican:

i) P(ng) es verdadera
ii) P(k) = P(k+1), paratodo k€ IN tal que k > ng

Entonces P(n) es verdadera Vn € IN tal que n > ng

Dejamos la demostracién como ejercicio. Notar que basta probar que P(m — 1+ ng) es
verdadera para todo m € IN.

Ejemplo. Probaremos que 2" > (n + 1)? para todo n € IN tal que n > 6.

i) P(6) es verdadera pues 26 = 64 > 49 = (6 + 1)?
ii) Sea k& € IN tal que & > 6 y supongamos que 2¢ > (k + 1)2. Vamos a probar que
2k > (k4 2)2.

oftl — 99k > 9k +1)2
por HI
Luego basta demostrar que 2(k + 1)2 > (k + 2)2. Hagamos eso:
2(k+1)% > (k+2)? <= 2(k*+2k+1) > k* +4k+4 <= 2k* +4k+2 > k*+4k+4 <= k* > 2

y k% > 2 pues k > 6. Luego hemos probado que 2" > (n+1)? Vn € IN tal que n > 6.

11
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5. Principio de buena ordenacion.
Diremos que un subconjunto S de IR posee un primer elemento si s € S tal que s < x
Vx € S. En tal caso diremos que s es el primer elemento de S.

Diremos que un subconjunto H de IR es bien ordenado si todo suconjunto no vacio de H
posee un primer elemento.

Ejemplos. i) H = {1,v/2, -5, %} es bien ordenado.

ii) H={+ /n € N} U{0} no es bien ordenado pues el subconjunto no vacio {+ /n € IN}
no posee un primer elemento.

Ejercicio. S ={z € R/z > 2}

i) Mostrar que S posee un primer elemento
ii) Probar que S no es bien ordenado.

Teorema. (Principio de buena ordenacién) El conjunto IN es bien ordenado.
Demostracion: Consideremos la funcién proposicional
P(n):Si HCINyn e H entonces H posee un primer elemento

Probaremos que P(n) es verdadera Vn € IN usando el principio de induccién. Veamos
primero que P(1) es verdadera:

P(1):Si HCINy1le€ H entonces H posee un primer elemento
Sea H un subconjunto de IN tal que 1 € H. Debemos ver que H posee un primer elemento,
es decir, que dh € H tal que h < x Vx € H. Tomando h =1 € H se tiene que 1 < x para
todo x € H pues H C IN. Luego, 1 es el primer elemento de H.

HI) Si K CIN y n € K entonces K posee un primer elemento

Sea H un subconjunto de IN tal que n + 1 € H. Debemos probar que H posee un primer
elemento.

Primer caso: n € H. En este caso H posee un primer elemento por HI.

Segqundo caso: n ¢ H. Sea K = HU{n}. Entonces K posee un primer elemento k por HI,
es decir, existe k € K tal que k < z Vx € K. En particular, como H C K, k< x Vx € H.
Sik # nentonces k € Hy k <z Vr e H de donde k es el primer elemento de H. Y si, en
cambio, k = n, entonces n < x Vx € H y, como n ¢ H resulta que n < x Vx € H. Pero
esto implica que n+1 <z Vxr € H pues H CIN. Luego,n+1€ Hyn+1<azxVre H,
es decir, n + 1 es el primer elemento de H.

Luego P(n) es verdadera para todo n € IN. Veamos ahora que IN es bien ordenado.
Debemos probar que todo subconjunto no vacio de IN posee un primer elemento. Sea H
un subconjunto no vacio de IN y sea h € H (h existe pues H # (). Como h € IN pues
H C IN, entonces P(h) es verdadera y por lo tanto H posee un primer elemento. o

12
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6. Principio de induccién global.

Sea P(n) una funcién proposicional predicable sobre IN. Si se verifican:

i) P(1) es verdadera
ii) Para todo n € IN vale: si P(k) es verdadera Yk € IN tal que k < n entonces P(n + 1)
es verdadera

Entonces P(n) es verdadera Vn € IN.

Demostracion: Sea H = {n € IN/ P(n) es falsa}. Queremos ver que H = (). Supongamos
que no, entonces H es un subconjunto no vacio de IN. Luego, por el principio de buena
ordenacion, existe h € H tal que h < x para todo x € H. Como h € H entonces h € IN y
P(h) es falsa. Luego h # 1 por i) de donde h > 1y por lo tanto n = h — 1 € IN. Ademés,
si k es un nuimero natural menor o igual que n entonces k <n=h—1 < h y como h es el
primer elemento de H resulta que k ¢ H de donde P(k) es verdadera.

Luego, n es un nimero natural y P(k) es verdadera Yk € IN tal que £k < n. Por lo
tanto, usando ii) resulta que P(n + 1) es verdadera. Pero esto es una contradiccién pues
P(n+1) = P(h) es falsa. o

Ejemplos. 1) Sea (a,)nen la sucesién de nimeros reales definida por
a1 =3, a3=06, apy1 =20, —an_1+2""1 (n>2)

Probaremos, usando el principio de induccién global, que a,, = n + 2™ para todo n € IN:

P1): a1 =1+ 2! es verdadera pues a; = 3

Veamos ahora el paso inductivo: sea n € IN y supongamos que P(k) es verdadera Vk € IN
tal que k < n, es decir, que a = k + 2* Vk € IN tal que k < n. Debemos probar que
Qpy1 =n+ 1427+

Primer caso: n = 1. En este caso a,41 =as =6 =2+ 22 =n + 1+ 2"*!

Sequndo caso: n > 2. En este caso a,y1 = 2a, — ap—1 + 2" L. Luego, como n > 2, ny
n—1 son numeros naturales menores o iguales que n y por lo tanto, por hipdtesis inductiva,
an =n+2"y an_1 =n—1+2""1. Luego,

Unp1 = 20p —Qp_1 +2"" 1 =2(n+2") —(n—1+2" H 42"t =n 142"

2) Sea F': IN = IN la funcién definida por

(F (%) -1)? si n es par
F(1) =11, y paran >2 F(n)=
n—1+5F(n—2) sin esimpar

Probaremos que F(n) > 9+ 2" para todo n € IN usando el principio de induccién global.
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Antes de comenzar la demostracion, calculemos algunos valores de F'(n):

F(l)=11, F(2) = (F(1)-7)>=16, F(3) =3 —-1+5F(3—2) =2+ 5F(1) = 57,
F4)=(F(2)-7%=81, F(5)=5—1+5F(5—2) =4+ 5F(3) = 289

Ahora veamos que F(n) > 9 + 2" para todo n € IN: P(1) : F(1) > 9 + 2! es verdadera
pues F'(1) = 11. Sea n € IN y supongamos que P(k) es verdadera Vk € IN tal que k < n,
es decir, F(k) > 9+ 2% Vk € IN tal que & < n. Debemos probar que P(n+1) es verdadera,
es decir, que F(n+1) > 9+ 27+,
Como n € IN entonces n+ 1 > 2 y por lo tanto

(F(2) —7)2 sin+1es par

F(n+1)=
n+5F(n—1) sin+1esimpar

Primer caso: n+ 1 es par. En este caso F(n+1) = (F(2H) —7)? y como n + 1 es par

entonces ”T“ eNy ”T“ < n. Luego, por HI, F(”TJr1 > 9+ 2”3 . Por lo tanto
+1

F(n+1)= (F(2L) =72 > (942" —7)2 = (242" )2 =4+4+4.2" 4271 > 94 ontl
ya que 2" > 2 pues "TH € IN.
Segundo caso: n+ 1 es impar. En este caso, comon € IN y n+1 es impar,n+1> 3 y es

impar. Luego F(n+ 1) =n+5F(n—1). Comon+1 > 3 entoncesn—1€ Nyn—1<n.
Luego, por HI, F(n —1) >9+2""! y n > 2 de donde

Fin+1)=n+5F(n—1)>n+509+2"1 >2+454+52" 1 >9 442" 1 =92t

3) EI 1/6/2000 se colocaron 2 bacterias en un recipiente. Cada bacteria tiene 4 hijos el
30/1 de cada afio y muere al dfa siguiente de su tercera reproduccién. Sea a,, (n > 0) la
cantidad de bacterias que hay en el recipiente en diciembre del anio 2000 + n. Trataremos
de ver cuanto vale a,,.

En diciembre del ano 2000 las bacterias que hay en el recipiente son las 2 que se colocaron
en junio, luego ag = 2. A fines del ano 2001 las bacterias que hay en el recipiente son las 2
que se colocaron originalmente mas los 4 hijos de cada una de ellas que nacieron en enero
de 2001, luego a; = 2+ 4.2 = 10.

En diciembre del ano 2002 las bacterias que hay en el recipiente son las 10 que habia a
fines del 2001 mas los 4 hijos de cada una de ellas que nacieron en enero de 2002, luego
as = 104 4.10 = 50.

En diciembre del ano 2003 las bacterias que hay en el recipiente son las 50 que habia a
fines del 2002 mas los 4 hijos de cada una de ellas que nacieron en enero de 2003 menos las
2 que murieron el 31/1 después de su tercera reproduccién, luego ag = 50+4.50 — 2 = 248.
En diciembre del ano 2004 las bacterias que hay en el recipiente son las que habia a fines
del 2003 mas los 4 hijos de cada una de ellas que nacieron en enero de 2004 menos las

14



ALGEBRA I Numeros naturales
que murieron el 31/1 después de su tercera reproduccién. Las bacterias que murieron el
31/1/2004 son aquellas que nacieron el 30/1/ 2001, es decir, los 4 hijos que tuvieron ese ano
cada una de las bacterias que habia en diciembre de 2000. Luego ay = 248 + 4.248 — 4.2.
En diciembre del ano 2005 las bacterias que hay en el recipiente son las que habia a fines
del 2004 mas los 4 hijos de cada una de ellas que nacieron en enero de 2005 menos las
que murieron el 31/1 después de su tercera reproduccién. Las bacterias que murieron el
31/1/2005 son aquellas que nacieron el 30/1/ 2002, es decir, los 4 hijos que tuvieron ese
ano cada una de las bacterias que habia en diciembre de 2001. Luego as = a4 + 4a4 —4a;.
En general, para n > 4, las bacterias que hay en el recipiente en diciembre de 2000 4 n son
las que habia a fines del 2000 + n — 1 mas los 4 hijos de cada una de ellas que nacieron en
enero de 2000 + n menos las que murieron el 31/1 después de su tercera reproduccion. Las
bacterias que murieron el 31/1/2000 4+ n son aquellas que nacieron el 30/1/ 2000 + n — 3,
es decir, los 4 hijos que tuvieron ese ano cada una de las bacterias que habia en diciembre
de 2000 + n — 4. Luego a, = ap_1 +4ap_1 —4ay_4 = 50y_1 — 40y _4.

Luego se tiene que

ap =2, a1 =10, as =50, ag =248 y, paran > 4, a, = dap_1 — 4ay,_4

Probaremos que:

i) a, > a,—1 para todo n € IN (cada ano el recipiente contiene més bacterias de las que
habia el ano anterior)

ii) anio > 4a,_1 para todo n € IN (cada tres anos la cantidad de bacterias al menos se
cuadruplica)

iii) a,, > n.3""! para todo n > 3 (la cantidad de bacterias en el recipiente después de
varios anos es enorme...)

Probemos i). P(n) : a, > an_1

Es obvio que P(1) : a1 > ag es verdadera pues a; = 10y ag = 2. Sean € IN y supongamos
que P(k) es verdadera Vk € IN tal que k < n, es decir, que a; > arp_1 Vk € IN tal que
k < n. Debemos probar que a,t1 > a,.

Sin = 1 entonces a,+1 = 50 > 10 = a; = a,, sin = 2 entonces a,+1 = 248 > 50 = ay = a,
y si n > 3 entonces n + 1 > 4 y por lo tanto

Up+1 = Day — 4ap_3 = ap +4(an — ap—3) > a,

pues por hipotesis inductiva para k =n, k=n—1yk=n—2, a, > apn_1, Gp_1 > Gp_29
Y Gpn_o > a,_3 de donde se deduce que a, — a,_3 > 0.

Luego, P(n) es verdadera para todo n € IN.

Ahora probemos ii). P(n): apy2 > 4a,-1

P(1) : as > 4ag es verdadera pues ag = 248 y ag = 2.
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Sea n € IN y supongamos que P(n) es verdadera, es decir, que a,12 > 4a,_1. Debemos
probar que a,+3 > 4a,.
Como n + 3 > 4 pues n € IN entonces

Gn+t3 = Dapto —4an_1 = 4anyo + apio — 4an—1 > 4ap19 > 4ay,

pues an42 — 4a,—1 > 0 por hipétesis inductiva y a2 > an41 > a, por i). Luego P(n) es
verdadera para todo n € IN.

Finalmente probemos iii). Queremos ver que a, > n.3""! para todo n > 3. Esto es lo
mismo que probar que P(n) : ani2 > (n + 2).3""3 es verdadera para todo n € IN

P(1) : az > 3.3* es verdadera pues a3z = 248 y 3.3 = 3.81 = 243

Sea n € IN y supongamos que P(n) es verdadera, es decir, que a,12 > (n + 2).3"73.
Debemos probar que a,43 > (n + 3).37+4,

Como n + 3 > 4 pues n € IN entonces

Ung3 = Dlpio — 4an_1 = dapio + (Qpyo — dap_1) > a0 > 4(n +2).3"F3

ya que anio — 4a,_1 > 0 por i) y anie > (n+ 2).3"3 por hipétesis inductiva. Ademas,
como 4n + 8 > 3n + 9 pues n € IN entonces

4(n 4 2).3""3 = (4n + 8).3" T3 > (3n + 9).3" ™3 = 3(n + 3)3""3 = (n 4 3)3"™

Por lo tanto a,;3 > (n + 3)3"** como querfamos probar. Luego, P(n) es verdadera para
todo n € IN.

La sucesion de Fibonacci. Supongamos que cada pareja de conejos procrea otra pareja
de conejos una vez al mes a partir de su segundo mes de vida. Si se adquiere una pareja
de conejos recién nacidos en el mes 0 y nunca ninguno muere, ;cuantas parejas de conejos
habra en el mes n?

Sea a, la cantidad de parejas de conejos que hay en el mes n. Entonces ag = 1, a1 = 1,
as = 2 (la pareja que habia en el mes 1, que ahora tiene 2 meses de vida, més sus hijos),
as = 2+ 1 = 3 (las dos parejas que habia el mes 2 méas los hijos de las parejas que en
el mes 3 tienen al menos 2 meses de vida, que son los conejos que habia en el mes 1),
ay = 3+ 2 =5 (las 3 parejas que habia el mes 3 més los hijos de las parejas que en el mes
4 tienen al menos 2 meses de vida, que son los conejos que habia en el mes 2).

En general, en el mes n + 1 la cantidad de conejos serd a,+1 = a, + a,—1 (las a,, parejas
que habia el mes n mas los hijos de las parejas que en el mes n+ 1 tienen al menos 2 meses
de vida, que son los conejos que habia en el mes n — 1). Luego, a,, queda definida por

ap=1, a1 =1, apy1 =ap +an—1 (n € N)

n+1 n+1
1 1 5) 1—+5
Ejercicio. Probar que a,, = 7 ( +2\/_) - ( 2\/_> Vn e INU{0}
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