Modelo Lineal

En regresion lineal interesa establecer la relacion entre una variable dependiente
Y y otras p variables: X1, ..., X,. Esta metodologia es ampliamente usada en
problemas de economia, de la industria y de ciencias en general. Por ejemplo:

e en mujeres de 8 a 25 anos se desea relacionar la edad y la cantidad de
esteroides presentes en plasma.

e dadas las evaluaciones de mitad y de fin de ano de alumnos que participan
en un estudio de rendimiento, se quiere relacionar la performance de los
alumnos en los dos examenes. El objetivo es poder predecir en situaciones
similares como le ira a un alumno en la evaluacion final a partir de lo que se
observa en la evaluacion de mitad de curso.
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e un Ingeniero esta Interesado en la relacion entre la cantidad de oxido que
se forma en un metal calcinado en un horno y la temperatura de horneado
y el tiempo expuesto a dichas temperaturas.

En los dos primeros ejemplos podriamos tener graficos como los siguientes:
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En los dos primeros ejemplos consideramos solo dos variables, mientras que en
el tercero hay 3 variables involucradas.

En general tendremos:

e v: variable dependiente.

e x: variables independientes (predictoras, regresoras o covariables).

Buscaremos un modelo que exprese a la variable dependiente en términos de
las variables independientes.

Cuando hablamos de un modelo nos referimos a una expresion matematica que
describa en algun sentido el comportamiento de la variable de interés en funcion
de las demas variables, es decir, las covariables.

En general, identificaremos con la letra Y (y) a la variable dependiente. El mo—
delo pretende describir cémo el comportamiento de £(Y") varia bajo condiciones
cambiantes de las otras variables.
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En nuestro caso, supondremos, al menos en un principio, que V(Y) no es
afectada por estas condiciones cambiantes, es decir toma un valor constante
0.

Bajo el supuesto de que otras variables aportan informacién sobre la variable
Y, éstas variables son incorporadas al modelo como variables independientes.

Identificaremos con X = (Xy,...,X,) (x = (x1,...,x,)") a las variables
Independientes. Estas podrian ser variables aleatorias o constantes conocidas.
En general, trabajaremos bajo este ultimo caso y mas adelante lo extenderemos
al caso de variables aleatorias.

Una forma general de plantear el modelo es expresando a la media de la dis-
tribucién de Y como una g(x). En el caso de covariables alestorias como

E(Y|X=x)=g(x) paraxe D,

0 en el caso de covariables fijas como



Modelo Lineal A. M. Bianco FCEyN 2013 6

Y:g(Xl,...,Xp)+€,

seglin el caso, donde la funcién g en general no serd conocida 'y E(g) = 0.

Los modelos de este tipo se llaman modelos de regresion. Las posibles funciones
de regresion g pertenecen a una clase G tan grande que es frecuente que se
simplifiqgue el problema suponiendo cierta forma o ciertas propiedades de la
funcion de regresion g.

Una forma de simplificar el problema suponiendo que la familia G puede expre-
sarse en funcidn de un numero finito de constantes desconocidas, a estimar,
llamadas parametros, que controlan el comportamiento del modelo. En este
sentido diremos que el modelo de regresion es paramétrico.

Se dira que el modelo de regresion es no paramétrico si la familia G no puede
expresarse en un numero finito de parametros.
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Algunos ejemplos de modelos paramétricos y no paramétricos cuando hay dos
variables independientes X7 y Xo.

Modelos paramétricos

()Y = 0:X1 + 0:Xs+ 05+ €
(i) Y = 6,551 + 93e%%2 + ¢
i)Y = 0. X2X5 + ¢
(iv) Y = 01 log X1 + 05 log X5 + 63.X7 + 64 sen Xo + ¢

Modelos no paramétricos

(i) Y = g(Xi, X2) + € donde g(Xi, X5) es una funcién continua.
(i) Y = g(X1, X5) + € donde g(X;, X5) es una funcién continua y derivable.
(i) Y = g(X1, X5) + € donde g(X1, X») es mondtona creciente en Xy y Xo.
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Uno de los modelos mas senclllos es el modelo lineal, en el que los parame-
tros intervienen como simples coeficientes de las variables independientes o de

funciones de éstas.
Es el caso de:

(I) Y = 91X1 + 92X2 + 93 + €
(iv) Y = 01 log X1 + 05 log X5 + 63.X7 + 64 sen Xo + ¢

En todos estos ejemplos g(x) es lineal en los parametros. No es el caso,
por ejemplo, de g(x) = B,eP1X, conocido como creciemiento exponencial, ya

que no es lineal como funcién de los parametros B, o (3.
Algunos ejemplos sencillos de modelos lineales dependientes de una sola variable
son:

g(X) = Bo + LBix

g(x) = Bo + Bix + Box

g(X) — ,60 ‘|',81 |09X
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En las situaciones mas complejas Y depende de un conjunto de p variables
(X1,...,Xp), por lo tanto tendremos

9(x) =Bo+0Bixi+ ...+ Bp—1Xip-1-

Eventualmente, las x/s podrian ser funciones de otras variables, tales como
Wi = log X1, W5 = log X5, W5 = X3, etc., tal como ocurre en el caso iv).

También podriamos introducir variables explicativas que sean categodricas como
las dummies que solo toman los valores O y 1 y que sirven, como ya veremos,
para indicar las distintas categorias de una variable categorica. Este caso es de
especial interés pues permite tratar en el marco del modelo lineal el problema de
comparar la media de mas de dos poblaciones, que se conoce como Analisis
de la Varianza.
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Una vez establecido el modelo, nos interesara:

e Estimar los parametros desconocidos: B; y o

e [estear hipdtesis del tipo
H, B =0 0 H,:cB =29
e |ntervalos de conflanza para los parametros o combinaciones lineales de los
MISMOS.
e Prediccion
e Chequeo de supuestos
e |dentificacion de datos atipicos.
e Medidas de ajuste

e Criterios para la seleccion de modelos.
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Enfoque matricial

respuesta y <— p — 1 variables explicativas Xx;

Por ahora, supondremos x;, 1 < j < p — 1 deterministicas.
Muestra (X1, . .., Xip—1, ¥i), 1 <1 < n que cumplen el modelo :

Vi = Bo+0ixn+...+0p—1Xip—1+€ 1=1,...,n
E(e)) = 0
V(ej)) = o°
cov(ej,gj) =0 [ #

donde, By, 81, ..., Bp—1 son p parametros desconocidos a estimar.

Este modelo tiene intercept u ordenada al origen, eventualmente podriamos
saber que es 0O, en cuyo caso planteariamos

Yi :,BlX/1‘|'-..‘|',Bp_1X/p_1‘|—€/ I':]_,...,I’l
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En el caso general tenemos
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La matriz X € R"*P recibe el nombre de matriz de regresion o de diseno.

En general, se elige de tal forma que tenga rango maximo, es decir rg(X) = p,
sin embargo esto no siempre es posible, como en el caso de algunos disenos
tratados en andlisis de la varianza (ANOVA).

La teoria que veremos no necesita que la primera columna sea de 1's, es decir
que el modelo tenga intercept, por lo tanto estudiaremos el caso general.



Modelo Lineal A. M. Bianco FCEyN 2013 14

Propiedades de vectores y matrices aleatorias

Dada una matriz V (r x s) de variables aleatorias conjuntamente distribuidas
{Vj;} con esperanza finita, definimos la matriz o vector de esperanzas como:

LENV)}; = E(V))

En el caso delo modelo €2, esto nos permite decir que el vector de errores es
tal que

E(e)=0
y que
€1€1 €1€2 ... €1€p
€0€1 €2€r ... €9€p
E(ee)=E| ... = ol

EnE]_ €n€2 . €n€n
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Lema: Sean A € R B € R°*" y C € RI*! matrices constantes y V una
matriz aleatoria de dimension r X s, entonces:

E(AVB + C) = AE(V)B + C.

Matriz de Covarianza

Seav=(v,..., v,) un vector aleatorio de variables con E(v;) = w; y varianza
finita. Definimos la matriz de covarianza de v como:

12vt; = Covlvi,v)) = E[(vi — wi)(v; — )]

Podemos escribirla como:

Sv=E[(v—p)(v—mpn)]

donde u = (1, ..., ).
En este sentido, como E(e) = 0, entonces hemos visto que

Ye = E(e€’) = o°l
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Usaremos frecuentemente el siguiente

Lema: Sean A € R™*" una matriz constante, d un vector de constantes y v
un vector aleatorio n—dimensional con matriz de covarianza 2. Siw = Av+d,
entonces:

Yw=AX A",

El modelo que presentamos mas arriba puede escribirse como:

Q:¥Y=XB+e E(e)=0 ¥X¢=07

o equivalentemente

Q:EY)=XB Xy=o7’l
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i Como estimamos los parametros?
Minimos Cuadrados

Si los puntos en un grafico parecen sequir una recta, el problema es elegir la
recta que mejor ajusta los puntos.

a) tomar una distancia promedio de la recta a todos los puntos

b) mover la recta hasta que esta distancia promedio sea la menor posible.

Si tenemos(x;, y;), 1 < i < n, y queremos predecir y a partir de x usando
una recta, podriamos definir el error cometido en cada punto como la distancia
vertical del punto a la recta.
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Supongamos que tenemos un modelo que depende de p parametros. Sean
(x/, y;) tales que

Vi=9g(X,B1...Bp) + &
E(ej)) = 0, V(&) = o2 & son independientes y la funcién g es conocida
salvo por los parametros G; . .. Bp.

Estimamos [3;...06, minimizando la suma de cuadrados residual, o sea
B = (B, ...,0p) es el estimador de minimos cuadrados si minimiza

> (v = 9(xi. 1 - Bp))°

En el caso de la regresion simple en el que g(x,B1,82) = B1 + B> x, mini-

Mmizaremos:
1 n

2
) i = (B1 + B2xi)]”-
Esta medida promedio se llama la suma de cuadrados residual del error para la
recta. Fue inicialmente propuesta por Gauss. La recta de regresion asi definida

produce la menor suma de cuadrados residual para el error de predecir y a partir
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de x y por esta razon se la suele llamar recta de minimos cuadrados.

Consideremos para cada vector b € R” el vector de residuos

Y — Xb.
El estimador de minimos cuadrados de (3; .. .G, minimiza
2 (= b = - = bpxip)” = Y = Xb]?,

donde |ul]> = vu = 3. 2.
=1

Llamemos
S(b) = ||[Y — Xb|]* = (Y — Xb)' (Y — Xb)

Definicién: un conjunto de funciones de Y, B1 = Bi(Y), B> = Ba(Y),.

23

B, = B,(Y) que minimice S(b) es el estimador de minimos cuadrados de ﬁ

(LS).
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Veremos que el LS siempre existe, pero no siempre es Unico.

Derivando e igualando a O obtenemos las ecuaciones normales . Los esti-
madores de minimos cuadrados (i, . . ., B, cumplen:

0S(b) n p
ob. —2 El(yl _J.gl X;jbj)xik =0

Por lo tanto, para 1 < k < p
n n p
X YiXik = XX XiXikb;
=1 1=1y=1

p

n
> YiXik =
=1 J

n
bj Z X,'J'X,'k
1 =1

Si el modelo tiene intercept, y lo escribimos como antes en términos de
Bo. ..., Bp-1, los estimadores B; cumplen

—~ —~ n —~ n n
MPo+ P X Xint ...+ Fp-1 X Xip-1 = 2 Vi

. n . n _ n
n,BO /21 Xik ‘|',61 /;1 Xi1 Xjk =+ - - ‘I',Bp—l /;1 Xip—1Xik — Zl YiXik k=1,..., p — 1
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Estas p ecuaciones pueden escribirse como
X'XB = XY,
gque se conocen como ecuaciones normales.
Si X’X es no singular, la solucién es tnica y resulta

B =(XX)"'XY.

Ejemplo: En el caso de regresion simple tendriamos

1X1

1X2
wx_[111...1
X1 Xo X3 ... Xp

1 X,

25
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n
n > X
X,X = n Iﬁl 5
> Xi XX

=1 =1

El sistema seria

n > X 2. Y
=1 ( bO ) =1 :
n n" 5 b n
> X Z X, - > XiYi
=1 =1 =1
La inversa resulta
n. 5 n
1 2XT T 2 X
(Xfx)—l _ i=1 i=1
2 2~2
nz,-:1 X,' — N<X — Z X; n
=1

y ademas

26
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y por lo tanto

- 5:0): 1
g (51 n 3 (x - X)?

entonces

(2 y)(2 X)) = (2 x) (% xy)
=1 n/:1 n/:1 n/:1
ny xyi— (2 v x)
=1 =1 =1

y por otro lado

> Xy = nXy I_gl(xf - X)(Vi —¥)
a fj (X/' - X)2

27
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Interpretacion Geométrica

Nuestro modelo plantea

Q: EY) = XpB
Yy = o°l

Luego, si
n=E(Y)=X3

si x' es la i—ésima columna de X entonces

N =0x' +LBox’ + ...+ BpxP

es decir que m € V,= subespacio generado por las p columnas de X: x
y r es rg(X).

Entonces
Y — z|°

min S(b) = min||Y — Xb||* = min
b b zeV,

28
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. — (length)” = min & = %,

(length)’ = || y—z|*= # (v.b)

Y

29
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y sabemos que se alcanza en 7 = bix! 4+ box® + ... 4+ byxP la proyeccion
ortogonal de Y sobre V,, que sabemos que siempre existe y es Unica, aunque
los b; pueden no serlo.

En términos de las ecuaciones normales tenemos que:

X'Xb = XY
Xn = XY
Dados {b1, ..., by} funciones de Y serdn un conjunto de estimadores de mini-

mos cuadrados (EMC) si y sdlo si X'b = 7, es decir satisfacen las ecuaciones
normales.



Modelo Lineal A. M. Bianco FCEyN 2013

Caso en que rg(X) =p

En este caso existe la inversa de X'X, pues rg(X'X) = rg(X) = p.
De las ecuaciones normales queda:
X'XB = XY
B = (XX)"'XY
entonces
XB = X(X'X)'XY=PY=Y

En consecuencia el vector de residuos es:

r=Y-Y
=Y — XB
= Y — X(X'X)"' XY
= Y - PY

(1-P)Y
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donde P = X(X'X)~1X" € R™" es |la matriz de proyeccion sobre el espacio
generado por las columnas de X. Suele [lamarse a esta matriz de proyeccion
P o H (hat matrix).
Propiedades de P

Matriz simétrica e idempotente, es decir: P = P’ = P?. | — P también es
simétrica es idempotente, es decir también es una matriz de proyeccion y
proyecta sobre el ortogonal de V,.

Lema:

1) Py I — P son simétricas e idempotentes

i) rg(P)=tr(P)=pyrgll—=P)=tr(l—P)=n—1p
i) (I1—P)X=0
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Suma de Cuadrados

Tenemos que

S (=72 = IY = PY]?

Notemos que obtenemos el Teorema de Pitagoras. En efecto,

IY =Y[Z=]Y =PY|> = |1 - P)Y|]
= Y(1-P)(1-P)Y
= Y'(l-P)Y
= Y'Y - YPY
= Y'Y - YPPY
= [[Y]* = [[PY]

= [IYIP =Y = IY]]* = lIn]*

33



Modelo Lineal A. M. Bianco FCEyN 2013

Caso en que rg(X) =p
Propiedades del Estimador de Minimos Cuadrados

Usando la notacion matricial podemos escribir el modelo como

Q: Y = XB+e
E(e) =0

Ye = ol

Lema: Sise cumple el modelo €2, tenemos que

= 3 es un estimador insesgado de B, es decir E(B) = .
Y o =0 (X'X)!

34
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Caso en que rg(X) =p
Propiedades

Bajo el modelo €2

Y = XB+e¢
E(e) =0
Ye = o°l
tenemos que
e £(Y)=Xp
.szazP
e £(r)=20

o>, =0c%(1-P)

35
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Si llamamos p;; a los elementos de P = X(X'X) X’ tenemos que
pij = X(X'X)7'x

donde x; representa la iI—ésima fila de X.

Luego:
\/3/’()7,‘) — Uzp//'
Var(r) = o°(1 — pi)
Cov(ri,r)) = —o°p;,
por |lo tanto
Corr(ri, r;) = — 0
V 1— Pii \/ 1 - Pjj
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Proposicion: Dados 1 </, < n tenemos que
I) 0 S Pii § 1

i) =2 <pj<isii#j

Como ya vimos V ar(y;) = o2p;j, una consecuencia inmediata es que

Var(y) < Var(y)) = o°.

37
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Una propiedad interesante es que P es invariante por transformaciones lineales
no singulares de la forma X — XA, donde A € RP*P y rg(A) = p. Este tipo
de transformaciones es util, por ejemplo, si queremos realizar un cambio de
unidades en las covariables.

Respecto a las propiedades de invariancia, podemos ver que si
B=B(XY)=(XX) XY,
para A € RP*P no singular, A € Ry v € RP, entonces

B(XA,Y) = A'B Invariancia por transformaciones afines
B(X, \Y) \G Invariancia por cambios de escala
B(X, Y + Xy) = B + v Invariancia por cambios de regresién
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Estimacion de o2

Las varianzas de los estimadores dependen del disefio y 02, que es desconocida.
Dado que 02 = E(€?), parece natural estimarla mediante el promedio de los
cuadrados de los residuos. El vector de residuos es

Bajo el modelo €2, tenemos que

Y =YIP Y —PYJP
n—op n—np

2

S

es un estimador insesgado de o”.

Lema Auxiliar: Sea x un vector aleatorio n—dimensional y sea A € R"*" una
matriz simétrica. Si £(x) = w y su matriz de covarianza es ¥ entonces

E(X'Ax) = tr(AX) + p'Aup
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Respecto del diseno
e Covariables aleatorias

Si las covariables son aleatorias suponemos que tenemos los vectores (X;, y;)
I.1.d. que satisfacen el modelo

Vi =XiB + ¢
donde los €; son i.i.d., con E(¢;) = 0y Var(e;) = o2 e independientes de
xX; ~ F.

El analogo de suponer que X tiene rango completo es asumir que la distribucion
de x no esta concentrada en ningun hiperplano, es decir

P(ax=0)<1 Va#0
Esta condicion se cumple, por ejemplo, si x tiene densidad.
En este caso, B esta bien definido y las férmulas que vimos para esperanza y
varianza de B son validas condicionalmente:

EBX=x)=B g, =o’(XX)"
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Se puede ver que si Vy = E(xx’) existe, entonces para n grande la distribucién
aproximada de B sera

o2V 1
=

Np (ﬁl
Cuando el modelo tiene intercept, podemos escribirlo como:

Vi = ,BO + X;ﬁl + €

donde By es la intercept y B; es el vector de pendientes. En este caso resulta

con u, = E(x) y X4 matriz de covarianza de x.
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e Estructura Ortogonal en la matriz de Diseno

Supongamos que podemos dividir a la matriz X en k conjuntos de columnas
ortogonales: Xy, ..., Xk, de manera que

X =[Xq...X]
La correspondiente division en los parametros daria
B = (61 ----- ﬁk)/

Luego podemos escribir:

E(Y)=XB8:+ ...+ XiB«

Como las columnas de X; son ortogonales a las de X; si i # j, tenemos que
X'X; =0, luego
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XX, 0 .. 0 X,Y
/ /
1 Xk Y

entonces

(XiX1) I XpY B,
B = (xx) Xy = | KX XY || B

(X X)X Y B

en consecuencia el estimador de B; no cambiara si alguno de los otros B, se
Iguala a 0, es decir si se remueve del modelo.

;. Como resulta la suma de cuadrados?
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/ v/ / AN/ / K 2l
YY-YY =YY -BXY=YY -3 BXY
J=1

Por lo tanto si en el modelo ponemos algin 3, = 0, el inico cambio en la suma
, . =/
de cuadrados es que el término de B, X"Y no aparece:
/ K. =it
YY—- ¥ BXY
Jj=1
JFI
En el caso mas senclllo, cada X, consta de una unica columna y resulta:
B XY
: XX,

y la suma de cuadrados queda

/ K Sl / Ko =247
YY -y BXY =YY~ © gXX;
J=1 j=1



