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Practica 4: Compacidad

1.

Sean los conjuntos de formulas I';, 'y, . . . talesque I'; C T';,; parad > 1.
Probar que si P es consecuencia de U;>1I'; entonces P es consecuencia
de infinitos de los conjuntos I';.

. Sean I'y y I's dos conjuntos satisfactibles de formulas, tales que I'y UT'

es insatisfactible. Probar que existe una formula « tal que I'y | o'y
FQ ): Q.

Sea I' un conjunto de formulas del calculo proposicional que verifica la
siguiente propiedad: si a y [ son formulas de I', entonces o — [ es
tautologia o bien  — « es tautologia. Probar que si I' |= 7, entonces
existe una formula o € T tal que {a} = .

. Sea I' un conjunto de formulas. Mostrar que si cada valuacion satisface

al menos una férmula de I', entonces existe un ntmero finito de férmulas
ai, ..., en I tales que ap V...V« es tautologia.

El procedimiento de Lindenbaum para obtener un conjunto maximal
consistente a partir de un conjunto consistente I'.

= Enumeramos las formulas de nuestro lenguaje ¢, s, .. ..
= Definimos la secuencia de conjuntos:
Iy =T

B [ U{Y,}  siel conjunto es consistente
- I, U{—=¢,} en otro caso

I, = Urn

n>0



Demostrar:

a) Cada IT'; es consistente.

b) Exactamente una de las formulas ¢ y =1 estd en I'y, para cada
formula 1,,.

¢) SiTy [ v, entonces ¢ € I'.

d) T'x es un conjunto maximal consistente.

6. Sea «a una formula satisfactible. Se construye un conjunto I' inductiva-
mente del siguiente modo:

= Iy ={a}

» i = U{B}
donde ( es una formula que es disyuncion de literales (variables
proposicionales o negacion de variables proposicionales), y que
contiene una variable proposicional o negaciéon de una variable
proposicional que no aparece en ninguna de las formulas de T7;.

Probar que I' = |J,oy I'; es satisfactible.

7. Sean I'y y I's dos conjuntos de formulas. Diremos que I'y es consecuencia
déebil de T'; si cada vez que una valuacion hace verdadera a las formulas
de T';, entonces existe una férmula de I's tal que dicha valuaciéon hace
verdadera a la formula. Diremos que I's es consecuencia fuerte de I'q
si cada vez que una valuaciéon hace verdadera a las férmulas de I'q,
entonces dicha valuacién hace verdadera a todas las formulas de I's.

Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) SiTy es consecuencia débil de T'y, entonces existe un subconjunto
finito S de I'; tal que I'y es consecuencia de S.

b) SiT'y es consecuencia fuerte de I'y, entonces existe un subconjunto
finito S de I'; tal que I'y es consecuencia fuerte de S.

8. Sean I'y y I'y dos conjuntos de formulas. Se define
Fl —>F2:{a—>5/aefl,5€F2}.

Probar que si I'y — I's es insatisfactible, entonces existen ag,...,q,
formulas de I'y y B, ..., By formulas de T'y tales que (o V...V a,) —
(B1 A ... A Bm) es insatisfactible.

9. Establecer resultados analogos a los del ejercicio anterior para los otros
conectivos (y probarlos).



