Ecuaciones Diferenciales — 1° cuatrimestre 2013
PrAcTICA 0 — PRELIMINARES

1. Revisar los siguientes teoremas:

Teorema de la Funcién Inversa.

Teorema de la Funcién Implicita.

Teorema de Arzeld — Ascoli.

Teorema de la Particion de la Unidad.

Teorema de convergencia monétona de Beppo Levi.
Teorema de convergencia dominada de Lebesgue.

Lema de Fatou.

2. Diferenciacién bajo el signo integral.

(a)

Sean U C R™ abierto, V. C R™ medible, f : U x V — R medible y g € U. Si f(x,-) € LY (V)
para |z — x| < €, f(-,y) es diferenciable en |z — x| < ¢ para casi todo y € V y existe g € L'(V)
tal que

of

‘6(%9)‘ <g(y),|lr—mo|<e,ae yeV
Lj

con 1 < j < n fijo, entonces la funcién F(x) = / f(z,y) dy es derivable para | — x| < € respecto
v

de zj, y op o

aT;j T) = Vach(UC,y)dy-

Verificar que si % es una funciéon continua en U x V', con V abierto acotado, entonces verifica
J

las hipdtesis del item anterior.

Sean f, g derivables, h continua. Derivar

9(x)
F(x) = /f(:r) h(s)ds.

Sean f, g derivables, h = h(x, s) continua y derivable respecto de z, % acotada. Derivar

9(z)
G(z) = / h(z,s)ds.
f(z)

Desigualdad de Hélder: Sil <p< ooy 1% + 1% = 1 entonces

gl < [ f1lpllglly-

Desigualdad de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces

1+ gllp < 1F1lp + llgllp-

Desigualdad integral de Minkowsky: Si 1 < p < oo, entonces

(N/ﬂ%”“p@yﬁﬁf(/vwwwwfmm.




9.

Definiciones: Sea U C R™ un abierto y sea f: U — R una funcién continua. Se define el soporte de
f como sop(f) ={x € U: f(z) # 0}.

e COU):={f: U = R: f es continua} = C(U)

e COU) := {f € C°%U): sop(f) es compacto} = C,(U)
af

ZT;

e CH(U) :={f € CO(U): f es diferenciable en U y —*

of
8.%'i

eC'(U),1<i<n}

o CHU) = {f e CHU): eCYU),1<i<n}, k>1

e C®(U) = ﬁ crU

o CHU) = C;(U) NCYU), k>1
e C°(U) = C™®(U)NCYU)
e CHU)= ) CHV

V _abierto
ucv

(
(V)
Notacién: La siguiente notacion para las derivadas sera de mucha utilidad. Sea o € N™ un multiindice,

o= (a1,09,...,a,). Definimos |a| :== a; + ag + - - - + a,,. Entonces se denota, para f € Clol(U),

olel

aq a2 Qn *
0z 0x5” - - - Oxn

D%f .=

Dada f € LP(R"), h € R", 7_p, f(x) := f(x + h).

(a) Para 1 <p < oo, limp_q ||[7—pf — f|lp = 0.
(Pista: usar que CO(R™) es denso en LP(R") 1 < p < 00).

(b) Mostrar que (a) no vale para p = oc.

Definiciéon: Dadas f, g medibles en R" se define la convolucion de f y g como

fxg(r) = - flxz—y)g(y) dy

para los z € R™ en donde la integral esté bien definida.

Desigualdad de Young.
Sea f € L'(R"), g € LP(R"), 1 < p < co. Entonces f * g € LP(R") con ||f *gllp < I1f1l1llg]lp-

Sea f € LP(R"), g € LP (R™). Entonces f * g € L(R") y se tiene que ||f * glloo < || fllpllgll,r- Mas
aun, f * g es uniformemente continua.

Definicion: Sea E C R™ medible. Definimos

(BE):= () LK)

KCE
Kcompacto

Sean f € C*(R") (k€ N), g€ L]
(a) Sea

(R™). Entonces f x g € C*(R™) y DY(f x g) = (Df) x g, |a| < k.

loc

1
n=J e <1
p(t) { 0 i1

Probar que p € C°(R).



(b) Construir p € C°(R"™) tal que sop(p) C B(0,¢), € > 0.
10. Sea p € L'(R™) tal que [p, p(x)dx =1,y Ve > 0. Sea p.(x) := e "p(x/e). Probar que

(a) Si feP(R"), 1<p<oo=|f*p.— fllp > 0sie—0.
(b) Si f € L*°(R"), f uniformemente continua en V' C R", entonces sup ey |f * pe(z) — f(x)] = 0
sie — 0, VV’' compacto, V' C V.

(c) Si f es continua y acotada en R™, entonces f * p. tiende uniformemente a f en cada compacto
de R™.

(d) Siademds p € C(R"™), f e LP(R™) = f*p. € C®(R").
(e) Calcular f* pe si f = X[ ¥ p es la funcién del ejercicio 9 (a).

11. Demostrar que C°(R™) es denso en LP(R") (1 < p < o0).

Pista: las funciones de LP(R™) con soporte compacto son densas en LP(R") (1 < p < o0).

12. Sea € un dominio de R™.
Si feLi . (Q)y [ofeds=0VpeC(Q) = f=0c.t.p.

loc

13. Si fe Ll (R)y [ f¢' dx =0Vp € C®(R) = f = cte c.t.p.

loc
Pista: tomar g € C°(R) tal que [¢g =1y para cada ¢ € C§°(R), se verifica que o(z) — ([ ¢)g(x) es
la derivada de una funcién C2°(R).

Definicion: Sea (2 C R” un conjunto abierto. Diremos que €2 es un dominio con frontera C" si es
conexo y para todo xg € 99 existe un entorno U de xg, un entorno V C R"~! y una funcién ¢ € C" (V)
tal que (salvo un reordenamiento de las variables) el dominio se describe como sigue:

QNU ={ze€U: (z1,...,Tn-1) €V; zp > ¢(x1,...,Tn-1)},
NNU ={zeU: (z1,...,xn-1) €V; zp=¢(x1,...,Tn-1)}.

Notaciones:

e El operador nabla se define como

o 0 0

V= (aixl,aim,...,aixn

).

e Dada u € C1(U) se define el gradiente de u como

ou Ou ou

grad(u) = Vu = (871'1’ aim, ey %
n

).

e Dada F = (f1, f2s-- -, fn) con f; € CH(U) se define la divergencia de F como

() —v. o Oh  Of Ofn
div(F) :=V F78x1+8x2+ +axn.

e Dada u € C?(U) se define el laplaciano u operador de Laplace de u como

Au := div(grad(u)) = V - Vu = Viu = —.

14. Férmulas de Green

Sea Q un dominio en R™ con frontera C!



(a) siV =V (z) = (vi(z),v2(x),...,00x)), v; € CLO)NCOQ), 1 < i< n, entonces

); va(
/ V.- V(x)ds = / div V(z) dz = / V(z)-v(z)dsS,,
Q Q 09
donde v = v(x) es el vector normal exterior unitario a 9.
(b) siu,v € C*(Q)NCLHQ)

ou

a. de)
o0 U@u

/(vAu+ Vu-Vov)de =
Q

/Q(vAu —uAv)dr = /69 <Uay - u@u) dSs,

donde % =Vu - v.
15. Recordar de Analisis Complejo:

(a) Usando el Teorema de Cauchy calcular

/ e~ (@ tiy)? gg
R

(b) Determinar, usando el Teorema de Residuos, el valor de la integral en funcién del parametro a

1ax
/ ¢ 2dac.
R1—|—J}

16. Un resultado de Algebra para usar mas adelante en la practica de Ecuacion de Laplace:

Sean A, B matrices simétricas y semidefinidas positivas de n x n. Probar que tr(AB) > 0.



