CLASE: EQUIVALENCIA DE NORMAS

A. SALORT - 6/2013

1. DESIGUALDAD DE POINCARE

Theorem 1.1 (Desigualdad de Poincaré). Sea Q C R™ un conjunto abierto, conexo
y acotado. Entonces existe una constante C' = C(n, ) tal que

[ullz2(e) < CllDull2()
para cada u € W, *(Q).

Proof. Sea Q = (0,a)” un cubo en R™ que contiene a . Dada u € W2(Q)
denotamos por @ a la extensién por cero de u al cubo Q. Tenemos entonces que
- 1,2 .

4 € Wy"(2), y obviamente

lulleo) = ltllzz)y  IVullLe@) = IVl r2(q)-
Para cualquier funcién u € C3°(£2)

Tn
u(:ﬁ)zu(ml,...,xn)z/ Uy, (T1,. ..y Tp_1,t)dt.
0

Aplicando Cauchy-Schwarz

Tn
/ uwn(xl,...,xn_l,t)dt
0

Ju(z)|* =

Tn
< \xn|/ s, (121, )| dt
0

a
< a/ |uxn(x1,...,mn_l,t)\zdt.
0

Si integramos la desigualdad sobre €2 obtenemos

/|u\2da:§a2/ \u$"|2dx§a2/ |Vu|*dz.
Q Q Q

lullr2@) < allVullLz(q)
para toda u € C3°(2), luego por densidad para toda u € Wol’Q(Q).

Por lo tanto,

O

De la prueba se ve que es suficiente con que el dominio esté acotado solamente
en una direccion.

El siguiente resultado muestra que basta con que la funcién se anule solo en una
regién del borde para que valga la desigualdad de Poincaré.

Theorem 1.2. Sea 2 C R™ un conjunto abierto, conexo y acotado. Supongamos
ademas que 092 es Lipchitz y que 02 =T'y UTs, donde T’y y T'y son disjuntos y de
medida positiva. Entonces eziste una constante C = C(n, ) tal que

[ullz2) < ClDullz2(o

para cada u € WH2(Q) tal que u|pq = 0 sobre T'y.
1
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Cuando consideramos funciones en W12(Q) la desigualdad de Poincaré no es
cierta ya que ahora también tenemos a las constantes. En ese caso tenemos la
siguiente desigualdad de Poincaré-Wirtinger.

Theorem 1.3 (Desigualdad de Poincaré-Wirtinger). Sea  C R™ un conjunto
abierto, conezo y acotado con borde C*. Entonces existe una constante C = C(n, Q)
tal que

lu = tllz2(0) < CllDullz2(0
para cada u € WH%(Q).
Proof. Supongamos que la desigualdad es falsa. Entonces para cada k € N existe
una funcién u, € WHP(Q) tal que
(1.1) lur — k|| L2 @) = k[ DukllL2)-
Si para cada k definimos la funcién normalizada

o — Ug
R T —
o7 _ukHLz(Q)’

obviamente se tiene que v = 0y ||vg||r2(q) = 1. Por lo tanto, reemplazando en
(1.1) tenemos que para cada k € N

1
| Dokl 20y < T

Particularmente la sucesién {vj}x es acotada en W2(Q) (ya que |jvg|/r2(q) = 1
y [[Dvgll2(o) < 1/k). Por lo tanto existe una subsucesién {vg,} y una funcién
v € L?(Q) tal que

vp, = v L*(Q)
pero por la inclusién compacta W12(Q) cc L?(Q)

vg, v LP(Q).

Por como se definié la sucesion vy, el limite satisface que v = 0y |[v[[z2q) = 1.

Pero ahora, si tomamos ¢ € C§°(Q2) test, para cadai=1,...,n
/ Vg, dr = lim Uk, Yz, dr = — lim Vi, 0dT = 0
Q k]’*)OO Q k]‘*}OO Q ;

ya que vy, », — 0 si k;j — oo por ser vg; ., < 1/k. Consecuentemente, v € wt2(Q)
satisface que Dv = 0 c.t.p. Por lo tanto v es constante en 2, pero como v = 0
concluimos que v = 0. Pero por construccion ||v||z2(q) = 1, absurdo. O

2. EQUIVALENCIA DE NORMAS EN W()

Recordemos que dado ©Q C R"™ definimos W12(Q) = {u € L*(Q) : D% €
L?(2),]al = 1}, donde a es un multiindice y las derivadas son en el sentido débil.
Este espacio de de Banach con la norma

(2.1) lullwrz@) == Y 1D}
o <1

A la clausura de de las funciones C§°(€2) en W12(Q) las denotamos W, % (). Se
puede interpretar al espacio VVO1 2 () como a las funciones u € W12(Q) tales que
"u = 0 sobre 992”.
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Dada u € W12(Q) denotamos por % al promedio de u sobre . La desigualdad
de Poincaré nos asegura que si €2 es un conjunto abierto, acotado y conexo en R™
con borde C!, entonces existe una constante C' = C(n, Q) tal que

|lu — @l 2y < Cl|Dul| 20

Particularmente, se puede probar que u € I/VO1 2 () es equivalente a que u|pn = 0
sobre 912, donde la desigualdad de Poincaré da la siguiente desigualdad

llull 222y < C||DullL2(q)-

Usando esta desigualdad, si u € W "*(€2) podemos probar que que Vullz2(q) es
una norma equivalente en W, *():

||U||%v1:2(9) = Hu||2L2(Q) + ||DU||2L2(Q) <1+ 02)||DU||2L2(Q)-
||DU||%2(Q) < ||UH%2(Q) + ||DU||%2(Q) = HU||%/V1=2(Q)~

3. EQUIVALENCIA DE NORMAS EN Wj*(Q)

Recordemos que dado Q C R™ definimos W22%(Q) = {u € L*(Q) : D%u €
L?(Q),|al = 2}, donde « es un multifndice y las derivadas son en el sentido débil.
Este espacio de de Banach con la norma

Nl

(3.1) lullw22i@) = | Y 1D}
o <2

Una norma equivalente a (3.1) es la siguiente

(3.2) lullw22i0) == Y D%l L2(y-

lal<2

A la clausura de de las funciones C5°(€2) en W22(Q) las denotamos Wg*(Q). Se
puede interpretar al espacio Wy(€) como a las funciones u € W22(1) tales que
" D*u = 0 sobre 9" para |a| < 1.

Lo que vamos a probar es que dada u € Wg"*(Q), | Al z2(q) es una norma equiv-
alente a (3.2). Para ello buscaremos cotas inferiores y superiores de los sumandos
de (3.2).

Cuando |a = 1| obtenemos la siguiente cota superior

S D%l =3 ([ 2) <X ([ Furvu) = niulion,
Q — \Jao

laf=1 i=1
L L e
y usando que (3" ;)2 <> x? tenemos una cota inferior

IVullz20) = (/ V“'V“) = (Z/ﬁc) SZ(/ Ui) = > ID%u| 20
Q i=17% i=1 W

la|=1
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Cuando |« = 2| obtenemos la siguiente cota superior

ULTIED i § RE NS S | A

la|=2 ij=1 ij=1
2
= § : </ uzﬂi“@ﬂj) < E : (/ umiri> (/ ijxj)
ij=1 N8 irj=1 @ @

< (( / |Au|2) ( / |Au|2) ) — n?)| A 20,
Q=1 Q Q

J=

1
y usando que ()2 < e a?y ()2 < Y a2 tenemos una cota inferior

1 1
A = Aul? o f: 2\’ < }n: 2 )
|| u||L2(Q)_ | u| - | Ug,;x; xC U,z
Q Q = - Ja

<ey (/Q“2> <e> (/Qqﬁ) =c¢ Y D L2y
=1

ij=1 la|=2

Por lo tanto, hemos probado que una norma equivalente a la de WO2 2(Q) es la
siguiente

lullyz2q) = llullz2 @) + [[VullL2@) + |AullL2(@)
Observemos que si u € W22(Q) N W, *(Q) vale que

n

||vu||2L2(Q) = /Qvuvu = Z/ﬂui = Z/quzu:cl = _Z/Quuauau
i=1 i=1

i=1
" n 3 3

< [wtiy, o, | < (/uz) (/u2 )
;/Q o Z Q o

i=1

< Z (‘/Q U2> (/Q |Au|2> < nHuHLz(Q)HAUHLZ(Q).
i=1

Por lo tanto, utilizando la desigualdad de Poincaré obtenemos que
[Vullz2) < cl|Aullr2(q).-
Combinando todo esto podemos escribir las dos siguientes desigualdades:
Hu||W02’2(Q) = |lull 2@y + IVullL2) + [AullL2 (o)
< (L4 0)IVullrz) + [|Aulr2(0) < Cf|Aullr2 (o)

[AullL2) < llullz2@) + Vullz@) + 1Aul2 @) = [lully22(q)

REFERENCES

[1] R. Adams & J. Fournier, Sobolev Spaces
[2] L. Evans, Partial Differential Equations
[3] D. Gilbarg & N. Trudinger, Elliptic partial differential equations of second order



