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PRACTICA 7

1. Dados los vectores v = (1,2) y w = (3, —1) hallar grafica y andliticamente los siguientes
vectores:
v+ w —3v  2v—w) 3v + 2w

2. Calcular el perimetro del tridngulo de vértices A = (1,1), B=(2,3) y C = (4. — 1)
3. Graficar en el plano los siguientes conjuntos:

a) {veR?:||v|]| =3}

b) {v e R*:|jv|| <3}

) {veR?:|[v]| > 5}

d) {veR?:1< ||| <3}

C

4. En cada uno de los siguientes casos hallar el valor de k£ € R para que se cumpla la condicién
pedida:

a) Siv=(1,k—1), que || v[|= 5

b) Que sean ortogonales los vectores (1,1) y (=5, 2k)

5. Hallar el angulo que forman los vectores u y v en cada uno de los siguientes casos:

a) u=(—1,0) v=(-1,-1)
b) u=(3,1) v=(-1,3)
c) u=(Vv3,1) v=(2V3,-2)

6. Dibujar los siguientes subconjuntos de R? y analizar graficamente si son abiertos, cerrados,
compactos.

={(z,y) eR?/ |z [<3, |y[<4}
={(z,y) eR?* / x +y < 0}
={(z,y) eR* /x4y <0}
={(z,y) e R? / 2> + > < 7}



e) E={(z,y) eR?* /1< a®>+y> < T}
f) F={(z,y) eR*/ 2z +y > 1}

g) F={(z,y) eR* /4> 20 +y>1}
h) G={(z,y) eR* /2 #0, y #0}

. Analizar la existencia de los limites de las siguientes funciones en el origen:

) S =

b) f(z,y) = ﬁyyg

¢) f(z,y) = ”

d) f(z,y) =ysen(])
CC2

e) flz,y) = O

f) flz,y) = (2® +y*)sen(s;)
. Probar por definicion que

a Im z+4+y=1
) (z,y)—(1,0) Y

b lim Ty = —9
) (z,y)—(~1,9) Y

. Analizar la continuidad de las siguientes funciones

a) f(z,y) = x—y S1 #Y
1 S1. T =Y
2xy
b) flzy) =4 2 +gE (,) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
) flz,y) =yl
(LC — 1)2 — y2



APENDICE: DEFINICIONES Y RESULTADOS

Operaciones con vectores Suma Dados v € R™, con coordenadas (vy,...,v,) y w € R,
con coordenadas (wy, ..., w,) se define la suma como:
v+w= (v +wy,..., 0, +wy,)

La suma es asociativa, conmutativa, tiene elemento neutro (0=(0,...,0)) y todo elemento tiene
inverso (el inverso de (vq,...,v,) es (—vy, ..., —v,)).
Producto por un escalar Dado v € R" y a € R se define:

av = (avy,...,av,)
Propiedades
L. a(v+w)=av+aw
2. (aB)v = a(Bv)
3. (a+p)v=av+ v
4. lv=v
Norma de un vector
Dado v € R™, con coordenadas (v1,...,v,) , llamamos norma de v al nimero
vl = fod o+ 02
Propiedades
L flu+ v < fuf +]v]
2. [la.ul| = |af [u]] (o €R)
3. |ui| < |uf| < Jug| 4+ -+ |u,| paratodoi=1,...,n
4 afl = vl < Hiall = v < fla =]

Producto escalar

Dados u = (uy, U, u3) , v = (v1,v9,v3) en R3, se define el producto escalar entre u y v

como el nimero
u-V = UiV + UV2 + U3V3



Propiedades

> u-v=|ul [|v|cosa (ov = dngulo entre u y v)
> |u-v| < ||ull ||Vl Desigualdad de Schwarz
>u-v=0 siysolosi uy v son ortogonales

> u-u=|ul?

Proyeccion ortogonal

Sea b un vector no nulo. La proyeccion ortogonal del vector a sobre b es el vector

a-b
proypa =
[b]|?
, a-b . .
el nimero W se llama componente de a en la direccion de b.

proy,a
Conceptos topologicos

Bola abierta de centro a y radio r > 0: B(a,r)={xeR" /|x—a| <r}

Bola cerrada de centro a y radio r > 0: B(a,r) ={x€R" / |x —a| <r}

Conjunto acotado: si estd contenido en B(0,7) para algin r > 0

Entorno de a € R™: es un conjunto E que contiene una bola abierta centrada en a

Conjunto abierto: es un conjunto que es entorno de cada uno de sus puntos. Es decir, un
conjunto A C R" es abierto si para cada a € A existe un r > 0 tal que B(a,r) C A.

/ B(a,r)

a



Punto interior: a € A es un punto interior de A si existe un entorno de a contenido en
A.

Interior de un conjunto: A= {a € A/ aesun punto interior de A}

Conjunto cerrado: es un conjunto cuyo complemento es un conjunto abierto. Es decir, un
conjunto A C R" es cerrado si para cada a ¢ A existe un r > 0 tal que B(a,r) N A = @.

B(ar)
/‘

a

Frontera: 0A={xecR" / B(x,r)NA# @y B(x,r)N(R"— A) # & para todo r > 0}

B(x,r)
/‘

X

Conjunto compacto: es un conjunto cerrado y acotado.



Campos escalares
Llamaremos ecampo escalar a cualquier funcién f : R” — R.

Limite — Continuidad

Limite
Sean f : A C R® — R un campo escalar, a € A y ¢ € R, decimos que el limite de f
cuando x tiende a a es { —y lo notamos lim f(x) = {— cuando para todo € > 0 existe 6 > 0
X—a

tal que
xeA y O0<|x—all<d = |f(x)—{<e

Proposicion  (Unicidad del limite)
Sea f: A C R" — R un campo escalar y a € A. Si lim f(x) = ¢, y lim f(x) = {5, entonces
X—a X—a
£1 - 62.

Proposicion

Sea f: A CR® — R un campo escalar,a € Ay a € R. Si lim f(x) = ¢ > a (resp. £ < a),

X—a
entonces f(x) > « (resp. f(x) < «) para x en un entorno de a , x # a.

Proposicién
Sean f,g: ACR" — R ,a€ Ay «, € R. Entonces, si lim f(x) = ¢, y lim g(x) = {5,
X—a X—a
() lim (af + B9)(x) = oty + Bt

() lim f(x)g(x) = bl

r—a
, f(X) 2 .
1) lim = — si/l 0
( )$—>ag(X) 62 ( 2#)
Proposicién

Sean f,g: ACR" — R , a € A tales que lim g(x) = 0y f es acotada en un entorno de
X—a

a € A. Entonces,
lm f(x)g(x) =0

X—a



Proposicién
Sean f: ACR" — Ry ac Atales que lim f(x) =/ Seane >0,h:({—c,{+c) — R
X—a
tal que h’mzh(y) =Lyg:(to—e,to+¢c) — B(a,r) tal que %mg g(t) = a. Entonces,

lim ho f(x) =L y lim fog(t)=4¢

xX—a t—to

Proposicién
Sea f: ACR? — Ry ac A Entonces, lim f(z) = ¢ siy sélo si
X—a
f(wn: yn) — f

para toda sucesion ((mn, yn)) C A, (zn,yn) # a, que converge a a.

NoTaA: lo mismo vale para A C R™ (m € N).

Corolario

Si (2, Yn)) s ((un,v,)) son dos sucesiones que convergen al punto (a, b) € R? para las cuales

f($n7yn) — gl y f(una Un) — 62

con {1 # 5, entonces no existe el limite de f cuando (z,y) — (a,b).

NOTA: lo mismo vale en R™ (m € N).

Proposicion (limite de una composicion)

Sean f: A — R, A C R" abierto y a € A tales que lim f(x) = £. Entonces,

x—a

(1) si la funcién h estd definida en un entorno del nimero ¢, toma valores en R y satisface
lim h(y) = L, se tiene
y—L

lim ho f(x) =L

X—a

(11) sila trayectoria g esta definida en un entorno del nimero ¢, y satisface £1Ht1 g(t) = a, se
—to

tiene

lim fog(t)=1¢

Continuidad

Sea f: A CR" — R. Se dice que f es continua en a € A silim f(x) = f(a).

x—a



Se dice que f es continua en A si es continua en cada uno de sus puntos.

Proposicion
Sean f: ACR" — Ry a € A. Entonces, f es continua en a si y sélo si para todo € > 0

existe 0 > 0 tal que

xeA y |x-al<d = |fx)-fla)l<e

Proposicion

Sean f,g: A CR" — R continuas en a € Ay a, 5 € R. Entonces,
(1) af + Bg es continua en a

(I1) fg es continua en a

(111) = es continua en a siempre que g(a) # 0
g

(1v) sih:(f(a) —e, f(a) +¢) — R es continua en f(a), ho f es continua en a.

Teorema (Weierstrass)

Sea f : K — R continua y K C R" compacto. Entonces f resulta acotada y ademds
existen x1,Xs € K tales que
f(x1) < f(x) < f(x2)
para todo x € K; es decir, f alcanza un valor maximo absoluto —f(x;)— y un valor minimo

absoluto —f(x3)— en el conjunto K.



