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PrACTICA 1

1. a) Mostrar que los siguientes conjuntos estén acotados

1
<
meN/3<n<5) | {x2+1/x€R}

b) Mostrar que los siguientes conjuntos no estan acotados superiormente

R-o , {m* / m € N}

¢) Mostrar que los siguientes conjuntos no estén acotados inferiormente

z , {z'Jx<0} ,  {-2*+224+1/zcR}

2. Sean A , B subconjuntos no vacios de nimeros reales. Probar

a) A C By B acotado superiormente —> A estd acotado superiormente y sup A < sup B
b) A C By B acotado inferiormente —> A estd acotado inferiormente y inf B < inf A

c) AC By Anoacotado = B no acotado.



3. Calcular supremo e infimo —si existen— de los siguientes conjuntos

a) {n e N /20 <n <35}
a,b

b) (a,0]
c){(:?n/neN}
d){%/néN,n}&%

e){7§ﬁ3/”€N}

f) {reQ/ 22 -1<15}
g) {reR-Q/ 22+ <2}

4. Hallar los cinco primeros términos de las sucesiones cuyo término general es

a)a—n+1
" n+3
24+ (-1
b) a, = ———
) a 3n

¢) a, = sen(nm)

d) a, = cos(nm)

5. Calcular los limites de las sucesiones siguientes

n -+ 2
n?—=6

b) VAT T v

ncosn
n?2+1

1 2
4 n{n—l_nQ—J

e) vn?4+n—n

2"+ 3" 2
f) + n

3"+ 2 * n—+3
6. Demostrar usando sélo la definicién de limite que

a)

3 +1 3

i =
a) nlinoo 2n? —n 2

3
B\
b) I sen(n® +3n—2)—3

n— 00 n

=0




7.

10.

Para cada una de las sucesiones siguientes

1 —1)"
ap = C_l)n ) anzzzcosgéﬂ) ) ap = _;téi_l_ 9

a) probar que existen b, ¢ € R tales que
b, = asy, — b y Cn = Qopy1 —> C

b) estudiar la convergencia de (a,).

an+1

Comprobar que puede existir lim {/a, (a, > 0) y no existir lim

n—oo n—oo an

Sugerencia: considerar a, =2+ (—1)"

Calcular los limites de las sucesiones siguientes

a) /3" +2"
(n+3)! —n!
(n+4)!
nt —n+2"n
(n3 —1)2»

d) ¥2n2 -1
g" — 4
3n
2+ (=)
FEY e
g) VnZin+1l—n

cos(5")

(T 1- )
3n —on

5n — 4n

) &

K L

n?’L

Mostrar —utilizando la definicion— que las siguientes sucesiones son de Cauchy




11. Calcular los limites de las sucesiones siguientes

3n? —6n+1
f) In(e" — 1)
n

n?+1
sen(n! + 5n — 2) + cosn

J) Vn+b5n—4

) ()

12. Sean (an,) , (an;) y (an,) tres subsucesiones de la sucesion (a,). Si se sabe que las tres

convergen al mismo limite ¢, jse puede asegurar que a,, — ¢7 ;y a otro valor?

13. De la sucesion (a,) se sabe que las subsucesiones
asgk — €, agerr — €, agppr — €

Probar que a, — ¢. Explicar por qué este resultado no se contrapone con las respuestas

del ejercicio anterior.
14. Hallar el limite superior e inferior de
a)1,3,-1,1,3,-1,1,3,-1,
b) (1— L)sen(n%)
c) (=1)"(2+3)



15.

d) (=1)"n

e) sen(ny)

[ Es cierto que

a) si limsup z,, = 2, entonces existe ng € N tal que z,, > 1,99 para todo n > ng?
b) si lim sup x,, = b, entonces existe ny € N tal que z,, < b para todo n > ng?

¢) si limsup x,, = b, entonces existe ng € N tal que z,, < b+ % para todo n > ng?

Enunciar y responder situaciones analogas para el limite inferior.



APENDICE: DEFINICIONES Y RESULTADOS

Cota superior de un conjunto

Sea A C R no vacio. Decimos que el nimero « es una cota superior de A si

< o para todo z € A

Cota inferior de un conjunto

Sea A C R no vacio. Decimos que el nimero 3 es una cota inferior de A si

x> f para todo z € A

Conjunto acotado

Sea A C R no vacio. Decimos que
1. A esta acotado superiormente si tiene una cota superior
2. A esta acotado inferiormente si tiene una cota inferior

3. A esta acotado si esta acotado superior e inferiormente.

Supremo — Maximo
Sea A C R no vacio y acotado superiormente. Un nimero « se llama supremo de A si
1. « es cota superior de A

2. si a es cota superior de A, entonces a > a.

Se lo denota: sup A. En caso que o € A, se lo llama mdxzimo y se lo denota max A.

Infimo — Minimo

Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. Un nimero 3 se llama infimo de A si
1. B es cota inferior de A

2. si b es cota inferior de A, entonces b < f3.



Se lo denota: inf A. En caso que 8 € A, se lo llama minimo y se lo denota min A.

Axioma de Completitud

Todo subconjunto de los nimeros reales que sea no vacio y acotado superiormente tiene

supremo.

Proposicion

Sea A un conjunto acotado superiormente y no vacio. Un nimero real « es el supremo de

A si y solo si
1. « es cota superior de A

2. para cada € > 0 existe x € A tal que a — e < x.

Proposicion

Sea A un subconjunto de niimeros reales acotado inferiormente, entonces existe inf A.

Proposicion  (Principio de Arquimedes)

Dado z € R existe n € N tal que n > z.

Corolario

Sean a y b nimeros reales tales que 0 < a < b. Entonces existe n € N tal que na > b.
Proposicion (Densidad de Q)
Dados dos nimeros reales a < b, existe g € Q tal que

a<qg<b

Proposiciéon (Densidad de R\ Q)

Dados dos nimeros reales a < b, existe z € R\ Q tal que

a<xz<b



Desigualdad de Bernoulli

Sia > —1, entonces

(14+a)">1+na

para todo n € N.

Corolario

Sia > —1, entonces

Ntra<1+l
n

para todo n € N.

Limite finito

Sea (a,) una sucesion. Decimos que lim a, = ¢ € R si para cada € > 0 existe un ng € N
n—oo

tal que
n=ny — la,—/f|<e

Sucesion acotada

Sea (a,) una sucesién. Decimos que es acotada si existe M > 0 tal que
la,| < M
para todo n € N.

Proposicién

Toda sucesion convergente es acotada.

Proposicion

Sean (a,) y (b,) dos sucesiones convergentes. Sean a,b € R sus respectivos limites. Entonces
(1) ap+b, —a+b

(1) apb, — ab

an, a
(111) Si b, # 0 para todo n > ng, entonces %



Proposicién

Sean (ay) , (bn) y (c,) tres sucesiones tales que
para todo n € N. Si a,, — ¢ y ¢, — {, entonces b, — /.

Limite infinito

Sea (a,) una sucesiéon. Decimos que  a, — +oo  si para todo M > 0 existe ny € N tal
que
nzny = a,>M

Anélogamente, decimos que a, — —oo  si para todo M > 0 existe ng € N tal que
nzny = a,<-M
Finalmente, decimos que a,, — oo  si para todo M > 0 existe ng € N tal que

n=ny = |a,|>M

Algunos Iimites especiales

1. a—1
2. n—1
' .
0 sir] <1
+00 sir>1
3. r" —
00 sir<—1
| no existe sir= -1

Criterio de DAlembert

Qp41
Qp,

Sea (a,) una sucesién de ntimero positivos tales que — (. Entonces,

(1) si ¢ <1, entonces a, — 0

(11) si £ > 1 o ¢ = +o0, entonces a,, —» +00



10

Criterio de Cauchy

Sea (a,) una sucesién de nimero positivos tales que  /a, — ¢. Entonces,
(1) si ¢ <1, entonces a, — 0

(11) si £ > 1 o ¢ = +o0, entonces a, — +00

Sucesiones monotonas

Sea (a,) una sucesién de numeros reales. Se dice que

1. (a,) es creciente si

Qn, g Ap1
para todo n € N.
2. (an) es estrictamente creciente si
an < An41
para todo n € N.
3. (a,) es decreciente si
an, 2 An41

para todo n € N.
4. (ay) es estrictamente decreciente si
Ap, > Apy1

para todo n € N.

Proposicion

Toda sucesién monétona creciente (decreciente) y acotada superiormente (resp. inferiormente)
tiene limite y su valor es el supremo (resp. infimo) de {a, / n € N}.
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Proposiciéon  (Definicion de e)

1\"
La sucesion ((1 + —> ) es estrictamente creciente y acotada superiormente. A su limite
n

se lo denota
e=1lm (1+1)"

Sucesion de Cauchy

Sea (a,) una sucesién. Decimos que (a,) es de Cauchy si para todo € > 0 existe ng € N
tal que

n,m>=ny — |a,—ap|<e

Proposicion

Sea (a,) una sucesién de nimeros reales. Entonces, (a,) es de Cauchy < (a,,) es convergente.

Punto limite

Sea A C R un conjunto no vacio. Decimos que un nimero ¢ es un punto limite de A si

existe una sucesién (a,) C A tal que a,, — c.

Limite superior
Sea (a,) una sucesiéon y £ = {puntos limite de (a,)}.
1. si £ esté acotado superiormente, se llama limite superior de (a,) a

limsupa, =sup L

2. si £ no estd acotado superiormente, se llama limite superior de (a,) a

lim sup a,, = +00

Limite inferior
Sea (a,) una sucesiéon y £ = {puntos limite de (a,)}.
1. si £ esté acotado inferiormente, se llama limite inferior de (a,) a
liminf a,, = inf £
2. si £ no estd acotado inferiormente, se llama limite inferior de (a,) a

liminf a, = —oc0



