Calculo Avanzado - ler cuatrimestre 2013

Soluciones del primer parcial

1) Sea A = {(an) € Q: (a,) es eventualmente aritmética}. Vamos a probar
que #A = N, escribiéndolo como una unién numerable de conjuntos de
cardinal Ng.

Para cada k € N, sea A el conjunto de las sucesiones que son aritméticas a
partir del término k, esto es:

A ={(a,) CQ: 3d € Q tal que a1 —a, =d Vn > k}.

Es claro entonces, por la definicién de A, que A = U Ay. Luego, para resolver

keN
el ejercicio basta probar que # A, = N, para todo k£ € N.

Consideremos la funcién f : A, — Q**! definida por

fl(an)) = (a1, ..., ax, a1 — ag).

Esta funcién es inyectiva, pues una sucesion de A; queda completamente de-
terminada por el valor que toman sus primeras k£ coordenadas y la diferencia
entre las coordenadas (k + 1)—ésima y k—ésima, que es el d de la definicion.
Veamos que también es sobreyectiva. Dada una (k + 1)—upla de ndmeros
racionales (qi, ..., qk, qk+1), llamamos d = g4 y consideramos la sucesion
(15 Qi Qe +d, e +2d, g+ 3d, . . .). Es facil verificar que la sucesién asi de-
finida estd en Ay, y su imagen por f es precisamente (qi, - - ., Qk, Gk+1)-

En conclusién, f es biyectiva, y por lo tanto #A4;, = #Q*' = X, pues es
producto finito de conjuntos de cardinal Xy. Esto concluye la solucién. ll

2) a) Probemos que d es una métrica en X. Notemos quesi f, g € X, entonces
1 e{z€l0,1 : f(y) = g(y) para todoy € [z,1]} C [0,1]. Luego, d(f,g)
estd bien definido y d(f, g) € [0,1]. Es claro que d(f,g) = d(g, f).
Supongamos que d(f,g) = 0 y notemos

A={zel0,1]: f(y) = g(y) para todo y € [x,1]}.

Como inf A = 0, tomamos una sucesién (x,),en C A, tal que z,, \ 0, i.e,
(xz,) € A esuna sucesion decreciente de niimeros reales positivos que converge
a 0. Como x,, € A, tenemos que f y g coinciden en el intervalo [z, 1]. Luego,
f vy g coinciden en (0,1] = J,[zn,1]. Ademds, como f y ¢ son funciones
continuas tenemos que
f(0) = lm f(z,) = lm g(z,) = g(0).
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Por lo tanto, f = g como queriamos ver.



Tomemos ahora f, g, h € X. Queremos ver que d(f,g) < d(f,h) + d(h,g).
Sid(f,g) <d(f,h), es trivial. Supongamos entonces que d(f,g) > d(f,h) y
veamos que se tiene que d(f,g) = d(h, g). Sea o tal que d(f, h) < a < d(f,g)
v f = hen [a,1]. Fijemos € > 0. Tenemos que f = g en [d(f, g)+¢, 1]. Luego,
como a < d(f,g) + &, obtenemos que h = g en [d(f,g) + ¢,1]. Entonces
d(h,g) < d(f,g) + € para cualquier € > 0. Por lo tanto d(h,g) < d(f,g).
Si d(h,g) < d(f,g), tomamos [ tal que d(h,g) < f < d(f,g) y h =g
en [3,1]. Entonces, si notamos v = méx{a, 8}, tenemos que v < d(f,g)
y f = g en [y,1]. Lo que es una contradiccién, que proviene de suponer
que d(h,g) < d(f,g). Luego d(h,g) = d(f,g), y la desigualdad triangular se
cumple trivialmente.

b) Para ver que ninguna de las funciones identidad es continua, basta que
ver que BY(f,r) no es abierta para d, y que B (f,r) no es abierta para
d, para f € X y r > 0 convenientes. Dibujamos bocetos de los conjuntos
BA(f,r)y Bl (f,r), para f(z)=1—2yr=04.

B (f,r)

BY(f,7)

Veamos que B% (f,r) no es abierto para d. Dado § > 0, podemos construir
una funcién continua g € X que coincida con f en el intervalo [§/2,1] y



g(0) > 0 sea suficientemente grande. Luego, g ¢ B%(f,r) y g € B4(f,6). Es
decir, que B%(f,r) no contiene una bola para d centrada en f.
Similarmente, dado § > 0, podemos construir una funcién continua h € X
que solamente coincida con f en 1 y pertenezca a B=<(f,d). Luego, h ¢
BA(f,r) y h € B¥=(f,§). Es decir, que B%(f,r) no contiene una bola para
d~ centrada en f. H

3) Notemos que si F' C X es un conjunto abierto y cerrado a la vez y S es
un conjunto conexo, entonces S N F' es un subconjunto abierto y cerrado a
la vez en S, asi que o es vacio o es igual a S. Entonces si SN F # (), tiene
que ser S C F.

En particular, como la componente conexa de x es conexa y su interseccién
con cualquier conjunto abierto y cerrado a la vez que contiene a x es no
vacia (porque contiene a z), se deduce que esté contenida en la interseccion
de todos los subconjuntos de X que contienen a x y son a la vez abiertos y
cerrados.

La igualdad no vale, lo vimos en el ejercicio 10 de la practica 3. Mas con-
cretamente, si A, = {1} x [0,1] y X = UpenA, U {(0,0),(0,1)} entonces
{(0,0)} v {(0,1)} son componentes conexas de X, pero si B C X es abierto
y cerrado en X entonces {(0,0),(0,1)} € B o {(0,0),(0,)}NnB=0. 1A

4) Notemos que las f, convergen puntualmente a la funcién idénticamente

nula. Vamos a demostrar que la convergencia es uniforme.

Como g es continua en [0, 1], es acotada. Sea M > 0 tal que |g(x)| < M para

todo z € [0, 1].

Como ¢(1) = 0, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que |g(z)| < e para todo

xz € (1 —4,1]. Tomemos un ny € N tal que (1 — )™ < <. Entonces, para

todo n > ng tenemos que:

Siz € [0,1— 4], entonces | f,,(z)| = 2"|g(z)| < (1 —)"M < e.

Siz € (1—96,1], entonces |f,(x)] = z"|g(x)| < |g(z)| < e.

En sintesis, dado £ > 0 pudimos encontrar ng € N tal que sup |f,(z)] <€
z€(0,1

para todo n > ng. Luego, f, converge uniformemente a 0, C()[mj) queriamos

probar. B

£
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5) Supongamos que (X, d’) es completo.

Sea {x,} una sucesién de Cauchy en (X, d), es decir que dado gy > 0, existe
no € N tal que si m,n > ng entonces d(z,,r,) < €o/c2. Pero entonces
d(xp, xm) < cod(xp, ) < €9 para todo n,m > ng, o sea que {z,} es de
Cauchy en (X,d'). Entonces x, — x en (X,d') (porque es completo).
Veamos que x, — x también en (X, d). Como z, — x en (X,d’), para cada
e > 0 existe kg € N tal que d'(zx, ) < c¢1e para todo k > kg. Pero entonces
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d(zg,x) < d'(vg,x)/c1 < € para todo k > kg, o sea que x, — x en (X, d).
La otra implicacion es analoga.
No se puede concluir lo mismo si solamente pedimos que las métricas d y
d" sean topolégicamente equivalentes, lo vimos en el ejercicio 5 iv) de la
T Y

— es
1+ x| 1+y|
topolégicamente equivalente a la métrica usual d(z,y) = |z — y| en R, pero
R no es completo con la métrica d’. B

practica 3. M&s concretamente, la métrica d'(z,y) =



