CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2013

PrRAcTICA 6: COMPLETITUD, BAIRE

Completitud

Ejercicio 1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea (x,)neny C X. Probar que:

i) lim x, = x siy sélo si para toda subsucesién (zn, )ken, lim z,, = z.
n—00 k—oo

ii) Si existe x € X para el cual toda subsucesién (zp, )ren de (2 )nen tiene una subsucesion

(a:nkj )jen tal que jh'rglo Ty, = T, entonces (zp)neN converge y nanolo Ty = T.
—

iii) Si (zn)nen es convergente, entonces (x,)nen es de Cauchy. ;Vale la reciproca?
iv) Si (z,,)nen es de Cauchy, entonces es acotada.

v) Si (zn)nen es de Cauchy y tiene una subsucesion (x,, )ren tal que kh'm Tp, =2 € X,
—00

entonces (Z,)nen converge y lim xz, = x.
n—oo

Ejercicio 2. Probar que si toda bola cerrada de un espacio métrico X es un subespacio completo
de X, entonces X es completo.

Ejercicio 3. Sea (X, d) un espacio métrico.
i) Probar que todo subespacio completo de (X, d) es un subconjunto cerrado de X.

ii) Probar que si X es completo, entonces todo subconjunto F' C X cerrado, es un subespacio
completo de X.

Ejercicio 4. (Teorema de Cantor) Probar que un espacio métrico (X, d) es completo si y sélo si
toda familia (F},),en de subconjuntos de X cerrados, no vacios tales que F, 11 C F,, para todo
n € Ny diam(F,) — 0 tiene un tnico punto en la interseccion.

Ejercicio 5. Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos. Probar que (X x Y,d) es completo si y
sélo si (X,d) e (Y,d) son completos.

Ejercicio 6. Sean X e Y espacios métricos, Y completo. Sea D C X densoy sea f: D — Y
una funcién uniformemente continua. Probar que f tiene una unica extensiéon continua a todo
X, es decir, existe una tnica funcién F' : X — Y continua tal que F|p = f. (Méas ain, F es
uniformemente continua).

Ejercicio 7.
i) Sea X un espacio métrico y sea B(X) = {f : X — R / f es acotada }. Probar que
(B(X),d) es un espacio métrico completo, donde dw(f, g) = sup |f(z) — g(z)|.
reX

ii) Sean a,b € R, a < b. Probar que (Cla,b],d~) es un espacio métrico completo, donde
do(f,9) = sup |f(z)—g(z)].

z€[a,b]

iii) Probar que Cp := {(an)neny C R | a,, — 0} es un espacio métrico completo con la distancia
doo((an)nGNa (bn)nEN) = sup |an - bn|
zeN



Ejercicio 8. Sea (X, d) un espacio métrico y sea D C X un subconjunto denso con la propiedad
que toda sucesién de Cauchy (an)nen C D converge en X. Probar que X es completo.

Baire

Ejercicio 9. Probar que R™ no puede escribirse como unién numerable de subespacios vectoriales
propios.

Ejercicio 10. Sean (X, d) un espacio métrico completo sin puntos aislados y sea D un subcon-
junto denso y numerable de X. Probar que D no es un Gs.

Ejercicio 11. Demostrar que no existe ninguna funcién f : R — R que sea continua sélo en
los racionales.
Sugerencia: Para cada n € N considerar

1
U, = {x € R / JU C R abierto con z € U y diam(f(U)) < ﬁ}

Ejercicio 12.
Sea (In)nen la sucesién de intervalos de [0, 1] con extremos racionales y para cada n € N sea

E,={f€C0,1] / f es mon6tona en I}.
i) Probar que para cada n € N, E,, es cerrado y de interior vacio en (C]0, 1], dw).

ii) Deducir que existen funciones continuas en el intervalo [0, 1] que no son mondtonas en
ningun subintervalo.

Ejercicio 13. Sea (X, d) espacio métrico. Se dice que un conjunto A C X es nunca denso si

—0
A =0.
i) Probar que si A es nunca denso, entonces X — A es denso. ;Vale el reciproco?

ii) Probar que si A es abierto y denso, entonces X — A es nunca denso.

Ejercicio 14. Sea (X, d) espacio métrico y A C X. Probar que son equivalentes:
(1) A es nunca denso;
(2) toda bola B abierta contiene otra By C B abierta tal que By N A = ();

(3) A no es denso en ninguna bola abierta.

Ejercicio 15. Sea Lipla,b] = {f € Cla,b]/ Ik > 0, |f(x) — f(y)| < k|z — y|}. Probar que
Lipla,b]° = 0 en C|a,b].



