CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2013

PrRAcCTICA 5: CONVERGENCIA UNIFORME

Ejercicio 1.
i) Hallar el limite puntual de la sucesién (f,,)nen definida sobre A C R.
a) folx)= 2", A=(-1,1].
b) fu(z)= &, A=(1,+00).
(¢) falz) = nlzx(1—-2%)", A=][0,1].

ii) Para a) demostrar que la convergencia es uniforme en A = (0,1/2], idem en b) con
A =[2,5]. ;Es uniforme la convergencia de c¢) en A o en algin sub-intervalo de A?

Ejercicio 2. Analizar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de
funciones:

) fule) = 2y e
i) fo(z) = (%)m e R.
iii) fn(z):n+1z, z €C.

iv) fu(z) =nz?, z €C.
V) fu(z) = 2", definidas en {z € C||z| < 1}

Ejercicio 3. Sea X un conjunto y sea B(X) el conjunto de las funciones X — C que son
acotadas. Sea (fy)n>1 una sucesién en B(X).

i) Si (fn)n>1 converge puntualmente a una funcién f: X — C, jes cierto que f € B(X)?
ii) Probar que si (fy)n>1 converge uniformemente a f: X — C, entonces f € B(X).

iii) Probar que la sucesion (fy)n>1 converge uniformemente a una funcién acotada f : X — C
si y s6lo si (fy)n>1 converge a f en (B(X),dx).

iv) Probar que si (fn)n>1 converge uniformemente en X, entonces existe M > 0 tal que
|fn(z)| < M para todo x € X y todo n € N. En otras palabras, la sucesién (fp)n>1 €s
uniformemente acotada.

Dax
Ejercicio 4. Sea f, : R — R dada por f,(z) = . wa — 1 ix(n—:— 1))2 5 » probar que (fn)n>1

converge puntualmente pero no uniformemente a una funcién continua.

Ejercicio 5. Sea X un conjunto. Si (f,) : X — Ry (g,) : X — R convergen uniformemente
en F C X, probar que (f, + gn) converge uniformemente en E. Si ademas (f,) v (gn) son
uniformemente acotadas, entonces ( f,g,) es uniformemente convergente. Mostrar con un ejemplo
que esta ultima restriccién es necesaria.



Ejercicio 6.

i) Sea (fn)nen una sucesién de funciones con f, : R — R, cada una de ellas derivable, que
converge a una funcién f : R — R y tal que f; son continuas y convergen uniformemente
a una funcién g : R — R. Probar que f es derivable y que f' = g. (Sugerencia: usar el
teorema fundamental del calculo).

. .« . sen(nx .
ii) Probar que la sucesién de funciones f,(z) = % converge uniformemente en R, pero

sin embargo la sucesién de sus derivadas no converge en ningin punto.

Ejercicio 7. Hallar (y justificar) los conjuntos en R de convergencia puntual, uniforme y no
convergencia de las siguientes series:
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., Qué ocurre con la serie que se obtiene derivando término a término?

Ejercicio 8. Consideramos la funcién dada por la serie:

(=3

n=1

Probar que la serie converge uniformemente en cada intervalo (1 + £,00) hacia una funcién
continua, y que es posible derivarla término a término en dicho intervalo.

Ejercicio 9. Sean f,, continuas en [0, 1] tales que f,, — f. Decidir si vale la siguiente afirmacion:

lim o frn(x)dx = /1 f(x)dx.
0

n—oo 0

Ejercicio 10. Sean (X,d) e (Y,d') espacios métricos. Una familia F de funciones X — Y es
equicontinua en xy € X si para todo £ > 0 existe d > 0 tal que

d(.’L’,xo) <o = vf € -Fv d/(f($),f($0)) <Ee&.
Se dice que F es equicontinua en X si es equicontinua en x para todo =z € X.

i) Toda familia finita de funciones de X en Y continuas en xg € X es equicontinua en .

ii) Sea B(X,Y) el conjunto de las funciones acotadas de X en Y. Si F C B(X,Y) es una
familia equicontinua, entonces F también es equicontinua.



