CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2013

PrAcTICA 10: ESpAcios DE HILBERT

Ejercicio 1. Probar que son espacios de Hilbert:

n
i) C", con producto interno (z,y) = Z 1Yk, sobre k= C.
k=1

o0
ii) ¢2, con producto interno (z,y) = Zwkyk, sobre k = R.
k=1

Ejercicio 2. (Férmulas de polarizacién) Sea E un espacio vectorial con producto interno. Probar
que si E es real, entonces para todos x,y € E vale la formula

1
(w,y) = 7{ Il + vl = lo —yl*}:

y si E es complejo, entonces
1 . . .
(w.y) = 7{ Il +yl2 = llz = yl? +i(llz + iyl — o = iy)1?) }.

Ejercicio 3. Sea E un espacio normado, y sean z,y € E tales que ||z|| = ||y|| = r, * # y. Probar
que si la norma de E proviene de un producto interno, entonces para todo ¢t € (0,1) se tiene
Itz + (1 —t)y|| <.

Ejercicio 4.

i) Sea E un espacio normado. Probar que si la norma de E proviene de un producto interno,
entonces se verifica la identidad del paralelogramo, esto es:

lz +yl* + lz = yl* =2 (|«)® + lyI?)  Vz,y e E.
ii) Probar que (¢,] ||,) con p # 2y (C[0,1], ] ||s) no son espacios de Hilbert.
Ejercicio 5. Sean H un espacio de Hilbert y S C H un subespacio.
i) Probar que S+ = S
ii) Probar que si S es cerrado, entonces (SL)L =S.
iii) Probar que en general (SL)l =S.
Ejercicio 6. Sea H un espacio de Hilbert y sea {e; };c; un conjunto ortonormal. Son equivalentes:
1. {ei}tier es ortonormal maximal.
2. Sixz e H, xle; Vi, entonces x = 0.

3. El subespacio generado por los e; es denso en H.

En caso de que {e;};c; cumpla alguna de las anteriores (y por lo tanto todas), diremos que
{ei}ier es una base de H. (No confundir con las bases de H como espacio vectorial, a las que
llamaremos «bases algebraicas» o «bases de Hamel» para diferenciar.)

Ejercicio 7. (Ortogonalizacién de Gram-Schmidt) Sea H un espacio de Hilbert sobre k = R
6 C y supongamos que {by,}, es un subconjunto linealmente independiente de H que genera un
subespacio denso en H.



i) Definamos e := H%H y, una vez definido e,

n

b1 — Z<bn+1a €k) ek

L k=1
En+41 = Py

st — 3 {burr ex) el

k=1

Probar que {ey}, es una base de H.

ii) Sea {fn}n un conjunto ortonormal tal que para todo n, f, pertenece al subespacio generado
por {b1,...,b,}. Probar que existen escalares «, € k, con |a,| =1 para todo n, tales que
fn = ape, para todo n.

Ejercicio 8. (Desigualdad de Bessel) Sea H un espacio de Hilbert y sea {zy}neny un conjunto
ortonormal. Probar que para todos € H y N € N, "N |[(z,x,)]? < ||#]|>. Deducir que la
serie Yo | [(z, z,)|* converge y su suma es menor o igual que ||z|?.

Ejercicio 9. Sea H un espacio de Hilbert. Si {e,,},, es una base de H, entonces Vax € H valen:
) =3 (z,en)en
i) flo)? = 3202 [, en)[?
i) SiyeH, (z,y) =3, (z en) 1 en)
Ejercicio 10. Sean H y K espacios de Hilbert. En H x K definimos
((h1, k1), (ho, k2)) = (h1,ho)m + (K1, k2) K

Probar que (H x K, (, )) es un espacio de Hilbert, y que H x {0} y {0} x K son cerrados y
ortogonales en H x K.

Ejercicio 11.

i) Sean H un espacio de Hilbert, D C H un subconjunto. Probar que el subespacio generado
por D es denso en H si y sélo si se verifica

(x,y) =0 Vye D=2=0

ii) Sea S = {x €. an = O}. Probar que S es denso en /2.
n=1

Ejercicio 12. Sean S y T subespacios cerrados y ortogonales de un espacio de Hilbert H. Probar
que S ® T es cerrado.

Ejercicio 13. Si {z), }nen es un conjunto ortogonal en un espacio de Hilbert H, son equivalentes:
1. Y2, x, converge.

2. 3% | |lznl/? converge.



