
LA PROPIEDAD DEL NÚMERO DE LEBESGUE

MATÍAS SAUCEDO

Definición 1. Sea X un espacio métrico y sea U = {Ui}i∈I un cubrimiento por abiertos de
X. Un número λ > 0 se llama un número de Lebesgue del cubrimiento U si para cada x ∈ X,
la bola de centro x y radio λ está contenida en alguno de los abiertos del cubrimiento, es
decir, existe j ∈ I (que depende de x) tal que B(x, λ) ⊆ Uj.

Observación 2. Si λ es un número de Lebesgue del cubrimiento U y 0 < λ′ < λ, entonces λ′

también es un número de Lebesgue del cubrimiento.

Notar que, en general, si U = {Ui}i∈I es un cubrimiento por abiertos de X, entonces cada
punto x ∈ X debe pertenecer a algún Uj, y por lo tanto, como Uj es abierto, existirá algún
radio rx > 0 tal que B(x, rx) ⊆ Uj. Es decir que para cada punto de X hay una bola
centrada en ese punto que está contenida en algún abierto de U . La existencia de un número
de Lebesgue del cubrimiento nos dice algo más fuerte, pues ahora podemos tomar el mismo
radio para todos los puntos de X.
Un cubrimiento por abiertos de un espacio métrico arbitrario X puede no tener un número
de Lebesgue, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Sea X = (0, 1) con la métrica usual. Para cada n ∈ N, sea Un =
(
1
n
, 1
)
.

Es claro que U = {Un}n∈N es un cubrimiento por abiertos de X. Supongamos que λ > 0
es un número de Lebesgue de U , y tomemos un x ∈ (0, λ). Entonces, el intervalo (0, x]
está totalmente contenido en B(x, λ), y como λ es número de Lebesgue, esta bola debe estar
contenida en algún Un. Sin embargo ningún Un contiene a (0, x]. Esta contradicción provino
de suponer que el cubrimiento teńıa un número de Lebesgue.

Definición 4. Diremos que un espacio métrico X tiene la propiedad del número de Lebesgue
si todo cubrimiento por abiertos de X tiene un número de Lebesgue.

Nos interesa estudiar qué relaciones hay entre la propiedad del número de Lebesgue y otras
propiedades métricas de un espacio X. Un primer resultado que tenemos es el siguiente.

Teorema 5. Todo espacio métrico compacto tiene la propiedad del número de Lebesgue.

Demostración. Procedemos por el absurdo. Sea X un espacio métrico compacto y supon-
gamos que existe un cubrimiento por abiertos U = {Ui}i∈I de X que no tiene número de
Lebesgue. En particular, para cada n ∈ N existe algún xn ∈ X con la propiedad de que la
bola B(xn,

1
n
) no está contenida en ningún abierto de U .

Como X es compacto, la sucesión (xn)n∈N tiene una subsucesión convergente (xnk
)k∈N. Sea

x el ĺımite de esta sucesión, y sea j ∈ I tal que x ∈ Uj. Como Uj es abierto, existe algún
r > 0 tal que B(x, r) ⊆ Uj. Tomemos un k0 ∈ N suficientemente grande de manera que se
cumpla que 1

nk0
< r

2
y d(xnk0

, x) < r
2
.

Por desigualdad triangular, si z ∈ B(xnk0
, r
2
), entonces

d(z, x) ≤ d(z, xnk0
) + d(xnk0

, x) <
r

2
+
r

2
= r.
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2 MATÍAS SAUCEDO

Tenemos entonces que B(xnk0
, 1
nk0

) ⊆ B(xnk0
, r
2
) ⊆ B(x, r) ⊆ Uj, lo cual es absurdo por

cómo estaban definidos los xn.
Por lo tanto, X tiene la propiedad del número de Lebesgue. �

La rećıproca del teorema anterior no es cierta, es decir, existen espacios métricos no com-
pactos con la propiedad del número de Lebesgue.

Ejemplo 6. Sea X = Z con la métrica usual. Entonces, sin importar cuál sea el cubrimiento
por abiertos U = {Ui}i∈I , λ = 1 es un número de Lebesgue del cubrimiento U , pues para
cada x ∈ X es B(x, 1) = {x} y entonces en particular está contenida en algún abierto del
cubrimiento.

Una implicación que śı vale y es fácil de probar es la siguiente.

Teorema 7. Todo espacio métrico con la propiedad del número de Lebesgue es completo.

Demostración. Sea X un espacio métrico con la propiedad del número de Lebesgue, y sea
(xn)n∈N una sucesión de Cauchy en X. Supongamos que (xn) no es convergente, entonces,
para cada x ∈ X, existe un εx > 0 con la propiedad de que infinitos términos de la sucesión
caen afuera de la bola B(x, εx). Consideramos el cubrimiento U = {B(x, εx)}x∈X , sea λ un
número de Lebesgue de U . Tenemos entonces que para cada x ∈ X hay infinitos términos de
la sucesión (xn) que caen afuera de la bola B(x, λ). Sin embargo, como (xn) es de Cauchy,
sabemos que existe un n0 ∈ N tal que d(xn0 , xn) < λ para todo n ≥ n0. En particular
hay sólo finitos términos de la sucesión que caen afuera de la bola B(xn0 , λ), absurdo. La
contradicción provino de suponer que la sucesión no era convergente.
Por lo tanto, X es completo. �

Cabe hacerse la pregunta de si existe alguna hipótesis ligeramente más fuerte que la propiedad
del número de Lebesgue que permita concluir que el espacio es compacto. En el ejemplo 6,
parte de la falla estuvo en que los puntos aislados no representaban ninguna restricción a
la hora de buscar un número de Lebesgue, mientras que śı pod́ıan arruinar la compacidad.
El siguiente teorema prueba que, esencialmente, ese es el único tipo de inconveniente que
podemos tener.

Teorema 8. Sea X un espacio métrico sin puntos aislados con la propiedad del número
de Lebesgue. Entonces X es compacto.

Demostración. Probaremos la compacidad de X viendo que toda sucesión tiene una subsu-
cesión convergente.
Procedemos por el absurdo. Supongamos que existe una sucesión (xn)n∈N ⊂ X que no
tiene ninguna subsucesión convergente. Podemos suponer, tomando una subsucesión si es
necesario, que todos los términos de la sucesión son distintos. (La sucesión original debe
tener infinitos términos distintos, pues en caso contrario habŕıa un término que se repite
infinitas veces y por lo tanto habŕıa una subsucesión convergente.)
Sea U = X \{xn / n ∈ N}. Afirmamos que U es abierto: en efecto, si x ∈ U no es interior, sig-
nifica que toda bola centrada en x contiene términos de la sucesión, pero entonces, podŕıamos
obtener una subsucesión de (xn) que converge a x, contradiciendo nuestra suposición. Luego
U es abierto.
De manera similar se prueba que para cada n existe un εn > 0 tal que la bola B(xn, εn) no
contiene ningún término de la sucesión distinto de xn.
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Ahora, para cada n ∈ N sea δn un número positivo que cumple las siguientes dos condiciones:
δn < mı́n{εn, 1

n
}, y además B(xn, δn) es un subconjunto propio de B(xn,

1
n
). (Aqúı es esencial

la hipótesis de que el espacio no tenga puntos aislados, pues si B(xn,
1
n
) teńıa un solo punto,

B(xn, δn) nunca va a poder ser un subconjunto propio.)
Consideremos el cubrimiento por abiertos U de X formado por U y todas las bolas B(xn, δn)
con n ∈ N. Sea λ > 0 un número de Lebesgue de U , y sea m ∈ N tal que 1

m
< λ. Por definición

de número de Lebesgue, la bola B(xm, λ) debe estar contenida en alguno de los abiertos de
U . Pero xm no está en U ni en ninguna de las bolas B(xn, δn) con n 6= m. Entonces, la
única posibilidad es que sea B(xm, λ) ⊆ B(xm, δm). Por otra parte, por definición de δm es
B(xm, δm) ( B(xm,

1
m

) ⊆ B(xm, λ). Entonces B(xm, λ) ( B(xm, λ), lo cual es absurdo.
Esto concluye la demostración. �
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