Analisis II-Analisis matematico II-Matematica 3.
ler. cuatrimestre de 2013

Practica 1 - Curvas, integral de longitud de arco e integrales curvilineas.

Curvas

Definiciéon 1. Una curva C C R? es un conjunto de puntos en el espacio que puede describirse mediante
un parametro que varia en forma continua en un intervalo de la recta.

Mas precisamente, C es una curva si existen funciones z(t), y(t), z(t) definidas en algtn intervalo
[a,b] tales que (x,y,2) € C siy solo si existe ¢ € [a, b] tal que

T = $(t),
= y(1),
z = z(t)

Llamemos o : [a,b] — R? a la funcion o(t) = (z(t), y(t), 2(t)). Entonces, C es la imagen por o del
intervalo [a, b]. o se llama una “parametrizacion de C”.

Definicién 2. Una curva abierta C se dice “simple” si no se corta a si misma. Més precisamente, si
admite una parametrizacion inyectiva.

Definicion 3. Sea C una curva, Py € C. Una recta L por Py se llama tangente a C en P si es el limite
de las rectas secantes a C por Py. Estas son las rectas que pasan por Py Py con P € C.

El limite se entiende en el sentido de que el angulo entre L y la secante por Py y P tiende a 0
cuando P se acerca a Py con P € C.

a(P) = angulo entre L y la secante por P0 yP

Proposicién. Si C es una curva que admite una parametrizacion o : [a,b] — R3 con o € C*([a, b)),
inyectiva y o’(tg) := (2'(to),y'(to), 7' (to)) # (0,0,0) para un ¢y € [a,b], se sigue que C tiene recta
tangente en el punto Py = o(tg) y esta recta tiene la direccion del vector o’ (t).

Definicion 4. Una curva se dice “suave” si tiene recta tangente en todos sus puntos y ésta varia con
continuidad en el sentido de que Lp tiende a Lp, cuando P — F.



Mas precismante, llamamos Lp a la tangente en el punto P € C. Escribamos Lp = P + L', donde
L' es una recta por el origen. Decimos que Lp tiende a Lp, cuando P — Py si L, — L},O.

Una parametrizacion o : [a,b] — R3 de una curva abierta, simple, suave C se dice “regular” si o es
una biyeccion entre [a,b] y C, o € C1([a,b]) y o'(t) # (0,0,0) para todo t € [a, b].

Definicién 5. C es una curva cerrada, simple si existe una parametrizacion o : [a,b] — R3 que es
inyectiva en [a, b), continua en [a, b, o(a) = o(b) y la imagen de o es C.

Si C' es una curva cerrada, simple, suave, una parametrizacion o : [a,b] — R? se dice “regular” si o
es inyectiva en [a,b), la imagen de o es C, 0 € C([a,b]), o(a) = o(b), o'(a) = o' (b) y o'(t) # (0,0,0)
para todo t € [a, b].

Definicién 6. Decimos que C es una curva simple si es una curva abierta simple o una curva cerrada
simple.

Ejercicio 1 1. Probar que

x1(t) = rcos 2t xo(t) = rcosdmt

y1(t) = rsen 27t y2(t) = rsendmnt

son dos parametrizaciones C'! de la circunferencia de centro (0,0) y radio r.
2. Probar que la circunferencia es una curva cerrada, simple, suave.

3. Probar que o3(t) = (22(t),y2(t)), t € [0,1] no es una parametrizacion regular.

Ejercicio 2 Considerar la curva C formada por los segmentos que unen el (0,1) con el (0,0) y el (0,0)
con el (1,0).

(0,11

c o

Probar que

()= 4 O =17), S0t <1,
"= -020), si1<i<o

es una parametrizacion C* de la curva C.
Observar que C no tiene recta tangente en el (0,0). ;Por qué no hay contradiccion?

Ejercicio 3 Parametrice el segmento que une los puntos (1,2,0) con (4,0,6). Reparametrice la cur-
va para que el modulo de la velocidad sea 1. jCuél es la longitud del intervalo de definicién de la
reparametrizacion?



Ejercicio 4 Exhiba una curva parametrizada (en R?) que empiece en (—1,0) y termine en (0, —1)
pero que no pase por (0,0). Haga un dibujo.

Ejercicio 5 Parametrice la circunferencia contenida en el plano de ecuacion = + y + z = 1, que esté
centrada en el punto (2, —2,1), y tenga radio 40. Reparametrice la circunferencia de manera a que esté
recorrida al doble de velocidad y en sentido contrario.

Ejercicio 6 Sea o(t) = (t3,#3) con —1 <t < 1.
Probar que o es una parametrizacién C' del segmento y = z, —1 < 2 < 1 que es una curva suave.
Observar que o’(0) = (0, 0).
Ejercicio 7 Sea C el arco de parabola y = 22 con 0 < z < 1.
1. Probar que C es una curva abierta, simple, suave
2. Probar que 5(s) := (z(s),y(s)) dada por
Z(s)=¢€"—1
0<s<In2
§(s) = (¢ — 1)
es una parametrizaciéon regular de C.
3. Observar que o(t) := (¢,t?) con t € [0, 1] es otra parametrizacion regular.
4. Hallar una funcion g : [0,1] — [0,1n2] tal que 5 (g(t)) = o(t) para todo ¢ € [0, 1].
Observar que g es biyectiva y C*.

Ejercicio 8 Sea C una curva cerrada, simple, suave y o : [a,b] — R? una parametrizacion regular de
C. Sean @ € (a,b) y b= a+ b — a. Consideremos la funcién & : [a,b] — R3 definida por

(s) o(s) si s € [a, bl
s) = _
o(a+ (s—1b))) siselbb]
Probar que ¢ es una parametrizacion regular de C (que recorre la curva C desde y hasta el punto

a(a)).

Ejercicio 9 Sea C una curva simple, suave. Sea o : [a,b] — R? una parametrizacién regular de C. Sea
[a1,b1] un intervalo arbitrario. Consideremos la funcién oy : a1, b1] — R? definida por

Probar que ¢ es una parametrizacion regular de C.

Definiciéon 7. Sea o(t) la posicion en el instante ¢ de una particula que se mueve en el espacio en
forma continua. Esta particula recorre una curva C y o es una parametrizacion de C.

En este contexto o/(t) es un vector cuya magnitud da la rapidez con la que se mueve la particula
al pasar por el punto o(t). Ademaés, este vector da la direccion y sentido del movimiento. Por eso se lo
denomina “vector velocidad”.

Por un razonamiento analogo, al vector o”(t) se lo denomina “vector aceleracion”.

Conservaremos esta nomenclatura para estos vectores atin cuando la curva C y/o la parametrizacion
o no correspondan a la trayectoria de una particula.



Ejercicio 10 Determinar los vectores velocidad y aceleracion, y la ecuaciéon de la recta tangente para
cada una de las curvas cuyas parametrizaciones se dan a continuacion, en el valor especificado de t.

1. o(t) = (6t,3t%,t%), t=0

(
2. o(t) = (cos?t,3t —t3,t), t=0
3. o(t) = (sin3t,cos 3t,2t2), t=1
(

4. o(t)=(0,0,t), t=1

Ejercicio 11 ;Qué fuerza actia sobre una particula de masa m en el instante t = 0 si sigue la
trayectoria dada por la funcion o del Ejercicio 7.(1)7

Ejercicio 12 Suponer que una particula sigue la trayectoria o(t) = (e!, et cost) hasta que sale por

una tangente en ¢ = 1. Hallar la ubicacion de la particula en t = 2. Suponer que ninguna fuerza actta
sobre ella después del tiempo ¢ = 1.

Integral de longitud de arco

Ejercicio 13 Considerar una particula que se mueve siguiendo la trayectoria o(t) = (t—sent, 1—cost).
Hallar la velocidad, rapidez, y la longitud del arco descripto por la particula entre los puntos o(0) y
o(1). Observar que o describe la funcién de posicion de un punto en un circulo de radio 1, que va
rodando. La curva que describe se conoce como cicloide.

Ejercicio 14 En los siguientes casos, calcular la longitud de la curva, donde ¢ es una parametrizaciéon
de la misma sobre el intervalo [a, b], siendo:

1. o(t)=(t,t?) a=0, b=1

2. o(t)= (Vt,t+1,t) a=10 b=20

Ejercicio 15 Sea C una curva simple, suave y o : [a,b] — R3 una parametrizacion regular de la misma.
Para cada t € [a, b] sea g(t) la longitud del arco de curva entre los puntos o(a) y o(t). Sabemos que

olt) = / o' (7)]| dr.

La funcién g(t) resulta ser continuamente diferenciable con derivada no nula para todo ¢. (En particular,
se tiene que [|o’(t)|| = ¢'(t) es la variacion instantédnea de la longitud de arco en el punto o(t). Esto
justifica que, cuando o(t) describe la posicién de una particula que se mueve sobre la curva C, la
magnitud ||o’(t)|| es la rapidez con que se mueve la particula).

Por ser ¢'(t) # 0 para todo ¢, la funcién g admite una inversa continuamente diferenciable.

Sea G(s) = o(g~'(s)). Probar que & : [0,¢] — R?, con ¢ la longitud de C, es una parametrizacion
regular de C tal que la longitud del arco que va de 6(0) a &(s) es s.

Esto justifica la notacién ds que muchas veces se da al diferencial de longitud de arco.



Ejercicio 16 Sea C la curva dada por

T =acost
Yy =asent t>0
z=>bt

Parametrizar esta curva por longitud de arco.

Ejercicio 17 Evaluar las integrales de longitud de arco fc f(x,y, z) ds, donde o es una parametrizacion
de C, en los casos siguientes

1. f(z,y,2) =z+y+z, o(t)=(sent,cost,t), tel0,2n]
2. f(x,y,2) =cosz, o como en la parte 1.
3. flx,y,2) =xcosz, o(t)=(tt20), tc]0,1]
Ejercicio 18 1. Mostrar que la integral de longitud de arco de f(x,y) a lo largo de una curva dada

en coordenadas polares por r = r(0), §; < 0 < 0 es

0>

2
f(rcosf,rsin@)q/r? + <dr> de.
. do

2. Calcular la longitud de la curva r =1+ cos, 0 < 0 < 2.

Ejercicio 19 Suponer que la semicircunferencia parametrizado por:
o(6) = (0,asenf,acosh), 6 € [0, 7],
con a > 0, estd hecha de alambre con densidad uniforme de 2 gramos por unidad de longitud.
1. ;Cual es la masa total del alambre?
2. ijDonde esté el centro de masa de esta configuracion de alambre?

3. Si la temperatura ambiente es igual a = + y — 2z en el punto (z,y, z), calcular la temperatura
promedio sobre el alambre.

Ejercicio 20 Si f : [a,b] — R es continuamente diferenciable a trozos, el gréafico de f en [a,b] es una
curva que se puede parametrizar como o(t) = (t, f(t)) para t € [a, b].

1. Mostrar que la longitud del grafico de f en [a,b] es
b
/ V14 [f(2)]?d.

2. Hallar la longitud del graficode y =logz dex =1 a x = 2.



Ejercicio 21 Se quiere pintar una cerca que se encuentra sobre un campo ondulado. La cerca se
encuentra a una distancia variable de una ruta recta que supondremos que ocupa el eje y.

Pongamos el kilometro 0 de la ruta a la altura del comienzo de la cerca. Esta se encuentra entre
los kilémetros 0 y 1, a una distancia variable igual a y(1 —y) + 1 del kilometro y de la ruta (calculada
sobre el plano del nivel del mar).

El terreno puede describirse por medio de su altura sobre el nivel del mar. Con ese fin, describiremos
el plano del nivel del mar en términos de la distancia = (en kilometros) desde el punto a la ruta (sobre
el plano) y del kilometraje y que le corresponde sobre la ruta. En estos términos, la altura z del terreno
sobre el nivel del mar en los puntos (z,y) cercanos a la cerca es (1 —y) + x.

Nuestra cerca tiene altura variable h = % a la altura del kilometro y de larutasi0 <y <1/2y
h=%2Ysi1/2<y<l

Si 1 litro de pintura rinde 4 m? ;Cuantos litros de pintura tengo que comprar?

Integrales curvilineas

Ejercicio 22 Sea F(z,y,2) = (z,y, z). Evaluar la integral curvilinea de F a lo largo de las curvas
orientadas C dadas por las siguientes parametrizaciones:

1 oo(t)=(t,t,t), 0<t<1

2. o(t) = (sint,0,cost), 0<t<2rm

Ejercicio 23 Para las curvas orientadas C parametrizadas por las correspondientes funciones o, eva-
luar las integrales siguientes:

L. [pzdy—ydx, o(t) = (cost,sint), 0<t<2m

2. Joxdr+ydy, ot)= (cos(nt),sin(nt)), 0<t<2

Ejercicio 24 Considerar la fuerza F(z,y,2) = (x,y, z). Calcular el trabajo realizado al mover una
particula a lo largo de la pardbola y = 22, 2 =0,de x = —1 a = = 2.

Ejercicio 25 Sea C una curva orientada suave parametrizada por o.

1. Suponer que F es perpendicular a ¢’(t) en o(t) para todo t. Mostrar que

/F-ds:O.
C

2. Si F es paralelo a o/(t) en o(t) para todo t, mostrar que

/F-ds:/||F||ds.
C c

(Aqui, por paralelo a o’(t) se entiende que F (o (t)) = A(t)o’(t), donde A(t) > 0.)

Ejercicio 26 ;Cuél es el valor de la integral curvilinea de un campo gradiente sobre una curva cerrada
C?



Ejercicio 27 Suponer que Vf(z,y,z) = (2xyzex2,zez2,ye“”2). Si £(0,0,0) = 5, hallar f(1,1,2).

Ejercicio 28 Considerar el campo de fuerza gravitacional (con G = m = M = 1) definido (para

(z,y,2) # (0,0,0)) por: 1

(22 + 32 + 22)2
Mostrar que el trabajo realizado por la fuerza gravitacional conforme una particula se mueve de

(w1,y1,21) a (w2, Y2, 22), alo largo de cualquier trayectoria, depende s6lo de los radios Ry = \/x% + y? + 2%
y Ry = \/azg —i—y% +z§.

F(x,y,z) = (x,y,z).

Ejercicio 29 Sean f : R? — R una funcién C!, G : R? — R? un campo C' y F = Vf + G. Sea C una
curva cerrada, simple, suave, orientada. Verificar que

/F-ds:/G-ds.
C C

Ejercicio 30 Sea C una curva suave, o : [a,b] — R? una parametrizacion regular de C. Sea g : [, b] —
[, b] una biyeccion C! con ¢/(7) # 0 para todo T € [a, b]. Sea & : [a,b] — R? dada por 5(s) = o(g(s)).
Llamamos a ¢ una reparametrizacion de o.

1. Probar que ¢ es una parametrizacion regular de C.

2. Sea f:R3 — R continua. Ver que el calculo de fc f ds da el mismo resultado cuando la integral
se evaltia utilizando la parametrizacién o o la parametrizacion .

3. Sea F : R? — R3 continua. Suponer que orientamos a C con la orientacién dada por o. Ver que el
célculo de fc F - ds utilizando la parametrizaciéon & da el mismo resultado que cuando se utiliza
o, si & preserva la orientacion de C. Ver que si no es asi, los resultados difieren sé6lo en el signo.



