LéGica Y COMPUTABILIDAD PRIMER CUATRIMESTRE 2012

CLASE PRACTICA 1
- INDUCCION ESTRUCTURAL, CONECTIVOS ADECUADOS Y CONSECUENCIA -
VIERNES 23 DE MARZO DE 2012

Definicién 1. Notaremos con Form al conjunto de todas las formulas del cdlculo proposicional,
con Var al conjunto de variables proposicionales y, para o € Form, con Var(«) al subconjunto
de Var cuyos elementos son las variables proposicionales que aparecen en c.

Ejercicio 1. Demostrar que si ¢ € Form es tal que todas sus variables proposicionales aparecen
una uUnica vez, entonces ¢ es una contingencia.

Resolucién. Demostraremos la propiedad por induccién en la complejidad de las férmulas del
calculo proposicional. En general, para probar por induccién una propiedad P deberemos:

1. Probar que P vale para las variables proposicionales (las férmulas méds simples del cdlculo
proposicional)

2. Probar que si P vale para dos férmulas «a, 8 € Form entonces P vale para —a,a A 5,aV 8
y a— f.

Caso base: ¢ = p, siendo p € Var una variable proposicional.
Sea v la valuacién tal que v1(q) = 0 para toda variable proposicional ¢ € Var. Luego,

v o (1)

Sea v9 la valuacién tal que v2(g) = 1 para toda variable proposicional g € Var. Luego,

va = (2)

De (1) y (2) concluimos que si ¢ es una variable proposicional, entonces ¢ es una contingencia.
Analicemos ahora las férmulas més complejas.

Paso inductivo 1: ¢ = —a.

Como ¢ es tal que sus variables proposicionales aparecen una tnica vez, lo mismo sucede con a.
Por lo tanto, por hipdtesis inductiva existen valuaciones vy y ve tales que vy £ ay v2 = . En
consecuencia, v1 = ¢ y va & . Luego ¢ es una contingencia.

Paso inductivo 2: ¢ = a — f.

Recordemos que v = o — [ si y sélo si v = a 0 v = 8. Nuevamente, como en ¢ cada variable
proposicional aparece solo una vez, 1o mismo sucede en « y en 8. Entonces, por hipdtesis inductiva
existe una valuacién v tal que v = . Por lo tanto,

vEa— 8 (3)

Usando nuevamente la hipdtesis inductiva sabemos que existen valuaciones vy y vy tales que v; | «
y v = B. Teniendo en cuenta que Var(a) N Var(3) = 0, sea vz la valuacién definida como

va(p) = v1(p) s% p € Var(a)
va(p) sino

Como v1 = oy vg B~ B, resulta que vs = a y v = 8. Por lo tanto,

v3 [ a— B (4)



De (3) y (4) concluimos que ¢ es una contingencia.

Pasos 3 y 4. (Ejercicio: escriba los detalles de estos pasos) Si o = a A 0 ¢ = aV  podemos, a
partir de dos valuaciones tales que v1 = a y vo |= B (resp. vs = a y vy = ), construir una nueva
valuacién v (resp. w) tal que v = ¢ (resp. w = ¢). Esto demuestra que ¢ es una contingencia
también en estos casos.

Concluimos que, si ¢ es tal que todas sus variables proposicionales aparecen una tnica vez, entonces
b b
( es una contingencia. O

Definicién 2. Dada una formula del cdlculo proposicional o € Form cuyas variables proposicio-
nales son {p1,...,pn}, llamamos funcién booleana de m variables (m > n) inducida por « a
la funcion fI* . {0,1}™ — {0,1} definida de la siguiente manera:

[z, .o yxm) =1 s Uy, 4, F O

donde vy, ...z, es la valuacion definida por:

m

z, s11<i<m

Vs (Pi) = 0 en otro caso

Decimos que un conjunto de conectivos es adecuado si toda funcion booleana es inducida por
alguna formula del cdlculo proposicional que sélo usa dichos conectivos.

Observacién 1. Los conjuntos de conectivos adecuados simplifican las demostraciones por in-
duccion en la complejidad de las formulas. Como demostrardn al hacer la guia uno, el conjunto
{—, =} es un conjunto de conectivos adecuado, con lo que, en realidad, el ejercicio uno de esta
clase lo podemos considerar terminado sin hacer los pasos 2 y 3 de la resolucidn (pensar por qué).

Ejercicio 2. Demostrar que {—=,A\,V} es un conjunto de conectivos adecuados.

Demostracion. Debemos ver que las férmulas del cdlculo proposicional construidas con {—, A, V}
pueden codificar cualquier funcién booleana.
Sea f una funcién booleana de n variables. Partiremos la demostracién en dos casos:

Caso 1. En este primer caso suponemos que la funcién f es tal que f(z1,...,z,,) = 0 para
cualquier entrada.
Esta funcién es inducida por cualquier férmula que sea una contradiccién, en particular usaremos:

o =p1 A =p1
Observar que « estd construida con conectivos en {—, A, V}.
Probemos que efectivamente f3'(z1,...,2,) = 0 para cualquier entrada.
S A (X1, mm) =1 sl vy 2, EPIA DI

sii vl?17~~,xm':p1 y /leu»-u,zml#pl

Observar que la ultima condicién es imposible de satisfacer ya que representa una contradiccion.
m J—
Por lo tanto fyi\-,, = [.



Caso 2. Consideremos el conjunto E; = {(el,...,el),...,(ek,... ek )} € {0,1}™ de puntos en
los que f vale 1. Es decir:
flxi, o am) =1 sii (z1,...,2m) € Ey.

Construiremos una coleccién {51, ..., Br} de férmulas que serdn sélo ciertas en valuaciones dadas
por cada uno de estos k puntos respectivamente.
Parai € {1,...,k}yj € {1,...,m} definimos la férmula del cdlculo proposicional +; del siguiente

modo:
. i
'yi _ D siej = 1
J —p; en otro caso

Definimos ahora la férmula 3; con 1 < i < k del siguiente modo:

m N
Bi = /\ v
j=1

Observar que (8; Unicamente usa los conectivos en =y A.

Veamos que ; es satisfecha unicamente por valuaciones v tales que v(p;) = ej.

m
vEpB si ovE /\’y;
j=1
vEM
sii todas las siguientes afirmaciones valen < :
v E Y
Concluimos que, por construccién, v = ; sii v(p;) = eé para todo j € {1,...,m}.
Como sabemos, f vale 1 en exactamente k puntos, y cada uno de ellos es capturado por la férmula

B;. Para obtener una férmula que induce f haremos la disyuncién de todas las j;.
Sea ¢ definida como:

k
Pr= \/ Bi
i=1

Observar que ¢ usa conectivos en {—, A, V}.
Veamos finalmente, que or — f:

fgj‘ (T1,..yzm) =1 sii Vzq,eosim = ©Lf

k
sii vatl,...,xm ’: \/Bz
i=1

vwl,...7wm ): 61
sii alguna de las siguientes es cierta { :
Vzy,....m ): Bk
Sin embargo, por lo que ya vimos antes, con i € {x1,...,2,,} vale que:
Vay ooy B B sl (@1, .., m) = (€, ... €h).
Por lo tanto:
(1, 2m) = (el, ... el)
fg; (1,...,2m) =1 sii alguna de las siguientes es cierta
(T1, .y T) = (eb, ... ek)
Pero esa es precisamente la caracterizacion que hicimos de f, por lo tanto f = ;’;. O



Definicién 3. Dada una férmula o € Form con Var(a) = {p1,...,pm}, la formula f7' se llama
la forma normal disyuntiva de a.

Ejercicio 3. Probar que {A} no es un conjunto de conectivos adecuado.

Resolucién. La resolucion del ejercicio se reduce a la demostracién de la siguiente afirmacion:
Afirmacién 1: sélo con A no es posible inducir a la funcién boolena L.

Demo de la afirmacion 1. Sea o € Form y tal que el tinico conectivo que figura en « es A y sea
v la valuacién definida por v(p;) = 1 Vi € N. La demostracién se reduce ahora a la siguiente
Afirmacién 2: v = a.

Demo de la afirmacion 2 por induccion estructural. Si o = p; luego claramente v = «. Suponga-
mos que @ = 3 A . Luego, por hipétesis inductiva, v = 8 y v = v. Por lo tanto v = a como

queriamos demostrar. O
Luego a no induce L. O
Esto termina la resolucién del ejercicio. O

Ejercicio 4. 1. Sea a@ € Form tal que Var (o) = {p1,...,pn} y sean Bi,...,[Bn formulas
arbitrarias. Definir inductivamente la nocion de sustituir en las variables proposicionales

Diy--yPn POT B1, ..., Bn. Llamamos o (B, ..., Bn) a tal sustitucidn.
2. Sean «,vy € Form tal que Var («) = {p1,...,pn}. Diremos que o y v son sintdcticamente
equivalentes y lo notaremos o ~ vy si existen qi,...,q, € Var tales que q¢; # q; si i # j, y

(g, qn) = 7-
a. Probar que es una relacion de equivalencia en Form.
Notemos con @ a la clase de equivalencia de una férmula o y con Form/~ al conjunto cociente'.
b. Probar la buena definicion? de la siguiente definicion de negaciéon en Form/~ :
Q= Q.
¢. Probar la buena definicion de la siguiente nocion de complejidad en Form/~ :
comp(@) = comp(a).

d. Mostrar con un ejemplo que, sin embargo, la disyuncion no pasa bien al cociente (en otras
palabras, mostrar que no estd bien definir @V g = aV 8 ya que puede ocurrir que pase a =7
sin que pase oV B =7V B para algunos o, 8 y v € Form).

Resolucién. 1. La definicién se basa en las siguientes reglas: para 1 < i <n, p;(f1, ..., Bn) :=

ﬂi; (_‘a)(ﬂla 7ﬂn) = _'(a(ﬂlv"'vﬂn)) y (Oé ® ’7)(613 aﬁn) = O‘(ﬂlv"'vﬂn) & 7(613 aﬁn
para ® € {—,V,A}.

2.a Es simétrica, reflexiva y transitiva (escribir los detalles).

2.b No depende del representante, pues el mismo reemplazo aplicado antes o despues de negar
da el mismo resultado.

2.c Otra demo por induccién, queda como ejercicio.

2.d Unejemploesa =p;, 3 =payy = pe. Claramente @ = yperop; Vps =aV £~V B =D1.
O

1En otras palabras, al conjunto de clases de equivalencia de férmulas.
2Es decir, probar que si (a ~ ) entoces (—a ~ —).



Definicién 4. Sea S C Form y sea a € Form. Diremos que o es una consecuencia de S,
y escribiremos S = «, en el caso que toda valuacidn v que satisface a S también satisface a «.
Indicaremos con Con(S) al conjunto de las consecuencias de S: Con(S) = {a € Form | S = a}.

Observacion 2. Notaremos con Taut al conjunto de las tautologias. Observemos que si T € Taut
es una tautologia, entonces Con(r) = Con(()) = Taut puesto que toda valuacion satisface a una
tautologia (y también al conjunto vacio) y el conjunto de férmulas que son satisfechas por cualquier
valuacion es, justamente, Taut.

Por otra parte, -7 es una contradiccion y ninguna valuacidn la satisface. Por lo tanto Con(—7) =
Form ya que cualquier férmual es satisfecha por ninguna valuacidn (pensarlo!).

Ejercicio 5. Sean I';,I's y I's conjuntos de férmulas. Probar que si I'y € Con(I'y) y I's C
Con(T'3), entonces I'y C Con(T;).

Resolucién. Sea a € I'1. Queremos ver que o € Con(I's). O lo que es lo mismo, que si v es una
valuacién tal que v = T's, entonces v = a.

Como I's C Con(Is), v = 8 para toda férmula 8 € T'y. Por lo tanto, v = I's. Andlogamente,
como I'; € Con(T'y), v = v para toda férmula v € T';. Finalmente, como « € I'1, v | a. Es decir,
a € Con(T's). O

Ejercicio 6. Sean «,f € Form. Analizar la validez de las siguiente afirmacion:

= Con({(r— f)}) € Con({f}).

Resolucién. La afirmacion es verdadera. Observemos que si una valuaciéon v satisface a S en-
tonces también satisface a o« — [. Por lo tanto {(a« — )} C Con({8}). Luego, tomando
'y = Con({(a — B)}),I's = {(« = B)} y I's = {B} y usando el ejercicio anterior obtenemos
que Con({(a — B)}) C Con({8}). O



