CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2012

PRACTICA 9: DIFERENCIACION - TEOREMAS DE PUNTO F1JO

“Pure mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas.”
ALBERT EINSTEIN

“La inspiracion es necesaria en geometria, tanto como en poesia.”
ALEKSANDR PUSHKIN

Diferenciacién

Ejercicio 1. Sea f : R — R una funcién derivable tal que f’ es acotada. Probar que f es
uniformemente continua.

Ejercicio 2. Sea f : (a,b) — R una funcién continua y derivable en (a,b) \ {zo}. Supongamos
ademads que los limites laterales de f’ en x( existen y son finitos. Probar que:

i) f es derivable lateralmente en xy. Més aun, si ambos limites laterales coinciden, entonces
f es derivable en x; determine f'(zg) en ese caso.

ii) Los resultados de la parte anterior dejan de ser vélidos si se omite la hipdtesis de conti-
nuidad de f en xy.

Ejercicio 3. Sean o < a < b < fy f : [o,8] — R una funcién derivable en (a, ) tal que
f'(a) # f'(b). Probar que:

i) Si f’(a) <0< f'(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
ii) Si A € Res tal que f'(a) < A < f/(b), entonces existe d € (a,b) tal que f'(d) = \.
iii) Si g:(—1,1) — R? esta definida por
o(t) = {Eisoe)n%,t%os 1) z 0_<1 t<<t1§, .
entonces g es derivable en (—1,1) pero ¢’((—1,1)) no es conexo.

Ejercicio 4. Sea A C R” un abierto no vacio y sea f : A — R™. Probar que si f es diferenciable
en xg, entonces existen § > 0y ¢ > 0 tales que B(x9,0) C Ay || f(z) — f(zo)|| < ¢||lx — zo| para
todo z € B(zo,9).

Ejercicio 5. Sean x1, o € R" y sea A C R" un abierto que contiene al segmento S que une
y xo. Mostrar que:

i) Si f : A — R una funcién diferenciable, entonces existe = en el segmento S tal que

f(z1) = f(22) = Df(z)(z1 — 22).
ii) Sin embargo, esto es falso para una funcién f: A — R™.

iii) Si f : A — R™ es una funcién diferenciable tal que | Df(z)|| < M para todo x € A,
entonces || f(z1) — f(x2)|| < M||z1 — x2|.



Ejercicio 6. Sea A C R” un abierto conexo y sea f : A — R” una funcién diferenciable. Probar
que si Df(z) = 0 para todo x € A, entonces f es constante en A.

Ejercicio 7. Sea A C R™ un abierto conexo y sea f : A — R™ una funcién tal que
2
1f (@) = fW)ll < llz =yl
para cada par de puntos x, y € A. Probar que f es constante.

Ejercicio 8. Probar que una funcién f : A — R definida en un abierto de R™ y con derivadas
parciales acotadas es continua.

Teorema de punto fijo.

Ejercicio 9.

i) Sea f : R — R una funcién derivable tal que f’(x) # 1 para todo z € R. Probar que f
tiene a lo sumo un punto fijo.

ii) Sea f:R — R una funcién derivable tal que |f’(z)| < a < 1. Probar que f tiene un tnico
punto fijo.

iii) Mostrar que la funcién f(x) = z+ (1+ %) ! satisface 0 < f’(z) < 1 para todo € R pero
no tiene puntos fijos. Explicar por qué no contradice el Teorema de Punto fijo.

Ejercicio 10. Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea f : X — X. Probar que la condicién

d(f(z), f(y)) <d(z,y) VzyeX, x#y,

no es suficiente para garantizar la existencia de un punto fijo de f, pero que si lo es si X es
compacto.

Ejercicio 11. Considere la siguiente ecuacién integral no lineal en el espacio C([a,b],R) dada
por,

b
f@) = [ K Gy, f)dy + o(a),

con K :R* - Ry ¢:[a,b — R continuas, tal que K satisface la condicién de Lipschitz en la
tercer variable:
’K(Z’,y, 21) - K(%?J’ ZQ)’ < M’ZI - Z2’-

Probar que la ecuacion integral tiene solucién tnica para todo

1
Al < ——.
Al M(b—a)
Muestre una sucesién que converja a la solucién.

Ejercicio 12. Sea X un espacio métrico completo y sea T : X — X tal que existe n € N tal
que T™ es una contraccién. Entonces existe un tnico z € X tal que T'(z) = z.



Teoremas de la Funcién Inversa y de la Funcion Implicita

Ejercicio 13. Sea f : R — R la funcién tal que

t+ 2t%sent it #0,
f(t) = o
0 sit=0.

Probar que f/(0) =1y f’ es acotada en (—1, 1), pero sin embargo f no es biyectiva en ningin
entorno de 0. En particular, la continuidad de f’ en el punto es necesaria en el teorema de la
funcién inversa.

Ejercicio 14. Sea f : R? — R? la funcién tal que f(x,y) = (e®cosy, e”siny). Probar que:
i) f no es inyectiva.

ii) El jacobiano de f es no nulo en todo punto de R?, de manera que f es localmente inyectiva.

Ejercicio 15. Sea U un abierto de R" y sea f : U — R” de clase C'! con jacobiano no nulo en
todo U. Probar que:

i) f es abierta.

ii) Para cada y € R" el conjunto f~!(y) es discreto en U.

Ejercicio 16. Sea F : R? — R una funcién tal que (1,2,0) es solucién de la
ecuacién F'(zz,y —2z) = 0.

i) Determinar condiciones suficientes para que existan un entorno W C R? de (1,0) y una
funcién ¢ : W — R de clase C! tales que ¢(1,0) =2y

F(xz,¢(x,z) — 2x) = 0 para todo (z,z) € W.

ii) Mostrar que

Jr%(w,z) - z%(m,z) =2zxen W.

Ox 0z

Ejercicio 17. Mostrar que el sistema de ecuaciones

z? +senz — % + 22 =0,

—log(1+z) + 9%z = 1,
define dos funciones y = y(x) y z = z(x) en un entorno del punto (0,1,1). Sean C C R? la curva
que define el sistema de ecuaciones considerado, dada en forma paramétrica por
a(r) = (z,y(x), z(x)), y la funcién g¢(z,y,2) = 2zxyz + ztanz. Calcular la derivada direccio-
nal de g en (0,1, 1) segun el vector tangente a « en el punto x = 0.



