ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2012

PRACTICA 4: TEOREMA DE FUBINI

Ejercicio 1.

(a) Sea E C R? medible tal que para casi todo z € R, E, = {y € R : (z,y) € E}
tiene medida nula. Probar que E tiene medida nula y que para casi todo y € R,
E,={z € R: (z,y) € E} tiene medida nula.

(b) Sea f(z,y) una funcién medible y no negativa definida sobre R2. Supongamos que
para casi todo z € R, f(z,y) es finita para casi todo y. Probar que para casi todo
y € R, f(x,y) es finita para casi todo x.

Ejercicio 2. Sean f y ¢ funciones medibles definidas sobre R"™ y R™ respectivamente.
Probar que h(x,y) = f(z)g(y) definida sobre R"*™ es medible.

Deducir que si £1 C R y E5 C R™ son conjuntos medibles, entonces su producto carte-
siano By X By = {(z,y) : x € B4 Ay € Es} es medible en R" y |Ey x Ey| = |E1||E2|.

Ejercicio 3. Sea f : (0,1) — R medible y sea h : (0,1) x (0,1) — R, definida por
h(z,y) = f(x) — f(y). Probar que si h es integrable sobre (0,1) x (0,1), entonces f es
integrable sobre (0, 1).

Ejercicio 4. Sean I = [0,1] y £ C I x I tales que |Eg|e = |I — Ey|c = 0 para todo
(x,y) € I x I. Probar que E no es medible.

Ejercicio 5. Sea f una funcién medible no negativa definida sobre £ C R". Para cada
a > 0, se define

wl)={z e E: f(x)> a}|

La funcion w se llama distribucion de f sobre E. Probar que
(a) w:(0,00) — R es una funcién decreciente.

(b

(c

(

d) wcontinuaen a = {z € E: f(zr) >a}|=|{zx € E: f(z) > a}l

)
) w(a+) = w(a), es decir, w es continua a derecha.
) wla=) = [{z € E: f(z) > o}

)

(e) Para cada a € (0,00), {z: (z,a) € R(f,E)} = {z € E: f(z) > a}.
&) [ f =)y wle)da

(g) Paracadap:0<p < oo,

/E fPdx =p /0 - P tw(a)da.

Ejercicio 6. Sea f : [0,00) — R medible tal que para algiin a € (0, 1), vale la desigualdad
|f(®)] <t*/(1+1t) para todo t > 0. Consideramos la funcién G : R>g x R>g — R, definida
por G(z,t) = e *' f(t). Probar que



(a) G es medible
(b) G e Ll(RZO X RZO)

Ejercicio 7. Sea k : R? — R definida por k(z,y) = z.y. Probar que si E C R es
medible entonces k~'(E) es medible. Deducir que si f : R — R es medible, entonces
h(z,y) = f(x.y) es medible.

Ejercicio 8. Sean A, B C R conjuntos medibles. Probar que la funcién h(z) = |(A—x)NB|
es medible y [, h(x)dz = |A||B].

Ejercicio 9. Probar el Teorema de Fubini para funciones a valores complejos.

Ejercicio 10. Sea f € L'(R").
(a) Probar que para cada ¢ € R”, la funcién e =27 <> f(z) es medible e integrable.

Se define la Transformada de Fourier de f como:
fo = [ et pwdn, (e R,

(b) Probar que

(i) f es acotada y uniformemente continua.

(ii) f(€) |I£H—> 0, (Lema de Riemann-Lebesgue).
——400

(iii) Si f(z) = fi(z1)... fu(2s), donde cada fi(z)) € L'(R), 1 < k < n, entonces

7€) = File) .- Fuln). A
(iv) Si g € LY(R™), entonces (f * g)" = fg.

Ejercicio 11. Sea f : R — R3¢ integrable y tal que f(x) = 0, para todo = ¢ [a,b]. Se
define

x+h
oa) =5 | i

z—h

[ s < [ e

Ejercicio 12. Sean F' C [a,b] un compacto (a,b € R) y A > 0. Notamos con d(z, F') la
distancia a F' de un punto x € R. Para = € [a, ], sea

b A
d(y, F'
My (z) := / %dy.
a |z —yl|
Probar que M) es medible e integrable sobre F. Probar ademas la estimacién

[ M@y < 3 lla,b)\ FY.
F

Probar que

Ejercicio 13. Probar que:

(a) [;F°et*dt = 1/x, para todo x € R.

(b) lmy oo %(ﬂf)dm =1



