ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2012

PRACTICA 1: MEDIDA DE LEBESGUE

Ejercicio 1. Dado A C R", probar que existe H 2 A de tipo G tal que |A|. = |H].
Ejercicio 2. Sean A, B C R" tales que d(A, B) > 0. Probar que |AU B|. = |A|c + | Ble-

Ejercicio 3. Sea E C A con |A| = 0. Probar que E es medible y que |E| = 0. Deducir
que el cardinal de los medibles es 2¢. jCual es el cardinal de los no medibles?

Ejercicio 4. Sea F = {x € (0,1)/ en el desarrollo decimal de x no aparece el digito 7}.
Probar que E tiene medida 0.

Ejercicio 5.

(a) Sea f : [a,b] — R continua. Probar que el grifico de f es un subconjunto de R? de
medida cero.

(b) Sea f:R — R continua. Probar que su grafico tiene medida cero.

(c) (Y si f tiene finitas discontinuidades?
Ejercicio 6. Sea Z C R tal que |Z| = 0. Probar que E = {22 : x € Z} tiene medida nula.

Ejercicio 7. Sea £ C R™ medible y tal que E = AU B, donde |B| = 0. Probar que A es
medible.

Ejercicio 8. Sean v e R" y T': R" — R", T'(x) = z + v. Probar que
(a) [T(E)le = |Ele, ECR"

(b) Si E es medible entonces T'(E) es medible y |T'(E)| = |E|.

Ejercicio 9. Sean A CR" y r > 0. Definimos rA = {r.a : a € A}. Probar que

(a) |rdle =r"[Ale.

(b) Si A es medible entonces rA es medible y |[rA| = r"|A].
Ejercicio 10. Sean {vy,vs,...,v,} una base ortonormal de R™. Denotemos por I’ los
intervalos con ejes paralelos al nuevo sistema de coordenadas, y por |E|, la medida exterior

de un conjunto E relativo a este sistema de coordenadas.
Probar que |E|., = |E|. para todo E C R"



Ejercicio 11. Sea B(0,7) = {x € R" : |z| < r}.
(a) Suponiendo conocida |B(0,1)|, calcular |B(0,r)|.

(b) Sea A C R™ medible. Probar que f : R>g — R, dada por: f(r) = |[AN B(0,r)| es

continua.
(c) Si A es medible, para cada s : 0 < s < |A], existe B C A medible tal que |B| = s.

(d) Sea A C R"™ medible y tal que 0 < |A| < oco. Probar que dado n € N, existen n
subconjuntos disjuntos de A, (A4;)1<;<n, tales que |4;| = |A|/n, paracadal < j < n.

Ejercicio 12. Sea T': [0,1) — [0, 1) definida por

2z, 0<z<1/2
T(x)_{ 2r—1, 1/2<z <1’

Probar que si E C [0,1) es medible entonces T~1(E) es medible y |T-}(E)| = |E|.

Ejercicio 13. Para cada sucesién de conjuntos medibles (A4;),>1 definimos
00 00 0o 00
lﬂlo%f A, nLJI kon Ay llrrlrisolip A, pl kL:Jn Ag.
Probar que

(a) liminf A,, y limsup A4,, son medibles.

(b) liminf A, | < liminf |A,|.

oo
(c) Siparaalginn €N, | |J Ag| < oo entonces |limsup A, | > limsup |4,,|.
k

=N n—oo n—oo

o0
(d) Si > |Ay| < oo, entonces |limsup A,| = 0.
n=1

n—oo

Ejercicio 14. Construir un subconjunto de [0, 1] como el conjunto de Cantor excepto que
en el k-ésimo paso, cada intervalo que se extrae tiene longitud §37%, 0 < § < 1. Probar
que el conjunto obtenido es perfecto, tiene medida 1 — § y no contiene intervalos.

Ejercicio 15. Probar la equivalencia de las siguientes afirmaciones:
(a) E es medible.
(b) Para todo € > 0, existe F' C F cerrado tal que |E\F|. < e.

(c) Existen H de clase F, y N de medida 0 tales que £ = H UN.



Ejercicio 16. Decimos que el conjunto £ C R" satisface la condicion de Carathéodory si
para todo A C R” se verifica

(€)  |Ale =|ANElc +[ANE°.
Probar que
(a) Todo conjunto medible satisface (C).
(b) Si E es acotado y satisface (C) entonces E es medible.

(c) E es medible si y sélo si satisface (C).

Ejercicio 17.

(a) Probar que si (Ej)r>1 es una sucesion creciente de conjuntos de R™ entonces

U Ex| = lim |Exle.
k—o00
E>1

(b) Dar un ejemplo de una sucesién decreciente (Ej)i>1 de conjuntos de R™ tal que
|Ex|e < oo para todo k'y
o
(2

k=1

< lim |Ele.
k—oo

e
Ejercicio 18. Para cada £ C R" definimos su medida interior
|E|; =sup{|F|: E D F, F cerrado}.
Probar que
(&) |El; <|Ele.
(b) Si E es medible entonces |E|; = |E|e.

)
)
(c) Si|E|lc < o0y |E|i =|E|, entonces E es medible.
(d) Existe F no medible tal que |E|; = |E|e.

)

(e) BN C Ey = |Eq|; < |Eai.

(f) Si (E});>1 son disjuntos entonces | |J Ej

j>1

> > |Ejli
j>1

i

Ejercicio 19. Sea V un conjunto de Vitali. Probar que si F es medible y £ C V entonces
|E| = 0. Concluir que |V|; =0.



Ejercicio 20.

(a) Construir una sucesién de conjuntos (Ex)reny disjuntos dos a dos tales que

U Ek < Z ’Ek‘e-
kEN |,  keN
(b) Construir una sucesién de conjuntos (Fj);>1 tal que | |J Ej| > > |Ejli.
Jjz1 Jj=1

i
(c) Construir E C R tal que |E|; < 0y |E|. = oc.
Ejercicio 21. Sean F C R" medible y A C E. Probar que

|E| = |Ali + [E\A.

Ejercicio 22. Mostrar que existe un subconjunto H del intervalo [0,1] de clase F, y de
medida uno formado sélo por puntos irracionales.

Ejercicio 23. Probar que si E C R es medible y |E| > 0 entonces
DE)={z—y:z,ye E}
contiene un entorno del origen.

Ejercicio 24. Probar que cualquier conjunto con medida positiva tiene cardinal c.

Ejercicio 25. Sea £ C R medible que cumple la siguiente propiedad: siz € F ey € E

entonces %ﬁ ¢ E. Probar que E tiene medida cero.



