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Medida de Hausdorff.

Ejercicio 1 Dado A C RN y 0 < s < oo probar que

lim H3(A) = sup H;(A).

Ejercicio 2 Mostrar que

(a) H° es la medida de contar.

b =L en R.

d) H5(AA) = A\¥H*(A) para todo A >0y A C RV,

e) H*(L(A)) = H*(A) para toda isometria afin L : RY — RN y A c RV,

(b) H

(c) H®* =0 en RY para todo s > N.
(d) H

(e) H

Ejercicio 3 Probar que si E, F' C R" estdn a distancia estrictamente positiva, entonces H*(EUF) =

H*(E) + H*(F).
Ejercicio 4 Probar que si s > 0, entonces todo boreliano de R™ es H®-medible.

Ejercicio 5 Probar que:

(a) Si{E,}nen una sucesién de subconjuntos de RV com dimensién de Hausdorff d, entonces U, en By,
también tiene dimensiéon de Hausdorff d.

(b) Un conjunto numerable tiene dimensién de Hausdorft 0.
Ejercicio 6 Sean i una medida de Borel finita sobre RV, F' C R boreliano y 0 < ¢ < co. Probar que

si
i sup u(B(z,7))
r—0 ré

<c VxeF

entonces H*(F) > “(f
Ejercicio 7 Sea f: R — R, f(z) = 2 con k € N, y sea E un boreliano de R.

(a) Probar que si H*(E) = 0 para algin s, entonces H*(f(E)) = 0.

(b) Probar que dimy(E) = dimy(f(E)).
Ejercicio 8 Probar que un conjunto E C R con dimy(FE) < 1 es totalmente disconexo.

Ejercicio 9 Sea 0 < £ < 1 un nimero real, y sea C¢ el conjunto que se contruye en [0, 1] de forma
analoga al Cantor pero removiendo en cada paso intervalos de proporcién £. Probar que C¢ tiene
dimensién de Hausdorff log2/log(2/(1 — &)).

Ejercicio 10 Sean f: RY — RM y A ¢ RY tal que £V (A) > 0 entonces
(a) dimy G(f, A)) > N donde G(f, A) es el grifico de f sobre A.

(b) Si f es Lipschitz, dimy(G(f, A)) =
Ejercicio 11 Si E ¢ RY, FF ¢ RM son borelianos con H*(E), H'(E) < oo, entonces
HTHE x F) > cH*(BE)YH!(F)

donde ¢ > 0 es una constante que depende sélo de s y t.



