LéGica Y COMPUTABILIDAD PRIMER CUATRIMESTRE 2011

PRACTICA 7 -FUNCIONES NO-COMPUTABLES Y CONJUNTOS C.E.-

Ejercicio 1. Probar, usando una diagonalizacion, que las siguientes funciones no son computables:

1 si Halt(z,y)

0 en otro caso

1 si¥(y)=0
0 en otro caso

1 si W,(#p) # #p

0 en otro caso

filz,y) = { fa(#p,y) = {

1 si¥(y) >z
0 en otro caso

[3(#p,y,2) = { Ja(#p) = {

Ejercicio 2. Probar, reduciendo cualquier funcién del Ejercicio 1, que las siguientes funciones no
son computables:

1 si —Halt(y, x 1 si¥,(z) > ¥, (w
g1(z,y) = (@ 2) g2 (#p, #q, 2,w) = p(2) > Ty(w)
0 en otro caso 0 en otro caso

z+1 siQ(y) # =
0 en otro caso

(U 0o W) (2) si W)y (W, 0 ¥)(2))
0 en otro caso

93(#p,y, 2) = { ga(#p, #q,2) = {

Ejercicio 3. Probar que la siguiente funcién no es computable reduciendo la funcion f, del Ej. 1.

z siU,(y) # 2
95(#p,y,2) = (v)
0 en otro caso

Sugerencia: Revisar que la reduccién maneje correctamente el caso f4(0).

Ejercicio 4. Decimos que una funcién parcial computable f es extensible si existe g computable
tal que g(z) = f(x) para todo x € dom f. Probar que existe una funcién parcial computable que
no es extensible (Sugerencia: considerar una funcién tal que para todo punto se pueda decidir si
fue extendida o no).

Ejercicio 5. Dada una funcion f : N**! — Ny un niimero k, llamamos aplicacién parcial del i-ési-
mo pardmetro a obtener una nueva funcién g : N* — N tal que g(x1,...,2,) = f(z1,..., k..., 20)
dénde k aparece en el lugar del i-ésimo pardmetro. Por ejemplo a partir de la funcién suma(zx, y)
se puede obtener incrementar(x) = suma(z, 1).

a. Mostrar que dada una funcién parcial computable f : N* — N y un ntimero 1 < i < n existe
una funcién parcial computable f/(z1,...,Zi—1,Tit1,..,%n, ;) = f(T1,...,2), es decir, en
la cual el i-ésimo parametro se mueve hacia el final.

b. Demostrar que, dada una funcién parcial computable f : N* — Ny un ntimero 1 < ¢ < n existe
una funcién primitiva recursiva Ay; : N — N que toma un ndmero y devuelve un programa
que computa a la funcién resultante luego de aplicar el i-ésimo pardmetro. Es decir Ay ;(k) =
#p implica Uy (T1, ..., %1, Tit1,---Tn) = f(@1, ..., Tiz1, k, Tig1, ..., 2y). Sugerencia: Usar
el teorema del parametro.

Ejercicio 6. Probar, reduciendo cualquier funcién del Ejercicio 1 y usando el teorema del parame-
tro, que las siguientes funciones no son computables:

1 si Halt(1337,z si U,(z) > U, (2
g1(x) = ( ) 92(#p, #4,2) = b(2) > Uyl2)
0 en otro caso 0 en otro caso
13 sig® =7 si 5 € Dom ¥V
93(#p) = b gs(#p) = P
0  en otro caso 0 en otro caso



Ejercicio 7. Demostrar que existe un programa p tal que U, (z) | si y sélo si z = #p.

Ejercicio 8. Demostrar, usando el teorema de la recursién, que las siguientes funciones no son
computables:

1 si#pelm \Ilzgl)

0 en otro caso

1 siUy(y) > #p
0 en otro caso

hi(#p) = { ha(#p,y) = {

1 si|DomTY| = #p

0 en otro caso

1 siIm " es infinita

h3(#p) = { ha(#p) = {

0 en otro caso

Ejercicio 9. Sean C1,...,C) conjuntos de indices de programas y sea D = C;N...N Ck.
a. Demostrar que D es un conjunto de indices de programas.
b. Proponer un conjunto, que no sea un conjunto de indices de programas y no sea computable.
Ejercicio 10. Probar que son equivalentes
I. D es un conjunto de indices de programas (D = {#p: ¥, € C}, con C una clase de funciones).
II. Para todo par de programas py ¢, si #p € D y ¥, = ¥, entonces #q € D.

Ejercicio 11. Demostrar, usando reducciones y el teorema de Rice, que las siguientes funciones
no son computables:

1 si Dom¥" UDom¥{" =N

0 en otro caso

1 si Dom¥" =0

0 en otro caso

g1(#p) = { 92 (#p, #q) = {

U, (T, (72)) si BV o B es total

73 en otro caso

1 siy e Dom \Ilzgl)

0 en otro caso

g({(#p,9) = { gs((#p, #4q)) = {

Observacion: Notar que la composiciéon de dos funciones parciales puede ser una funcién parcial.
Ejercicio 12. Demostrar o refutar cada una de las siguientes afirmaciones.

a. Si B es computable entonces es c.e.

b. Si B es c.e. entonces B es computable o su complemento lo es.

c. Si B es c.e. entonces su complemento es c.e.

Ejercicio 13. Decidir cuéles de los siguientes conjuntos son p.r., cudles son computables, cudles
son c.e., cudles son co-c.e. y demostrar en cada caso:

Cy={#p: \Ilzgl)(#p) = 2% #p} Cy = {(#p,#q) : Vo € (Dom ¥, NDom ¥,) ¥, (z) < Y, (z)}
Cy ={#p:1€ Dom \I/ZEI)} Cs = {{z,y,t,i) : I0.SNAPW (2,4, 1) = (i, 0)}
Cs = {#p: Dom ¥ C {0,...,#p}} Cs={(z,y,): 3o, t.SNAPW (z,y,1) = (i,0)}

Ejercicio 14. Demostrar o refutar cada una de las siguientes afirmaciones.

a. Si By, ..., By son c.e. entonces | J iy Bnes ce.

ne{l,..

b. Si (Bp)nen es una familia de conjuntos c.e. entonces | J, - Bn e€s c.e.

neN
c. Si By,..., By son c.e. entonces ﬂne{l .k} Bnoesce.
d. Si (By)nen es una familia de conjuntos c.e. entonces [,y Bn es c.e.

Ejercicio 15. Sea B un conjunto infinito.



a. Probar que B es c.e. sii existe una funciéon f : N — N inyectiva y computable tal que Im f = B
(o sea, f es una enumeracion computable de los elementos de B).

b. Probar que B es computable sii existe una funcién f : N — N computable y estrictamente
creciente tal que Im f = B (o sea, f es una enumeracion ordenada y computable de los elementos
de B).

c. Probar que si B es c.e. entonces B contiene un subconjunto computable infinito.

Ejercicio 16. Sea TOT = {#p: \11151) es una funcién total}.
a. Demostrar que TOT no es co-c.e.

b. Demostrar que TOT no es c.e. (Sugerencia: considerar la funcién g(z) = ®(,)(z) +9 donde f
es una enumeracién computable de TOT).

Ejercicio 17. Exhibir un conjunto no wacio C' C N tal que, para toda funcién f primitiva
recursiva, exista un k que cumpla k € (C' UIm f) pero k &€ (C'NIm f). Justificar apropiadamente.

Ejercicio 18. Demostrar o refutar cada una de las siguientes afirmaciones.

a. Para toda funcion computable y total f : N — N existe una funcién primitiva recursiva
g:N = Ntal que (fog)y (go f) son primitivas recursivas.

b. Sea C un conjunto infinito. Si para todo x € C vale —=Halt(z, x) entonces C' no es computable.

c. Si C'y D son conjuntos c.e. infinitos, entonces existe f : N — N, total, computable, inyectiva,
y tal que Im f = C U D.

d. Si f:N?2 — N es una funcién tal que, para todo n € N, la funcién g,(x) = f(n,z) es total y
computable, entonces f es total y computable.

e. La siguiente funcién es primitiva recursiva:

1 siImV¥, es un conjunto c.e.

f(#p) = {

1 en otro caso

f. Sea e un numero fijo, la siguiente funcién no es computable:

fl) = {x +1 si Halt(e,e)

0 en otro caso

g. Existe una funcién computable f tal que para todo programa p, la funcién computada por el
programa con numero f(#p) es distinta a la computada por p, es decir, \1/,51) #* @;1()#@.



