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Introduccion

El estudio de polinomios m-homogéneos sobre un espacio de Banach E data de principios de
la década del treinta. De hecho, S. Banach intenté escribir un segundo volumen de su famoso
libro [6] dedicado a la teoria no lineal teniendo como eje central a los polinomios sobre espacios de
dimension infinita. S. Dineen, en su libro [14], comenta que el desarrollo de la teoria de polinomios
sobre espacio de Banach puede ser dividido en dos periodos. El primer periodo comienza a
mediados de los afios treinta, donde se destacan algunos conceptos y resultados interesantes
sobre polinomios en infinitas variables en articulos de Banach, Bohnenblust, Hille, Littlewood,
Orlicz, entre otros. En ese entonces, la investigacion en espacios de polinomios estaba motivada
por el estudio de funciones holomorfas y diferenciales sobre espacios de dimensién infinita, analisis
de Fourier y series de Dirichlet. El segundo periodo comienza en los anos ochenta. Etapa que, si
bien no marcé un hito, se caracterizé por un cambio de actitud en la investigacion al considerar
a los polinomios como principal objeto de estudio. Mucha teoria ha sido desarrollada desde ese
entonces. Nosotros estaremos particularmente interesados en el estudio de incondicionalidad en
espacios de polinomios.

Para un polinomio m-homogéneo P sobre un espacio de Banach con base de Schauder (ej);-”;l
y funcionales coordenadas (e;);’;’l, la siguiente expansiéon

P(z) = P(x, Z Zpeﬂ,..  €5n)€5 () ... €, (2),

converge puntualmente (donde P es la forma m-lineal asociada a P). Luego, una pregunta natu-
ral es si los monomios asociados a la base forman una base de Schauder para el espacio de
polinomios (permitiendo asi aproximar polinomios e incluso funciones enteras por combinaciones
de funcionales coordenadas). V. Dimant y S. Dineen en [13] demostraron que, para E es un
espacio de Banach con base de Schauder (ej) © , achicante, los monomios de grado m (con el
orden cuadratico) forman una base de P, (™F). De hecho, dieron descomposiciones de Schauder
naturales para P,("FE). Es importante mencionar en 1980 R. Ryan probé un resultado mas
general que el de Dimant y Dineen. Sin embargo, la demostracién contenia un error que fue

recientemente salvado por Ryan mismo y B. Grecu [18].
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Un interrogante més interesante (y mas complicado) es determinar si el espacio de polinomios
admite alguna base incondicional. La siguiente pregunta se conoce como el problema de Dineen:
Para E un espacio de Banach de dimensién infinita con base incondicional, jpuede el espacio
de polinomios m-homogéneos P("™FE) tener base incondicional? Otra pregunta relacionada es la
siguiente: asumiendo que el dual E’ del espacio de Banach E tiene base incondicional (e});?';l,

') una base incondicional de P(™E)? ;For-

Jformaran los monomios de grado m respecto a (ej

maran una base incondicional de los polinomios aproximables? Dineen conjeturd en [14] que esta
situacion raramente ocurra o incluso nunca ocurra.

Centrando sus estudios en teoria de operadores p-sumantes, Y. Gordon y D. R. Lewis en
[17] mostraron que, en general, los espacios de operadores entre espacios de dimension infinita
carecen de cierto tipo de estructura incondicional razonable, particularmente L£(¢2) (el espacio
de todos los operadores sobre el espacio de Hilbert /3). La clave fue estimar la constante de
incondicionalidad (o mejor dicho la constante de incondicionalidad local) a partir de lo que hoy
se conoce como la constante de Gordon-Lewis. Estas ideas fueron usadas por G. Pisier en [26] y
C. Schiitt en [30] para probar que, para dos espacios de Banach E y F' con bases incondicionales
(e}) v (f;) respectivamente y cada norma tensorial « en el producto tensorial E® F', (e; ® f;)i
resulta base incondicional de E®,F si y solamente si E®,F tiene base incondicional. Mas atn,
probaron que esto tltimo es equivalente a que EQ,F tenga constante de Gordon-Lewis finita.

i Pero qué tiene que ver todo esto con los espacios de polinomios y el problema de Dineen?
Ryan, en su tesis doctoral [27], introdujo los productos tensoriales simétricos para el estudio de
polinomios sobre espacios de Banach. Gracias a esta perspectiva, hoy en dia es natural identificar
ciertos espacios de polinomios con el producto tensorial simétrico sobre algin espacio (por ejemplo
el espacio Pappr (" E) de todos los polinomios aproximables puede ser identificado isométricamente
con QLVE! ). Por ende, estudiar incondicionalidad en productos tensoriales simétricos permite
entender lo que ocurre para el caso polinomial.

En el 2001 A. Defant, J.C. Diaz, D. Garcia y M. Maestre, basandose en los trabajos de
Pisier y Schiitt anteriormente mencionados, mostraron que, para todo espacio de Banach F
con base incondicional y toda m-norma tensorial simétrica S, @glsE tiene base incondicional
si y solo si @Z”E es un espacio de Gordon-Lewis. Mas atn, probaron que la constante de
incondicionalidad asociada a la base monomial est4 dominada por la constante de Gordon-Lewis
de @?SE Esto permiti6 demostrar que, para E’ (el espacio dual de F) con base incondicional
(€5)524, el espacio Py, ("E) de los polinomios débilmente continuos sobre acotados tiene base
incondicional si y solamente si los monomios de grado m respecto a (e;-)]o-‘;l forman una base
incondicional de P, ("™FE). De esta manera, la existencia de bases incondicionales se reformula

como la incondicionalidad de la base monomial.
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Un resultado clasico de la década del setenta de L. Tzafriri asegura que, si £ o E’ tiene base
incondicional, para algin p € {1,2,00} E contiene la sucesion de ¢;’s uniformemente comple-
mentada. Por lo tanto, para m fijo, resulta natural estudiar el crecimiento asintético en funcién
de n de gl(P(™¢;)) (dado que, en tal caso, el espacio P(™/}) es isomorfo a un subespacio com-
plementado de P(™E) para todo n).

Usando algunos resultados en distancias de Banach-Mazur junto con técnicas probabilisticas,
Defant, Diaz, Garcia y Maestre dieron estimaciones asintéticas para la constante de incondi-
cionalidad de P("£}) (o equivalentemente para la constante de Gordon-Lewis de P("™(}))). Estos
resultados permitieron a A. Defant y N. Kalton [10], con la ayuda de algunos avances recientes
en bases greedy, probar en el ano 2005 que, para E un espacio de Banach con base incondicional,
el espacio P(™E) de los polinomios m-homogéneos sobre E tiene base incondicional si y sélo si
E es de dimension finita (dando asi respuesta al problema de Dineen).

En esta tesis pretendemos desarrollar los trabajos [13], [9] y [10] como eje central, exponiendo
en detalle los resultados anteriormente mencionados.

El primer capitulo constard de todo el material necesario para entender los contenidos sub-
siguientes. Repasaremos algunos de los conceptos que se detallan a continuacién: operadores
p-sumantes, operadores p-factorizables, bases incondicionales, estructura incondicional local, Ba-
nach lattice’s, propiedad de Gordon-Lewis y desigualdad de Gordon-Lewis, polinomios en espacios
de Banach, productos tensoriales y productos tensoriales simétricos, tipo, cotipo, etc.

El segundo capitulo tratard las distancias de Banach-Mazur. Daremos algunos resultados
clasicos y mostraremos las estimaciones dadas por V. Gurarii, M. Kadec y V. Macaev para
d(ly, y)-

En el tercer capitulo exhibiremos descomposiciones de Schauder para P, (" FE), definiremos
el orden cuadratico para los monomios y daremos la demostraciéon del resultado de Dimant y
Dineen.

En el cuarto y ultimo capitulo abordaremos el problema de incondicionalidad en espacios de

polinomios, mostrando finalmente cémo se resolvié la conjetura de Dineen.
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Capitulo 1

Preliminares

Aqui daremos los contenidos necesarios para entender los proximos capitulos. E, F'y G seran
siempre espacios de Banach sobre el cuerpo escalar K (real o complejo). A menos que se aclare
lo contrario, serd indistinto interpretar a los espacios como C-espacios vectoriales que como R-

espacios vectoriales.

1.1. Algunos ideales de operadores

Dos ideales de Banach de operadores serdn importantes para nosotros: Los operadores p-
sumantes y los operadores p-factorizables. Si bien la teoria completa no serd desarrollada en esta
tesis, daremos algunas definiciones y resultados que nos serén de utilidad. Se recomienda ver [11]
para un mayor entendimiento en el tema. Recordemos primero...

Un ideal de operadores A atribuye a cada par de espacios de Banach (F, F') un subespacio
lineal A(E, F) de L(E, F) tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) ¢ ® f € A(E,F) para todo ¢’ € E', f € F (donde ¢’ ® f denota el operador e — ¢/(e) f)
(2) Si Ey y Fy son espacios de Banach, entonces uvw € A(Ey, Fy) siempre que u € L(F, Fy),v €
A(E,F),w e L(Ey, E).

Diremos que [A, p] es un ideal de Banach de operadores (o simplemente ideal de Banach) si

para cada par (E, F), A(E, F) es equipado de una norma p verificando:

() ple’ ® £) = ||| ]| para todo ¢’ € B y f € F,

(b) p(uvw) < |Jul|p(v)||w|| para u € L(F, Fy),v € A(E,F)y w € L(Ey, E), con Ey y Fy son
espacios de Banach.

(c) (A(E,F),p) es un espacio de Banach.

Se desprende usando las definiciones que para todo par de espacios de Banach (E, F) los
operadores de rango finito F(E, F') siempre estan incluidos en A(E, F') y que ||u|| < p(u) para
todo u € A(E, F).
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Notemos Fg al conjunto de todos los subespacios de dimensién finita de E' y Cg al conjunto
de todos los subespacios de codimension finita. Diremos que un ideal de Banach [A, p] es maximal

si para todo par de espacios de Banach F y F'y todo operador u € A(E, F) tenemos:

p(“) = SUP{P((]YUZX) : XeFg, Ye Cy},

donde 1x : X — E es la inclusion canénica y qz : F' — F/Z es la proyeccion al cociente.

1.1.1. Operadores p-sumantes y p-factorizables

Un operador entre dos espacios de Banach T' : E — F se dice p-sumante (1 < p < oo) si
existe una constante C' > 0 tal que para todo ntimero natural N y vectores eq,....ey en E se

tiene:
N

N
(DI Tef )P < € sup Z ej)IP)P. (1.1)

j=1 PEB L 1
La menor constante C' para la cual se verifica la desigualdad se nota m,(7T"). Algunas cuentas
bésicas muestran que para todo par de espacios de Banach E y F' el conjunto II,(E, F) de
operadores p-sumantes (de E en F') verifica las condiciones anteriores. Denotaremos [II,, mp| al
ideal de Banach dado por los operadores p-sumantes.
Las siguientes definiciones nos ayudaran a interpretar de otra manera a los operadores p-
sumantes. Sea F un espacio de Banach, una sucesién (ej)]‘?‘il en F se dice fuertemente p-sumante

si la correspondiente sucesion escalar ([|le;]|)?2, esta en £,. Dentaremos M (E)

al conjunto
de todas las sucesiones en F fuertemente p-sumantes. Es claro que este conjunto es un espacio

vectorial con las operaciones naturales. Mas atin, es un espacio de Banach con la norma:
strong p 1/p
G [ E les1”)

Analogamente se dice que una sucesion (e;)72; en E es débilmente p-sumante si para toda
funcional ¢ € E', la sucesion escalar (p(e;)) esté en £,. Dentaremos con E;}’eak(E) al conjunto de
todas las sucesiones en FE débilmente p-sumantes. Junto con la norma

I(es)l5<** == sup Z |o(ej

pEBp j=1

y las operaciones naturales f;f’e“k(E) resulta un espacio de Banach.

La siguiente proposicién caracteriza a los operadores p-sumantes:

Proposicion 1.1.1. Sean E y F espacios de Banach. Un operador T : E — F es p-sumante si
y sdlo si para toda sucesion (e;)72, € f;f}e“k(E) se tiene que la sucesion (Te;)32, pertenece
a G""(F). En tal caso, 1T - f;;’e“k(E) — ()| = 7,(T), donde T es el operador
(])] 1 (Tej)})il



1.1 Algunos ideales de operadores

El siguiente lema dara ejemplos concretos de operadores sumantes. Sera de importancia luego.

Lema 1.1.2. Sea (2,3, ) un espacio de medida y 1 < p < co. Para cada g € Ly(n) el operador

de multiplicacion
Mg : Loo(p) —  Lp(p)
fo= fyg
es p-sumante con m,(Mg) = | gllp-

Demostracion. Fijemos fi,..., fn € Loo(1). Sea u : by — Lo (1) el operador dado por e; — f;.

Notemos que
n

n
sup (D le(f)I)P = (|| = llul = sup Y a;fjlloo-
@ELoo (1)’ j=1 ac i j=1
llell<1 p

Luego, para todo conjunto A € ¥ de medida nula, se tiene

sup Z\so FIMVP < sup Hzaafy )loo-

pE€Loo(p)!

leli<t MEQ\I:; j=1
Asi,
n n
1 1
sup (O eI < IO @)oo
@ELoo (1)’ j=1 j=1
llell<1
Probemos que efectivamente vale la igualdad: observemos que para cadaa = (a1, ...,a,) € By,
p
tenemos

1> ai i@ < 1D fillo
o j=1

salvo para w en un conjunto de medida nula. Tomemos D un conjunto numerable denso en Byn .
p

Usando lo observado se ve facilmente que existe A € ¥ de medida nula con la propiedad que la

desigualdad de arriba se satisface para todo a € D y todo w fuera de A. Consecuentemente,

H(Z\f ) Pll0 < Su§> Z!f )I7)!/P = sup sup \Z%fa

=1 a€D weQ\A j=1

<SUPHZ%J‘JHOO—HUH—HM = sup Z\so e,

ae pELoo(p)
J=1 leli<1

que es lo que queriamos.

Mostremos ahora que M, es p-sumante. En efecto,

(ZIIMgfjHﬁ)l/”— /Ifgg\” du)'/? = ( /Ig IpZ\fa( )I7) du(w)) !/
j=1

7j=1

S/Ig(w)\p dﬂ(w))”pll(zIfjlp)l/plloo=Hng sup Z!s@ FIYP.
j:1 wELoo

H<PH<1
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Por ende, el operador de multiplicacion My es p-sumante con m,(My) < ||g||p- Para obtener la

igualdad de las normas, notemos que m,(Mgy) > || Myl > || Mg1|l, = ||g]lp- O

El siguiente corolario se desprende del lema anterior tomando g = 1.

Corolario 1.1.3. Sea (2,3, 1) un espacio de medida finita, y 1 < p < co. La inclusion formal

ip - Loo(:u) - LP(N)
es p-sumante con mp(1,) = pu(Q)/P.

Otra clase de operadores que necesitaremos para estudiar incondicionalidad en espacios de
polinomios es la clase de los operadores p-factorizables:

Sea 1 < p < oo. Un operador T : E — F se dice p-factorizable si existe un espacio de medida
(2,3, p) y operadores a : Ly(pn) — F”, b: E — L,(u) tal que si Jp es la inclusion canonica de

F en su bidual, se tiene que el siguiente diagrama conmuta.

JrT
—_—

b\, a
Ly(p)-

E F//

En tal caso, se define la norma

(T = mf [|al[[b]],

donde el infimo se toma sobre tadas las factorizaciones posibles de la forma que hemos indicado.

La familia de los operadores p-factorizables de E en F se denotaré
Ip(E, F)

Se puede ver (con mucho trabajo) que para 1 < p < oo, [I'p,7;] es un ideal de Banach maximal.

La siguiente proposicién nos seré de utilidad:

Proposicion 1.1.4. Sea 1 < p < oo y p’ tal que 1/p+ 1/p' = 1. Las siguientes afirmaciones
sobre el operador T : E — F son equivalentes:

(1) T €T, (E, F)

(2) T e Ty (F', E)

(3) T" e T, (E", F")

(4) JrT € T, (E,F")

En tal caso, se tiene la igualdad v, (T) = v (T") = vp(T") = v (JrT).
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Demostracion. (1)=(2): Queremos ver que existe una factorizacion de la forma

F Jpi T B

b\ @
Lp/(l/).
Para esto consideremos una p-factorizaciéon de T'
JrT
b\, a
Ly(p)-

Por ende, si trasponemos, obtenemos el diagrama:

E Fl/

pr T g
a N\
Ly(p)".
Luego, si b y a son los operadores definidos como b= dJp y a = Jg/b' se tiene que a b=
Jpt'a' Jpr = JpT' JpJp, déndonos la factorizacion buscada. Ademas
——

Idpy

W (T) <o =d'Je|l[a= Jeb|| < |allfb]l

Luego, vy (1) < (7).

(2)=(3): Repitiendo el argumento anterior para 7" € I'y/(F’, E) obtenemos T" € T',(F", E") y
Yo(T") < (7).

(3)=-(4): Observemos que JpT = T"Jg. Si T” € T,(E",F"), como [I'p,~,] ideal de Banach
resulta inmediato que JpT € Tp(E, F") y vp(JrT) < (T JE|| < 7p(T")

(4)=(1): Como F” es un dual, es 1-complementado en su bidual. Consideremos P : F* — F”
la proyeccién cononica. Se tiene el siguiente diagrama:

Ty JeT
b\, @
Ly(p).

Tomando b = b y a = Pa, obtenemos la factorizacion:

E Fiv ﬁ) F"

E JrT F//

b\, a
Lp(p).

Notemos que
Ww(T) < llallllb]l < [Bl1[1Pall < bl Pl < [15] |l
Luego, tomando infimo, tenemos que v,(7") < v, (JrT).
Faltaria entonces ver la desigualdad ~,(JrT) < 7,(T). Pero como v,(JrT) < ||Jr||7p(T) <

vp(T'), se tiene la igualdad para las normas que queriamos probar. ]
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1.2. Bases incondicionales, Banach lattice’s, estructura incondi-
cional local y propiedad de Gordon-Lewis

1.2.1. Bases incondicionales

Dado un espacio de Banach E, diremos que la sucesion (e;)72, es una base de Schauder de

E (o simplemente una base de E) si todo # € E tiene una unica representacion de la forma
_— oo . . . 3 1A 3 N . .

x =) 2 aje; con aj € K. Es decir, la sucesion de sumas parciales (3_;_ ajej)n converge a x

en la topologia de la norma. Diremos que la sucesion (e;)52; es una sucesion bdsica si es base de

Jj=
Schauder de span{e; : j € N}. La siguiente proposicién caracteriza a las sucesiones basicas:

Proposicion 1.2.1. La sucesion (ej)j?"il es una sucesion bdsica st y sélo si existe una constante

A tal que para toda eleccion de escalares (aj)72,, y M < N se tiene

=

M N
HZCL]G]H §AHZ(LJ(3JH (12)
j=1 j=1

La menor de las constantes que satisface (1.2) se denomina la constante basica asociada a

(ej)QO: (la notaremos K ((e;)%°

321))- Diremos que la sucesioén basica es mondtona si K ((e;)52,) = 1.

Un resultado clédsico es el siguiente: Si (e;)32; es base de (£, || ||) siempre existe una norma

| I equivalente a || || tal que (e;)32; es mondtona en (E, || |').

La base (e;)32; se dice incondicional si cada serie convergente » 72,

cionalmente. Es decir, para toda ¢ permutacién la serie ijl Ug()€o(j) CONVETEE.

aje; converge incondi-

El siguiente teorema caracteriza a las bases incondicionales.

Teorema 1.2.2. Sea E un espacio de Banach con base (€;)52. La base (e;)72, es incondicional
st y solo si existe una constante K > 0 tal que para todo N natural, a1, a9, ...,an; b1,ba,...,bN

con |aj| < |bj| se tiene
N N
1Y " ajesll < K11 biesl- (1.3)
j=1 j=1

Se define la constante de incondicionalidad x((e;)72,; E) para la base (e;)72; en E como el

j=1’

infimo sobre las constantes K que verifican (1.3). Entendiendo x((e;)2;; £) = oo si la base no

j=1’
es incondicional. De igual manera se define la constante de incondicionalidad para una sucesiéon

bésica (e;)72,. Escribiremos x((e;)32) si no hay necesidad de aclarar dénde estamos consideran-

7=1

do la sucesion (e;)72.

La constante de incondicionalidad del espacio de Banach E esti dada por

X(E) = inf{x((e;)721) : (e;)j2; es base incondicional de E'}
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Aniélogamente diremos que la constante de incondicionalidad es oo si £ no posee base incondi-

cional. Diremos también que la base (e;)52, es K-incondicional si K > x((e;)72;). Es conocido
que si (e;)72; es una base incondicional en (£, || ||) siempre existe una norma || ||" equivalente a

| [| tal que (e;)$2; es l-incondicional en (£, || ||').

Observacién 1.2.3. Sean (ej)‘]?‘;l una sucesion bdsica en K y Ay C---CA, CApy1 C---CN

sucesion de subconguntos tales que |J,~; A, = N. Entonces,
x((e)521) = supx({e; : j € An}) = lm x({e; : j € An}) (1.4)
neN n—oo

Demostracion. Es claro que x({e; : j € An}) < x({ej : 7 € Ant1}) < x((ej)52;) Luego,
suppen X({ej 1 7 € An}) = lmpoo X(({e; 1 § € An}) < x(e))52,). Para la otra desigualdad,
consideremos N natural y ai,az, ...,an; b1, b, ...,by con |a;| < [bj|. Como existe un ntmero k

tal que el conjunto de vectores eq,...,exN pertenece a Aj tenemos que

N N
1D ajesll < x({ej: 5 € A bjell
=1

j=1
N
<supx({ej: j € A}l Y bjesl-
neN j=1
Por ende, x((e;)72;) < sup,enXx({ej 1 j € An}). O
La siguiente proposicién nos serd de utilidad:

Proposiciéon 1.2.4. Sea (e;) una base K-incondicional de E. Entonces, para todo A C N, el

subespacio Fx = span{e; : j € A} es complementado. Mds ain, {e; : j € A} es base incondicional

de F4 y la proyeccion candnica Py en F4 verifica |Pa|| < K (es decir Fa es K-complementado).

1.2.2. Banach Lattice’s

El espacio de funciones esti ordenado de manera natural, donde el orden esta vinculado con la
norma. Esta estrecha relacién entre el orden y la norma se repite en diferentes tipos de espacios.
Esto induce la definicion de Banach Lattice (o reticulado de Banach, aunque por costumbre
usaremos la terminologia anglosajona). Para hacer més amena la lectura daremos la definicion

para el caso en que K = R.

Definicién 1.2.5. Un espacio de Banach E junto con un orden parcial < se dice un Banach
lattice (o0 que tiene estructura de lattice) si se verifican las siguientes condiciones:

(1) x <y implica v+ z < y+ z, para todo x,y,z € E;
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(2) ax > 0, para cada x > 0 en E y todo nimero no negativo a;
(3) para todo x,y € E existe una menor cota superior x V y y una mayor cota inferior x A y;
(4) |lz|]| < |ly|| siempre que |x| < |y|, donde el valor absoluto |x| de un vector x € E se define

como x| =z V (—x).

Es importante remarcar que (3) se puede cambiar pidiendo solamente la existencia de una

menor cota superior (o de una mayor cota inferior) gracias a la identidad
TANy=xz+y—xzVuy.

Notemos que todo espacio con base l-incondicional (ej);’il es siempre un Banach lattice

donde el orden parcial esta definido de la siguiente manera: diremos que E;’;l aje; > 0 siy solo

o0

si a; > 0 para todo j € N. A este orden se lo conoce como el orden inducido por la base (ej)jzl.

Para un espacio de Banach E con base incondicional (e;)52; (no necesariamente l-incondicional)
con el orden definido arriba, siempre se verifican las condiciones (1), (2), (3) de 1.2.5, pero (4)

tiene que ser reemplazado por
(47) existe una constante M tal que ||z|| < M||y|| siempre que |z| < |y|.

Tal como pasaba con las bases incondicionales, todo espacio de Banach parcialmente ordenado

satisfaciendo (1), (2), (3) y (4’) puede ser renormado para que sea un Banach lattice con la norma:

)" = sup{llyll : |yl < |al}.

Por lo tanto, aquellos espacios isomorfos a un Banach lattice tiene una estructura més general
que los espacios con base incondicional. Hay importantes ejemplos de Banach lattices que no
vienen inducidos por ninguna base incondicional. Un resultado conocido es que ni L1(0,1) ni
tampoco C(0,1) tienen base incondicional, sin embargo con el orden puntal (f < g si y s6lo si
f(z) < g(x) para todo = € (0,1)) tienen estructura de lattice. De hecho, con el orden puntual,
todo espacio L,(p) con 1 < p < ooy C(K) (el espacio de las funciones continuas sobre un
compacto Hausdorff) es un Banach lattice. Si bien los espacios L,(0,1) (1 < p < o0) tienen
base incondicional (la base de Haar), la estructura de lattice dada por el orden puntual difiere
radicalmente de la estructura dada por la base de Haar. Mucha teoria concerniente a Banach
lattice’s ha sido desarrollada en los tdltimos 50 anos, se recomienda ver [23] para una mayor

compresion en el tema.

1.2.3. Estructura incondicional local

Una nocién més general que la de base incondicional y la de Banach lattice, es la de estructura

incondicional local (1.u.st, por local unconditional structure).
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Definicién 1.2.6. Decimos que E tiene estructura incondicional local (l.u.st.), si existe una
constante A > 1 tal que para todo subespacio X de dimensidn finita de E la inclusion candnica
1: X — FE tiene una factorizacion de la forma
X - E
v\, U
Z

donde Z es un espacio de Banach con base incondicional yu: X — Z, v: Z — E satisfacen
[ull[[v]lx(2) < A.

La menor de las constantes A se llama la constante de incondicionalidad local de E y se nota

A(E). Trivialmente si E tiene base incondicional tiene l.u.st y vale:

A(E) < x(E).

El proximo teorema asegura que, en la definiciéon de estructura incondicional local, se puede

pensar que el espacio con base incondicional Z es siempre de dimensién finita.

Teorema 1.2.7. Un espacio de Banach E tiene l.u.st. si y sdlo si existe una constante A > 1
tal que para todo X subespacio de dimension finita de E la inclusion candnica 1 : X — FE tiene
una factorizacion 1 = wv conv : X — Z yu: Z — E donde Z es un espacio de Banach de
dimension finita y u,v satisfacen

[ulll[v]lx(2) < A,

donde A(F) se puede computar como la "menor” de las constantes donde se admite una tal
factorizacion.

Se sabe que existen espacios de Banach con base incondicional con subespacios propios sin
base incondicional. Sin embargo, un problema abierto desde hace tiempo es determinar si todo
subespacio complementado de un espacio con base incondicional tiene también base incondicional.
Otro problema abierto, aiin mas general, es determinar si todo subespacio complementado de
un Banach lattice tiene estructura de lattice. La siguiente proposicién muestra que la estructura

incondicional local sf se preserva por subespacios complementados.

Proposicion 1.2.8. Sea E un espacio de Banach con l.u.st. y F' un subespacio complemetado
de E. Entonces, F tiene lu.st. Mds aun, si P : E — F es la proyeccion candnica se tiene la

desigualdad A(F) < ||P||A(E).

Demostracion. Sea X subespacio de dimension finita de F'. Consideremos ¢ : X — F, [ : F —- E

las inclusiones de X en F' y de F en E respectivamente. Como FE tiene l.u.st., el operador de
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inclusién j : X — FE se factoriza de la forma y =vuconv: X - Zyu:2Z — Ey Z es un

espacio de Banach con base incondicional tal que
[allllvllx(2) < A(E).

Notemos que j = I1.

Si consideramos u = Pu y v = v, tenemos que ¢ : X — F' tiene una factorizacion

7

X — F

v\, U
Z

donde u y v satisfacen
lullllvlix(Z) < [IPll[allvlx(Z) < [[PIAE).
Hemos visto asi que F' tiene Lu.st. y que A(F) < ||P||A(E). O

Los siguientes teoremas se pueden encontrar detallados en [11], seran citados constantemente

a lo largo de la tesina.
Teorema 1.2.9. E tiene Lu.st si y sélo si E tiene Lu.st.
Teorema 1.2.10. Todo Banach lattice posee l.u.st.

Por ende, los espacios Ly(i) con 1 < p < oo y C(K) tienen estructura incondicional local. Es
importante aclarar que hay espacios que poseen l.u.st. pero que no son isomorfos a un Banach

lattice.

Teorema 1.2.11. Un espacio de Banach tiene Lu.st. siy solo si E es isomorfo a un subespacio

complementado de un Banach lattice.

1.2.4. Propiedad de Gordon-Lewis

Hace poco vimos que todo espacio con base incondicional es isomorfo a un Banach lattice. Por
otro lado, el Teorema 1.2.10 asegura que cualquier Banach lattice tiene estructura incondicional
local. Daremos ahora una definicién incluso un poco méas general. Se recomiendan, para una

mayor comprension, los textos [11], [17].

Definicion 1.2.12. Diremos que un espacio de Banach E tiene la propiedad de Gordon-Lewis
(o simplemente, que es de Gordon-Lewis) si todo operador 1-sumante T : E — {5 admite una

1-factorizacén T = RS con
T

FE — 2
RN\ S
Lyi(u),

donde p es una medida y R: FE — Li(u) y S : L1(u) — f2 son operadores lineales acotados.
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En otras palabras, E tiene la propiedad de Gordon-Lewis si y solamente si II;(E,f2) C

I'1(E, ¢3) (es decir todo operador 1-sumante de E en {3 es 1-factorizable).

Observacion 1.2.13. Si E de Gordon-Lewis entonces, la inclusion candnica v : 111 (E, ly) —
' (E,{s) es acotada.

Demostracidon. Por el teorema del grafico cerrado basta ver que si T, or vy o(Ty) =Ty, NEN

entonces T = T'. Como || T, — T|| < m1(T,, — T) se tiene que T, U T. Por otro lado, como

T —T'|| <1 (T, — T) resulta T, 7. Por unicidad del limite, T'=T". O

Por lo tanto si E es de Gordon Lewis, existe una constante C positiva tal que para todo
T:E — ¥y
’71(T) S C?Tl(T)

La mejor constante C' se llama la constante de Gordon-Lewis de E y se donota gl(F). Por ende,
gl(E) = ||II1(E, l2) — I'1(E, {2)]]. Diremos que gl(E) = oo si E no es de Gordon-Lewis.

Una herramienta fundamental en el estudio de incondicionalidad en espacios de Banach es
la desigualdad de Gordon-Lewis. Dicha desigualdad para un Banach E vincula la constante de
incondicionalidad x(E) (més en general: la constante de incondicionalidad local A(E)) con la

constante de Gordon-Lewis gl(E).

Teorema 1.2.14. (Desigualdad de Gordon-Lewis) Sean E y F espacios de Banach. Suponga-

mos que E tiene l.u.st. Entonces todo operador I-sumante T : E — F es 1-factorizable, con
N(T) < AE)m(T). (L5)

Demostracion. Afirmamos que para todo subespacio X de dimensién finita se tiene la desigualdad
M (T|x) < A(E)m(T). De esta afirmacion deducimos inmediatamente el teorema (pues [I'1, 1]
es un ideal de Banach maximal). Sea entonces X un subespacio de dimension finita fijo. Dado
A > A(F), existe un espacio de Banach Z con base incondicional, junto con operadoresv : Z — E
yw: X — Z tal que vw : X — E es la inclusion canoénica de X en E y ||v||||w|[x(Z) < A
Exhibiremos una 1-factorizacion controlada de Tv : Z — F via {5.

Sea u tal que x(Z) < pu < Mv||7Y|w||~!. Fijemos una base incondicional (2j)52, de Z tal
que Xx((2;)521) < p. Por lo tanto, si 2 = 3222, a;2; y (tj) € Be,, vale que || 3272, tja;z;| <
IS a4yl

Veamos que ||(a;z;)[|¥e%* < > 521 a;zj|l. Para esto tomemos 7 e B, y t la sucesion de

By, dada por t := (sg(2'(a;2;)));. Tenemos entonces:

o0 o o
() tjagz) =Y 52 (agz) =Y |2 (a;2)]
i=1 i=1 =1
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Como ademas,
(e} o0
’
2 () tjagz) < 11D tia;zll,
i=1 i=1
tomando supremo se obtiene

[0.9]
k
(azp)lIF°" < pll Y ajzll-
j=1
Por otro lado, por la propiedad ideal de la norma m; y la desigualdad anterior...

oo
t
[Tv(ajz;) 7" = Z ITv(a;2)]| < ma(Tw)||(azz) 1P < prr(T[vll D a2l
Jj=1 j

Por lo tanto, el operador

R:Z — ¥
o0
> ajz; - (ag]|To(z)|);
j=1
estd bien definido y ||R|| < pmi(T)||v||. Para terminar, el operador S : ¢; — F dado por

Tvz;
S((b) ==Y bjm

Tvz;7#0

verifica que [|S|| < 1. En efecto,

T T
H H_ H H_ I

& [1Toz]| Tzl
Notemos que SRZ]' = Tvzj va que

Rz; = (0, ..., ||Tvz],0...)
——
J
y, por como S esta definido,

SRy — | Tvz;| ”Tvi 1= Tz siTvz; #0
T 0 si Tvzj = 0.

Por lo tanto, SR = Tw. Luego,
T|x =Tv=Tvw = SRw,
dando asf una 1-factorizacion de T'|x (Rw : X — 1y S: 41 — F). Ademés tenemos...
N(Tlx) < [Bwl[[[S]] < | R[Hlwll S]] < pr (T)|v][[[w]] < Ama (T),
donde la ultima desigualdad se debe a cémo elegimos p. En definitiva, probamos que
N(T|x) < AME)m(T),

ya que A > A(FE) era un escalar arbitrario. Esto es exactamente lo que queriamos probar.
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Corolario 1.2.15. Si E tiene l.u.st. entonces E es de Gordon-Lewis y se tiene

gl(E) < A(E). (1.6)

. o e .y _ oo
En particular s (ej)j:1 es una sucesion bdsica incondicional y F' = spcm{(ej)j:l} entonces F' es
de Gordon-Lewis y vale

gl(F) < x((e5)521)- (1.7)

Demostracion. Sea T : E — {5 un operador 1-sumante. Como FE tiene l.u.st., el el teorema
anterior asegura que T es un operador 1-factorizable. Por ende, {E de Gordon-Lewis! Ademas
vale que

1(T) < A(F)m (T).
Por lo tanto gl(F) < A(E).

En particular si F' = span{(e;)32,}; (e;)72; es base incondicional de F'. En otras palabras,

F tiene lu.st.. Para obtener la desigualdad (1.7) basta notar que

A(F) < x(F) < x((ej)721)-
O

Es importante destacar que la propiedad de Gordon-Lewis, tal como pasaba con la estructura
incondicional local, se preserva en subespacios complementados. Esta caracteristica sera crucial
al estudiar incondicionalidad en espacios de polinomios. La siguiente observacién es de suma

importancia, serd usada constantemente en el transcurso de este trabajo.

Observacion 1.2.16. Sean T : E — F y S : FF — E operadores tales que Idg = ST. Entonces

FE es isomorfo a un subespacio complementado de F y
gl(E) < IT(|ISllgl(F). (1.8)

Demostracion. Mostremos primero que FE es isomorfo a un subespacio complementado en F.
Como Idg = ST, T es inyectivo. Si encontramos un proyector P con rango T(E), por el teorema
de la aplicacion abierta, serda T'(F) un subespacio complementado de F'y T : E — T(E) un
isomorfismo. El operador P = T'S es el proyector buscado: como Idg = ST se tiene que S es

sobreyectivo (por lo tanto Rg(P) = T'(F)). Ademas

P*=T ST S=TS=P,
~~
Idg

que es lo querfamos.
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Veamos ahora que gl(E) < ||T|||S||gl(F'). Sea 3 : E — {3 un operador 1-sumante. Notemos

que 35 : F' — {5 también lo es. Por lo tanto

71(35) < gl(F)m1(29).

Por otro lado, 3 = 3ST. Luego,

M0G) =n0ST) < nOHNNT| < gl(F)m ST < gl(E)m ) [STIT]-

Concluimos entonces que
gl(E) < [[T]|[S]lgl(F).
O

El siguiente teorema asegura que puede computarse la constante de Gordon-Lewis de un
espacio conociendo la constante de Gordon-Lewis de su dual y viceversa. Se puede encontrar una

demostracion de este resultado en [11].

Teorema 1.2.17. Un espacio de Banach es de Gordon-Lewis si y sélo si E' es de Gordon-Lewis.

En tal caso, gl(E) = gl(E').
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1.3. Funciones multilineales y polinomios homogéneos

En esta seccion presentaremos las funciones multilineales y los polinomios homogéneos espa-
cios de Banach. Enunciaremos algunas propiedades bésicas de estas funciones y definiremos los

distintos tipos de polinomios que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Recordemos que, si E1,..., E, v F son espacios vectoriales, una funcion
¢y x---xXE, - F

se dice multilineal si es lineal en cada una de las coordenadas. Notaremos L(Ey, ..., E,; F) al
espacio de todas las funciones multilineales ¢ : F1 X --- X E — F que son continuas para
las topologias dadas por las normas. Nosotros estaremos particularmente interesados en el caso
en Ep,...,E,, son espacios de Banach y F = K (en tal caso notaremos L(E1,...,E,)). Si
ademéas F, = ...Ey = E, el espacio anterior se notard L(™FE). Diremos que la funcion m-
lineal ¢ : E™ — K es simétrica si para cualquier permutacion o de {1,...,m} se verifica
B(ex(1)s -1 €o(m)) = @(€1,-..,en) para toda m-tupla (e1,...,e,) € E™. Denotaremos Ls("E)
al subespacio de £("F) formado por las funciones multilineales continuas y simétricas.

Si ¢ es una funcién m-lineal, definimos

llo|l = sup{|®(e1,...,em)| : €1 € Bg,,...,em € Bg,, }.

De esta manera una funcién multilineal resulta continua si y solamente si su norma es finita.

Ademsés esta norma hace de L(Ey,. .., Ey,,) un espacio de Banach y vale
[p(exs - em)ll < lI@llllenl] - - [leml
para todo e € Eq,...,em € Ep,.

Diremos que una la aplicacion P : E — F es un polinomio homogéneo de grado m (o un

polinomio m-homogéneo) si existe una aplicacion m-lineal ¢ : E x ... E — F tal que

para todo e € E. En este caso se suele notar P = g/g (v se dice que P es el polinomio asociado a
la multilineal ¢).

Es importante destacar que distintas funciones m-lineales pueden generar un mismo polinomio
P. Sin embargo, de todas las funciones que dan lugar a P solo una es simétrica. A esta funcion
m-lineal la notaremos con P. Se suele denominar la funcidn m-lineal asociada al polinomio P.

La siguiente fdrmula de polarizacidn permite recuperar las funcion multilineal simétrica a partir
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del polinomio asociado:

§ 1 “
Ple1,...,em) = Sy Z £l .. .amP(Z gje;) (1.9)
j=1

Ceie{-1,1}
para ej,...,em € E.

Para un polinomio m-homogéneo P se define la norma
I1P[l = sup{[|P(e)]| : e € B}

El polinomio P es continuo si y sdlo si tiene norma finita. Ademas vale la desigualdad || P(e)|| <
| P|||le]|¥, para todo e € E, siendo || P|| la menor constante que verifica esta desigualdad. No-
taremos P(™E; F) al espacio de todos los polinomios m-homogéneos continuos de E en F. En
el caso en que F' = K (que es el caso que nos vamos a estudiar) notaremos P("™FE). Es facil
ver que, con esta norma, P(™FE) resulta un espacio de Banach. Evidentemente, la norma de un
polinomio es siempre menor o igual a la de su funcién multilineal asociada. Por otra parte, como
consecuencia directa de la férmula de polarizacién, un polinomio es continuo si y solamente si su

funcién multilineal asociada lo es. Ademas se verifica la desigualdad
. m™m
1P <Pl < — 1Pl
m!
Esto asegura que el operador

T L(ME) — P(™E)

¢— ¢

es un isomorfismo de espacios de Banach (cuya inversa esta dada por la aplicacion P — P).

1.3.1. Algunas clases de polinomios

El ejemplo més simple de un polinomio m-homogéneo sobre un espacio de Banach F esta dado
por P(e) = p(e)™, donde ¢ es una funcional lineal continua definida sobre E. Mas en general,
diremos que un polinomio P € P(™E) es de tipo finito si existen funcionales ¢1,...,p, € E’

tales que
n
Ple)=> o)™,
j=1

para todo e € E. El espacio de los polinomios de tipo finito se notara P;("E). Una consecuencia

de la formula de polarizacion es que dados 11, ..., € E’, existen (goj)?;nl tales que

-
vi(e) . mle) =Y pi(e)™,
j=1
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para todo e € E en el caso en que K = C (si el espacio es real y m es par, las potencias de ¢;
quedan multiplicadas por un signo). Luego, en la definicién de polinomios de tipo finito, podemos
reemplazar las potencias de funcionales por productos de distintas funcionales. A partir de esto,
es sencillo ver que si P : £ — K es un polinomio y T : ' — E es un operador de rango finito, la
composicion PT es un polinomio de tipo finito. En particular, si F es un espacio de dimension

finita, todo polinomio sobre E es de tipo finito.

Diremos que un polinomio P € P(™E) es nuclear si existen una sucesion acotada (¢;)72, en

E' y una sucesion de escalares (A\;)52; C {1 tales que

P(e) =) Xgi(e)™, (1.10)
j=1

para todo e € E.

Pruc(™E) denotara el espacio de los polinomios nucleares provisto con la norma nuclear

1Pl = mf{Y  Aslllosl™ )

j=1
donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de la forma (1.10).

Es sencillo ver que la inclusién canénica

v (Prue("E), || la) = (P(E), | )

es continua. Més atn, siempre se tiene la desigualdad ||P| < || P||x- Por otro lado, puede verse

que Py(™E) es denso en (Phuc("E), || |n)-

La clausura del espacio de los polinomios de tipo finito (o de los polinomios nucleares) en

P(™E) se denomina el espacio de los polinomios aprozimables Poppr (™ E).

Hasta aqui los polinomios se clasificaron segin sus distintas expresiones. Sin embargo, exis-
ten otras clasificaciones relacionadas con diversas propiedades de continuidad. Diremos que un
polinomio P es débilmente continuo sobre acotados si su restriccién a cualquier acotado de F
resulta una funcién continua considerando en E la topologia débil. En otras palabras, para toda
red acotada (eq) convergente a e se tiene que P(eq) — P(e). Por otra parte, un polinomio se
dird secuencialmente débil continuo si, cada vez que una sucesion (e;) converge débil a e € E,
P(ej) converge en norma a P(e). Notaremos a esta clase de polinomios Pysc("E).

Las siguientes relaciones entre espacios de polinomios se siguen inmediatamente de las defini-
ciones:

Pi(ME) C Pruc(™E) C Pappr("E) C Pw(™E) C Puse("E) C P(ME).

Todas las inclusiones son, en general, estrictas. Sin embargo existen casos en los que valen las

inclusiones inversas. Por ejemplo, si F es de dimension finita todos los espacios coinciden. Si E’
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tiene la propiedad de aproximacion, Pyp,r (" E) es igual a P, (™FE) [4]. Si E no contiene copia de
0y resulta Py (" E) = Pysc("™E) (ver |3]), mientras que si E tiene la propiedad de Dunford-Pettis,
Pusc("E) resulta idéntico a P("™E) [29]. Existen muchas mas clases de polinomios, se recomienda
ver [14], [24] para una mayor comprension en el tema. Nosotros estudiaremos la existencia de

bases incondicionales para los espacios Ppyc("™E), Pappr(™E), Pw(™E) y P("™FE) principalmente.
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1.4. Productos tensoriales

R. Ryan [27] introdujo los productos tensoriales simétricos al estudio de los polinomios y
funciones holomorfas en espacios de Banach. La gracia de involucrar productos tensoriales en estas
areas se debe a que estos permiten linealizar problemas no lineales. Asi, problemas concernientes a
cierta clase de funciones (como funciones multilineales o polinomios) se traducen a problemas que
involucran aplicaciones lineales sobre los productos tensoriales (donde es més simple trabajar).
Tal como en la vida, muchas veces cuando uno quiere obtener algo debe dejar otra cosa de lado,
aqui el costo que tiene linealizar es que se debe trabajar con espacios algo méas complejos que
los espacios originales. En esta seccién repasaremos los conceptos basicos que necesitaremos a lo
largo de la tesis para entender los trabajos 9], [10]. Para un profundo entendimiento en el tema

se recomiendan los textos [28] y [15].

Empecemos recordando algunas definiciones y resultados. Sean E1, ..., E,, espacios de vecto-
riales, el producto tensorial de Ex, ..., Ej es el espacio ®(FE1, ..., Ey,) generado por los elementos

de la forma e ® --- ® e, donde e1 € Eq,...,e, € E,,, de manera que la aplicacién
Em Bl X - X By — Q(E,...,Ey) (1.11)
(617"'7€m)’_>61®"'®6m

es m-lineal. Esta aplicacién es universal en el siguiente sentido: Dado un espacio vectorial F'y una
funcién m-lineal ¢ : Ey X - - - X E,,, — F existe una tnica aplicacién lineal Ay : F1®---® E,, — F

de manera que el préoximo diagrama conmute

Eix--xE, -5F

J/Hm /‘A¢
®(E1, ... ,Em).
Ademas, dado cualquier operador lineal A : @(F, ..., E,) — F la funcion Ak, es una funcion
m-lineal de F7 X --- X F,, en F. En consecuencia el espacio de las funciones m-lineales de

FEy x ... E,, en F resulta isomorfo al espacio de las funciones lineales del producto tensorial en
®(E1,...,Ep) en F via la aplicacion ¢ < Ag.

La multilinealidad de la aplicacion (1.11) hace que todo elemento z en el producto tensorial

®(FE1, ..., Ep) tenga una representacion de la forma
T . )
r=>Y €@ -ad, (1.12)
j=1
donde e{ € E; para cada indice ¢ € {1,...,m}. Es importante destacar que en general hay

muchas representacion como en (1.12) del tensor x.
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Dos normas se destacan en el producto tensorial de espacios de Banach: la norma proyectiva o
m-norma v la norma inyectiva o e-norma. Recordemos cémo estaban definidas y las propiedades
que poseen. Empecemos con la norma proyectiva...

Si Ey, ..., E,, son espacios de Banach, se define en ®(E1, ..., E,,) la norma proyectiva de un

tensor x como

m(z) =mt{Y_ efll...lleh},
j=1

donde el infimo se toma sobre todas las posibles representaciones de x. Al producto tensorial
dotado con esta norma se lo nota ®,(E1,...,Ey,), vy a su completacion ®,(E1,...,Ey,). La

siguiente propiedad resulta fundamental:

Proposiciéon 1.4.1. La aplicacion ¢ < Ay es un isomorfismo isométrico entre los espacios
L(EBy,...,Ep;F) = L(®:(E1,...,Ey,); F). En particular, si F es el cuerpo escalar se tiene,
L(E1,....,Ep) = (®(E1,...,Ep)).

Dados dos espacios de Banach F y F tenemos, por la proposicion anterior, que (F ®, F)' =
L(E,F). Por otra parte, cada ¢ € L(E, F') define un operador Ry : E — F’ dado por Ry(e)(f) =
o(e, f), para todo e € E'y f € F. Esta da un isomorfismo isométrico entre los espacios L(E; F)
y L(E; F'). Por ende, se tiene la igualdad isométrica (E ®, F) = L(E; F’).

Una propiedad muy importante que cumple la norma proyectiva es la siguiente: Si Eq,... E,,
y Fi,...,F, son espacios de Banach y 17 € L(E1; F1),... Ty € L(En; Fyn) son operadores
lineales, entonces la asignaciéon @7 T} definida por

R T : @r(E1, ..., Em) = ®@x(F1,..., Fn)
1R - Repm—Ti(e1) @ @ Thy(em),

tiene norma ||T1]| ... |||

Otra norma natural que surge en el producto tensorial es la siguiente: si Fi,..., E,, son

espacios de Banach, se define en F; ® --- ® E,, la norma inyectiva de un tensor x como
r .
e(x) =sup{| > _¢1(e])...om(el)| : ¢1 € Bpr,...,om € Bpy },
j=1

donde Z;Zl e{ Q- Qel, es alguna representacion del tensor z. Sin mucho trabajo se puede ver
que siempre se tiene la desigualdad ¢ < 7.
Tal como pasaba con la norma proyectiva, para Fy,...E,, y F1,..., F,, espacios de Banach

yTi € L(E; Fr), ... Ty, € L(Ep,; F)y,) operadores lineales la asignacion @7, Tj definida por

QI T : ®c(Er, ..., Em) — @c(F1,..., F)

61®...®em|—>T1(61)®"'®Tm(em)v
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tiene norma || T3] ... || 7w
Sorprendentemente (o no tanto) el producto tensorial inyectivo permite estudiar la integral
de Pettis en espacios de Banach, operadores y formas multilineales integrales, funciones continuas

de un compacto a un espacio de Banach, etc. Aunque no entraremos aqui en detalles.

1.4.1. Productos tensoriales simétricos

Anteriormente vimos cémo se linealizan funciones multilineales, el producto tensorial simétri-
co mostrard cémo linealizar polinomios. Supongamos que £ = ... E,, = E, y consideremos el
espacio @F := F® ---® E (el producto tensorial de orden m de E). Se denomina producto

tensorial simétrico de orden m al subespacio de ® ™ E generado por los tensores de la forma

Denotaremos a este espacio ®™°FE. El espacio vectorial ®”*F junto con la asignacion A,, de

E en ®™%E dada por

verifican la siguiente propiedad universal: dado un espacio vectorial F' y un polinomio m-
homogéneo P : £ — F, existe una tunica aplicacién lineal Lp : "™°E — F tal que el siguiente

diagrama conmuta
P

) — F
am  Lp
QMSE.

Reciprocamente, dado un operador lineal L : ®™*FE — F, la aplicacion LA, es un polinomio
m-homogéneo de E a F. Por ende, los espacios P("E;F) y L(®™°FE;F) son isomorfos via
la aplicacién P < Lp. Para un polinomio P : E — F, el tnico operador Lp que verifica
Lp(el™) = P(e) se denomina linealizacion de P.

Otra forma de entender al producto tensorial simétrico es viéndolo como la imagen del opera-

dor de simetrizacion S:

S:= 8§ : @"E — @"E

1
€1®...€m|—> ﬁ Z ea‘(l)®"'€0(m)7
O’GSm
donde S,,, denota el grupo de permutaciones del conjunto {1,...,m}. Es importante destacar
que el operador de simetrizaciéon es una proyeccion del producto tensorial al producto tensorial

simétrico.
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Un elemento y € @™ E tiene siempre una representacion (no unica) de la forma
T
y=> e, (1.13)
j=1

si E es un espacio vectorial complejo (o real y m es par). Si E es un espacio real y m es par, las

representaciones de los elementos tienen la siguiente forma

T p

TR o

j=1 j=r+1
Por comodidad usaremos la notacién compleja.

Para un elemento y € "™ *FE se define la norma proyectiva simétrica de y como

ms(y) = mf{y  [le;|™}

j=1

donde el infimo se toma sobre todas las posibles representaciones y = Z;Zl egm). El producto

- 4 m,Ss .z =m,s
tensorial ®™°FE dotado con la norma 7s se notard ®r.°F y a su completacién @z, " E. Remar-
quemos que la norma ms no coincide con la restriccion de la norma proyectiva m de @T'E al

producto tensorial simétrico ®5.°E. La norma proyectiva tiene la siguiente propiedad:

Proposicion 1.4.2. S5i E y F' son espacios de Banach, la aplicacion P < Lp es un isomorfismo

isométrico entre P(ME; F) y L(Qy.°F; F). En particular si F = K se tiene (97.°E) = P("E).
Otro identificacion que da la norma proyectiva simétrica es la siguiente:

Proposicion 1.4.3. Si E es un espacio de Banach cuyo dual tiene la propiedad de aproximacion

entonces los espacios @n."E', Pruc(™E) son isométricamente isomorfos.

También vale destacar que si £ y F' son espacios de Banach y T' € L(F; F') es un operador

lineal, entonces la asignacién ®™1" definida por
Q@"T: @, E— @, F
em (Te)(m)
tiene norma ||T°||".

Otra norma que resulta de gran utilidad es la norma inyectiva simétrica o e5-norma. Para

un elemento y € ®™*FE se define la norma inyectiva simétrica de y como

) = sup {13 ele)")

® -
lel<t  J=1
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donde Z§:1 egm) es alguna representacion del tensor y. Se puede ver facilmente que la norma
inyectiva simétrica €5 es siempre menor o igual que la norma proyectiva simétrica ms. El pro-
ducto tensorial ®°E dotado con la norma e, se notard @20 °F y a su completacion @ °E. Es
importante aclarar, al igual que pasaba con la norma proyectiva simétrica, que €5 no coincide
con la restriccion de la norma inyectiva € de @ FE al producto tensorial simétrico @;.°F.

La siguiente identificacion sera de utilidad:

Proposicion 1.4.4. Para todo espacio de Banach E se tiene la siguiente igualdad isométrica
R E' = Pp(™E). En particular @_." E' = Pappr (M E).
Luego, si E’ tiene la propiedad de aproximacion podemos identificar ég’sE’ con P, (ME).
Tal como ocurria con la norma proyectiva simétrica, €4 tiene la siguiente propiedad: Si E y

F son espacios de Banach y T' € L(FE; F) es un operador lineal, entonces la asignacion @™7T

definida por
@"T:®. E— &, F
e(m) (Te)(m)

tiene norma ||T7||™.

1.4.2. Normas tensoriales, normas tensoriales simétricas y algunos resultados
de utilidadad

Diremos que « es una m-norma tensorial si para cada m-tupla de espacios de Banach
(E1,...,Ep), a asigna una norma en ®(Ey,..., E,;,) (que llamaremos «), verificando:
(HYe<a<men®(E,...,En)

(2) [®71Tj : ®@alBrs- s EBm) — @a(F1, ..., Fp) | < [T1] ... | T3n | para cada operador T; € L(E;, F).

A la propiedad (2) se la conoce como la metric mapping property para la norma « (las normas
e y m siempre la verifican).

Anélogamente, diremos que [ es una m-norma tensorial simétrica si para cada espacio de
Banach E 3 asigna una norma en ®™°FE (que llamaremos () verificando:

(1) es < B <msen @™°E
2) [@"T: @, E — @3 °F|| < ||T||™ para cada operador T' € L(E, F).
A la propiedad (2) también se la conoce como la metric mapping property para la norma

simétrica [ (las normas €5 y 7 tienen esta propiedad).

Para o una m-norma tensorial, § una m-norma tensorial simétrica y £ un espacio de Banach

de dimensién finita se define en ®™FE la norma dual o, y en ®™*FE la normal dual 8* como

QME = ("E' ®p E := (95 °E",
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respectivamente. Es importante recordar que e* =7, 7" =¢c y e} =7, 7

s = Es-

La siguiente proposicion se debe a K. Floret [16] y sera de gran utilidad mas adelante.

Proposicion 1.4.5. Para toda m-norma tensorial simétrica B existe una m-norma tensorial o

tal que para todo espacio de Banach E se tiene
dm ' ygmep < B < dmoygmsg en @™ E (1.14)
con dp, < m™/m!. Mds ain, si E de dimension finita tenemos:

Ygmsp < dmf" en @™ E. (1.15)
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1.5. Tipo, Cotipo y desigualdad de Khintchine

Sea {r; }j‘;l una sucesion de funciones de Rademacher. Un espacio de Banach F tiene tipo p
para 1 < p < 2 si existe una constante C' tal que para toda eleccién de vectores finitos eq,..., e,

en F se tiene "

1 n
( / 1Y ritesllP ) < (Y lles | di)'?.

j=1 j=1
La menor de todas las constantes C' que verifican la desigualdad anterior se denomina la
constante de tipo p de E y se nota Tp(FE).

Similarmente, un espacio de Banach E tiene cotipo g para 2 < g < oo si existe una constante

D tal que para toda eleccién de vectores finitos ey, ..., e, en F se tiene
- 1/ . 1/
(S lleslrar) ™ < D( [ 13 ries | de)""
j=1 0 j=1

La menor de todas las constantes D que verifican la desigualdad anterior se denomina la
constante de cotipo ¢ de E y se nota Cy(E).

La siguiente es una desigualdad clésica que usaremos frecuentemente:

Teorema 1.5.1. (Desigualdades de Khintchine). Ezisten constantes Ay, B, con 1 <p < 0o

tal que para todo n € N y sucesidn de escalares (aj);‘:l se tiene

1/2 1/2

n 1 n n
1 .
A, (S JagP? s(/0 S arePd) P < [ Sla | s 1<p<2
j=1 j=1 j=1

1/2 1/2

n 1 n n
1 .

S a2 é(/0 S arera) < B, [Sla2| s 2<p

i=1 =1 i=1

1.6. Contencion de (}’s y definicion de base greedy

Diremos que E contiene la sucesion de £ ’s uniformemente complementada si existe una
constante C' tal que para todo n natural existen operadores Sy, : £ — E'y T, : E — (] con

T,Sn = Idey (la identidad de £3) y [|Sn|[[| T < C.

Lema 1.6.1. Sea F isomorfo a un subespacio complementado de E. Si E no contiene la sucesion

uniformemente complementada de £})’s, para 1 < p < oo, entonces F' lampoco.

Demostracion. Consideremos los operadores canénicos ¢ : F' — E, w : E — F inclusion y

proyeccion respectivamente. Supongamos que para cada n € N existen operadores Sy, : £ — F'y
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T, : F — £y, con T,,S,, = Idgg v ISulll|lTnll < K ¥n. Sean S: =15y, ﬁ = T,, 7. Se tiene entonces
ISl Toll < K Ja]l||]]-
Por otro lado como m = Idp,
TSy = TomiSy = TSy = Idy. |
lo cual es una absurdo pues E no contiene la sucesion uniformemente complementada de £;’s. [

Observacion 1.6.2. Sea (ny) una sucesion creciente de nimeros naturales tal que para todo
k existen operadores Sy, : (pF — E y Ty, : E — L5k con Ty, Sp, = Idym y |Sne | T || < C

(1 <p< o). Entonces E contiene la sucesion uniformemente complementada de lys.

Demostracion. Dado n € N, existe k tal que n < ny; y operadores Sy, : ly* — Ey T, : B — {3

con Ty, Sp, = Idegk’ Y S [Ty | < €. Consideremos los operadores canénicos 1 : £ — (3% y

|
™ : {pk — £ inclusién y proyeccion respectivamente. Como |2, [|7|| < 1y 72 = Idyn, si llamamos
Sp = Sp,vy Ty, := 7T, tenemos entonces que S, : ZZ —-FkEyT,: E— EZ con 1,,S,, = Idg; y

[Sal[IT%]| < C. Por lo tanto E contiene la sucesi6n uniformemente complementada de £3’s. [

Los siguientes conceptos serdn fundamentales para resolver la conjetura de Dineen:

Una sucesion basica normalizada (e;)72; en un espacio de Banach E se dice democrdtica si

existe una constante C tal que para cualquier par de subconjuntos finitos de N, A y B, con

|A| < |BJ, se tiene:
1> el <CIY el

JEA jE€B
Una sucesion bésica que es democratica e incondicional se dice greedy (para otra definicion

equivalente de base greedy se recomienda ver [1]).

[e.9]

Para (e;) j=1, una sucesion basica greedy, se define ¢ ,su funcién fundamental asociada, como:

¢(n) = sup{[| Y _ejll : |A] < n}.
JjeEA
Observemos que ¢ resulta creciente. Ademas existe una constante A (que llamaremos constante

democrética asociada a (e;)32,) verificando:

ATTB(AD < 1D el < (1A,

JjEA

para todo subconjunto finito A de los naturales.
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1.7. Sumas aleatorias

Recordemos algunas nociones bésicas sobre variables aleatorias.

Una variable aleatoria es una funciéon medible sobre un espacio de probabilidad (2,3, P). La
distribuciéon de una variable aleatoria X es una medida Px sobre los Borelianos B C R definida
por Px(B) = P({X € B}). Por abuso de notacién: P(X € B) = P({X € B}). Donde {X € B}
es el evento X 1(B) = {w e Q: X(w) € B}.

Diremos que las variables aleatorias X7, ..., X, en (2, X, P) son independientes siempre que
P(r<niXk € Bx}) = [l}<, P(Xk € By) para toda n-tupla de Borelianos By, C R. Esto implica
que la medida P, en los Borelianos B C R", definida por P,(B) = P((Xy,...,X,) € B) coincide
con [[p_; Px,-

Por ende, si (X1,...,X,) y (X7,...,X}) son dos n-tuplas de variables aleatorias indepen-
dientes con Px, = Px; para todo k' y F': R" — R es medible Borel, entonces las variables
aleatorias F'(X1,...,Xp) y F(XT,..., X)) tienen la misma distribucion.

Una variable aleatoria X se dice siméirica si P(X > a) = P(X < —a) para todo a € R.
Esto es equivalente a pedir que P(X € I) = P(—X € I) para todo intervalo I, por lo tanto
Px = P_x.

Se deduce entonces:

Observacion 1.7.1. Si X1, ..., X, variables aleatorias simétricas independientes, entonces F(Xq, ...

tiene la misma distribucion que F(e1X1,...,e,Xy) con ¢ = T 1.

La siguiente observacion serd de gran importancia:

Observacion 1.7.2. Sea X una variable aleatoria simétrica en el espacio de probabilidad (Q, %, ).
Entonces para todo k € N, X tiene la misma distribucion que la variable aleatoria ri( )| X ()| en

el espacio producto [0,1] x Q (donde ry, es la k-ésima funcion de Rademacher).
Demostracion. Sea a € R. El evento {ry |X| > a} es igual a
{rr =1} x{|X| > a} U{ry = -1} x {|X| < —a}.
Por lo tanto,
P(ry | X[ > a) = (1/2)p(1X] > a) + (1/2)u(|X]| < —a)

= (1/2)u(1X] > a)

= (/2)(u(X > a) + (X < ~a)

= (X >a),

donde la dltima igualdad se debe a que X es simétrica. O

, Xn)
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Definicién 1.7.3. Diremos que ), _; Xpe es una suma aleatoria en el espacio de Banach E

siep € By Xi'’s son variables aleatorias independientes simétricas en el espacio de probabilidad

(Q,%,u1).
La siguiente proposicién es consecuencia inmediata de las observaciones anteriores:

Proposicion 1.7.4. Sea Y}, Xyei, una suma aleatoria en el espacio de Banach E, con (2, %, P)

espacio de probabilidad involucrado.

1. Para e1,...,e, = T 1 entonces || 7y exXe( ekl = || Yor—; Xk( ekl tienen la misma

distribucion.
2. 1> e XeO)ewll v | iy ()| Xk ()|ek|| tienen la misma distribucion.

3. Para 0 < p < o0

/Qn;m JexllP dP(w //Ilzrk ) Xi(w)erll? dP(w) di
- / / IS X en ] dP(w) de
0 Q =1

1.7.1. Variables Gaussianas

Una variable Gaussiana is una variable aleatoria g (real y simétrica) en el espacio de proba-

bilidad (€2, X, P) cuya distribucién tiene la forma

1 _ 42
Pg(B):O-\/%/Be%:Z dt,

para todo Boreliano B en R. Aqui o > 0 es un namero fijo. Es tradicional llamar a o la varianza

de g. Es sabido que el p-ésimo momento Gaussiano M,

/ 9(w)PAP(w)) "

existe para todo 0 < p < oo y que el cuadrado de M es justamente la varianza.
El proximo teorema muestra que los promedios dados por las funciones de Rademacher (de

Bernoulli) estan dominados por los promedios Gaussianos.

Teorema 1.7.5. Sean ey, ..., e, vectores en el espacio de Banach E. Entonces para todo1 < p < o0

1 n 1/p 1/p
(/ 1> ra(t)exll? dt) < o (/ ||ngz Jexll” dP(w)> (1.16)
0 k=1

con My el primer momento Gaussiano.
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Demostracion. Sea t € [0, 1] fijo. Entonces
n 1 n
IS me@erl = <1 () My
1
k=1 k=1
1 n
=31 X0 [l areal.

Notemos que || X5, 7i(t) fo ()| dP@)ecll” < (fo | iy rel®)lgn(@)lexl] dP(w))”. En efec
to, sea p € E' con |||l < 1.

@(;m(t)/ﬂlgk(w) dP(w)ey) = /Qcp(;rk(t)]gk(w)yek) dP(w)
< [ 1D re®)|gr(w)lex]| dP(w).
/ 2 k()| 9k k

Basta tomar supremo y elevar a la p. Por lo tanto, para t fijo
n 1 n
I3 ruttenl? = g0 o) [l apient
k=1 =

MI</ Hzrk k(e |ekudP<w>>
<37 |, Hzrk gk(w)lexll” dP(w),

donde la ultima desigualdad se debe a la desigualdad de Jensen. Integrando, gracias a la Proposi-

ci6én 1.7.4 tenemos:

1 n 1 1 n
/ \kz_lmt)eknpdtsw [ [l are)
/Hzgk JerlP dP().

Resta tomar raiz p-ésima. L]
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Capitulo 2

Distancias de Banach-Mazur

La teoria local se encarga de estudiar los subespacios de dimension finita de un espacio de
Banach. Una herramienta fundamental en dicha teoria es el concepto de distancia de Banach-
Mazur. El mismo fue introducido a principios de la década del treinta por S. Banach [6]. Para
espacios de Banach E'y F, d(E, F') mide cuan lejos esta la bola unitaria de E con respecto a una
imagen afin de la bola unitaria de F'. Ademés, muestra cuanto pueden diferir parametros numéri-
cos del espacio E con los correspondientes pardmetros del espacio F. Gracias a esto, podremos
dar estimaciones para la constante de incondicionalidad para ciertos espacios de polinomios. En
este capitulo expondremos los conceptos bésicos de la teoria y mostraremos estimaciones para

dgem, o).

P> q
2.1. Nociones basicas en distancias de Banach-Mazur
Se define la distancia de Banach-Mazur entre dos espacios de Banach F y F' isomorfos como
d(E,F) =inf{||T|||TY| /T : E — F es un isomorfismo}.

Diremos que d(E, F') = oo si no son isomorfos.
Observemos que si By y Br denotan las bolas unitarias de E y F respectivamente, entonces

si d(E, F') < d existe un isomorfismo 7' : E — F tal que
Bp C T(BE) C dBp. (2.1)

De hecho, se puede computar la distancia de Banach Mazur entre E' y F' como el infimo de todos
los escalares d que satisfacen la relacion (2.1).

Llamemos 8 al conjunto de todos los espacios de Banach. De manera elemental podemos ver
que para E, F,G € ‘B se tiene:
(a) d(E, F) > 1,

31
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(b) d(E, F) = d(F, E),
(c) d(E,F) < d(E,G)d(G, F).

Por ende si consideramos p(E, F') :=logd(E, F'), obtenemos:
(a) p(E,F) >0y p(E,F)=0siysolosid(E,F)=1,
(b) p(E, F) = p(F, E),
(c) p(E,F) < p(E,G) + p(G, E).

iTenemos definida una pseudo-métrica sobre B!

Denotemos B al espacio que se obtiene al cocientar B por la relacion: E ~ F <= p(E,F) =
0. Luego, (%, p) es un espacio métrico. Notemos que si F y F son isométricamente isomorfos
resulta que d(E, F') =1 (por ende E ~ F). ;Valdra la vuelta? Si d(E, F) = 1, jtendran que ser E
y F isométricamente isomorfos? La respuesta, en general, es que no. C. Bessaga y A. Pelczynski,
a fines de la década del setenta, mostraron dos espacios de Banach que distan en 1 que no son
isométricos [7]|. Sin embargo, en dimension finita obtenemos una respuesta afirmativa. Es decir,
resulta equivalente distar en 1 a ser isométricos. A continuaciéon mostraremos estos resultados.

Algunas definiciones y resultados previos seran de utilidad:

Definicién 2.1.1. Una norma || || se dice estricamente conveza si la condicion ||x + y|| =

llz|| + |ly|| implica que x = cy para alguna constante c.

El préximo lema asegura que cualquier norma que proviene de un producto interno es estric-

tamente convexa.

Lema 2.1.2. Sea (H,<,>) un espacio de Hilbert. Entonces ||z|| :== /< z,z > es estrictamente

convera.

Demostracion. Supongamos que se tiene la igualdad ||z +y|| = ||z|| + ||y||- Elevando al cuadrado
conseguimos: ||z + y||? = ||=||* + [|y|* + 2||z||[|y|. Por otro lado, sabemos que ||z +y||* = ||z||* +
lylI? + 2Re(< z,y >). Por ende, Re < x,y >= ||z||||ly||. Como, | < z,y > | < ||z||||ly|| tenemos,
en definitiva, la igualdad. Luego, por Cauchy-Schwartz = e y son linealmente dependientes, que

es justamente lo que querfamos probar. O

Veamos el ejemplo de Bessaga y Pelczynski. Sean E = (cq, || |lo) y F = (co, || |]1), con

o
1 1/2
ol = sup fos| + (32 55l
7 JeN J ;QQJ Jrt
i
= Jallew, + | (Z)s e

Consideremos T} : F — F dado por

Ti(x1,29,...) = (Tk, T1, T2y« oy Tho1y Tl 1y - - - )-
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Claramente T}, es una biyeccion. Para estimar su norma tomemos z tal que ||z|jp = 1. Notemos

que |z;| <1 para todo j € N. Luego,

1 o\ 1/2
1Tl = 1 Tewlen. + (D2 5571 (Ti) il

j=1
k—1 [e'9)
1 \1/2
2
sww%+(2§%mr L
J= J=

k—1

1 1/4)k\1/2
=ww%+(gkwwﬁ+(§j)

< ||z[les, + (i %Ixﬁ)m N ((13//4;)1/2

Jj=1

("

124 . -1 (1/4)k 1/2
De forma idéntica se puede ver que |[(T) || <1+ 37 . Entonces,

k 2
ae.m < Imiro < (14 (S0

Por consiguiente, d(E, F') = 1 pues el miembro derecho converge a 1 a medida que k — oo.
Veamos ahora que E' y F no son isométricamente isomorfos. Para esto usaremos que || ||o es
una norma estrictamente convexa, mientras que || ||; no lo es. En efecto, sean x,y € F tal que

Iz +yllo = llzllo + llyllo- Luego,

I+ Yl + Il = Nl + 1Dl + Tl + 125 e
Por lo cual,
0= Jallex + Iyllea = 2+ ylles +GEMe, + 1D e = N
20 >0
Se tiene entonces que [|(55);lle, + |(55);lle, = H(xﬁyj) |le,- Por el lema anterior, || ||g, es estric-

tamente convexa. Luego existe ¢ tal que (3); = ¢(3);. Por lo tanto, 2 = cy. Probando de esta
manera que || ||o es estrictamente convexa. Para ver que no ocurre lo mismo con || ||1, basta
chequear que se verifica ||z + y||1 = ||z|l1 + ||y|l1 para los vectores linealmente independeientes
=(1,0,0,...) ey = (1,1,0,0,...).
JPor qué F y F no son isométricamente isomorfos? Supongamos que lo fueran, entonces

existe T': E — F isometria tal que Ta =x y Tb =y (z e y como antes). Por ende,

[z +yll = lla+bllo = llzlls + llyll = llallo + [[bllo-
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Como || |lo es estrictamente convexa tenemos que a es un multiplo de b, luego x es un multiplo
de y, llegando de esta manera un absurdo.
La siguiente proposicién y el Corolario 2.1.4 muestran que un ejemplo como el anterior no

puede existir en dimensién finita.

Proposicion 2.1.3. Sean E y F espacios de Banach tal que dim(E) = dim(F) < co. Entonces,
existe T : E — F isomorfismo verificando: d(E, F) = ||T||||T7|.

Demostracion. Tomemos (7},)0°; una sucesion de operadores inversibles de E en F tal que
I T T~ — d(E, F). Como dim(E) = dim(F) < oo, sabemos que L(E, F) es de dimensién
finita. Por ende, podemos extraer una subsucesion 75, convergente a un operador 7. Razonando
de manera andloga, podemos suponer sin perder generalidad, que Tnk_1 converge a un operador

S. Notemos que T~ = S, pues

Ip =T, Ty, — ST,
Ip=T,T, ' —TS.

Luego,
1T M T, =M= NN

obteniendo de esta manera lo que querfamos. O

Corolario 2.1.4. Sean E y F son espacios de Banach de dimensidon finita. Son equivalentes:
(a) E y F son isométricamente isomorfos,

(b) d(E,F) = 1.

Demostracion. (a) = (b) es trivial. Para la vuelta, tomemos un operador T : E — F tal que
|ITINT~Y| =d(E,F)=1.Si R = ﬁ, resulta que ||R|| = ||[R7!|| = 1. Inmediatamente se deduce

entonces que ||Rz| = ||z|| para todo z € E. Es decir, R es isometria. O

Denotaremos B, al conjunto {E£ € B /dim(F) = n} cocientado por la relacién: E ~ F <=
E es isométricamente isomorfo F' (equivalentemente, p(E, F)) = 0). A B, se lo conoce como el
compacto de Minkowski. Y lleva ese nombre pues (B, p) es un espacio métrico compacto (ver

[31]). A continuacién mostraremos que B, esté acotado. Previamente necesitaremos del siguiente
lema debido a Auerbach.

Lema 2.1.5. (De Auerbach) Sea E un espacio de Banach de dimension n. Entonces, existe una

base (e;)_; de E, con base dual (€))7, tal que |le;]| = [|e}]| =1 para todo j.
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Demostracion. Consideremos una base de E arbitraria (z;)7_; con base dual (z})7_;. Se define

V :Bg x---x Bg — K como:

V(zy,...,zyn) = det

Tomemos eq,...,e, € Bg tal que

Vier,...,en) =max{|V(z1,...,2n)| : 2j € Bg} = M.

Notemos que necesariamente (e;)"_; es base de E y |le;|| = 1 para todo j. Si definimos la
7/5=1 J
funcional
_ Viel,...,€i—1,T,€i41,.--,€5
ei(x) =V, . ..,ej-1,7,¢41,...,¢)V(er,...,e5) 1 - (er,0 6 ]7\4’ ST j),

n
j=1

para cada j, tenemos que €’(e;) = dj;. Por ende, (€})}_; es la base dual de (e;)}_; v [lej]| > 1
para cada j.
Restarfa probar que [[€}|| < 1. En efecto, si z es un vector de norma 1,
/ |V(€1,...,€j71,$,€j+1,...,6]’)’ M
|e](x)| M — M

L,
lo cual completa la demostracion. ]

Proposicion 2.1.6. Sea E un espacio de Banach de dimension n. Se tiene entonces que d(E, (1) < n.

n

Demostracion. Por el Lema de Auerbach sabemos que F tiene una base (ej)jzl, con base dual

(€5)j—1, de manera que |[e;|| = [|¢}|| = 1 para todo j. Veamos que

T:07 - FE
n
(T1,...,@p) — ijej,
i=1

tiene norma 1. Tomemos z un vector de E, como

n
1Tzl <D lajlllefll = el
j=1
obtenemos que ||T'|| < 1. Por otro lado, T'(1,0...,0) = e;. Luego, | T|| = 1.

Estimemos ahora ||T71|. Si e = > j—1%jej € E, tenemos que

n n n
1T el =Y lzjl =D leje) < > llell = nllell.

Lo cual muestra que |77 < n. Por ende, d(E, (}) < n. O
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Como d(E,F) < d(E,(})d(F,(}) para todo par de espacios E y F, tenemos el siguiente

corolario.

Corolario 2.1.7. Sean E y F son espacios de Banach de dimension n. Entonces, d(E, F) < n?.

Notemos que el corolario anterior dice justamente que 8B, est4 acotado.

F. John en 1948, usando argumentos puramente geomeétricos, prob6 en [20] que para todo
espacio de Banach de dimension n se tiene que d(E, (%) < \/n. Por consiguiente, d(E, F) < n
para todo par E, F' € 98,,. Para una demostracion de este hecho se recomienda ver [21]. Por otro
lado, en la proxima seccién veremos que d(¢2%, (%) = d({},¢5) = y/n. Por ende, la cota de John
resulta 6ptima.

La siguiente proposicién nos serd de utilidad para los calculos de la préoxima seccién.

Proposicion 2.1.8. Sean F y I son espacios de Banach. Entonces,
d(E',F") <d(E,F). (2.2)
Si ademds ambos espacios son reflexivos, vale la igualdad.

Demostracion. Tomemos T un isomorfismo de E en F. Tenemos entonces que T 'T = Idg v
TT—! = Idp. Trasponiendo, obtenemos: T'(T~') = Idg v (T~')'T" = Idp. Lo cual muestra

que T : I’ — E' es isomorfismo con inversa (T~')' : E/ — F'. Por consiguiente,
d(E', F') < |T@=H | = 177

Resta tomar infimo sobre todos los isomorfismos para llegar a (2.2).

Supongamos ahora que F y F' son reflexivos. Por lo visto recién, tenemos que
d(E',F') <d(E",F")=d(E,F),

ya que E y F son isométricamente isomorfos a E” y F” respectivamente.

2.2. Estimaciones para d((}, ;)

En dimensién finita, sabemos que todos los espacios de Banach de igual dimensién sobre el
mismo cuerpo de escalares son isomorfos. Por ende, el estudio en espacios de dimensidn finita sera
significativo iinicamente si es de indole cuantitativo. En 1965 V. Gurarii, M. Kadec y V. Macaev
mostraron en [19] estimaciones para la distancia de Banach-Mazur entre £}, y £7 con 1 < p, q < o0.
En esta seccion pretendemos exponer sus resultados. Nos sera de utilidad introducir un poco de

notacion...
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Diremos que dos sucesiones de escalares (a)32; v (by)5; tienen el mismo comportamiento

asintotico, si existen constantes A > 0y B > 0 tal que para todo n se tiene que
an < Ab, v by < Bay,.

En tal caso escribiremos

(an) = (bn).

Teorema 2.2.1. (Gurarii, Kadec y Macaev) Sean 1 < p < q < oco. Valen las siguientes

estimaciones para d(€],(7):

prtq
d(ﬁg,ﬁg):nl/pfl/q i 1<p<¢g<2<0 d2<p<g<0 (2.3)
d(€y, ty) < n® si1<p<2<g<oo (2.4)

con o = max{1/p—1/2,1/2 —1/q}.

La mayorfa de las veces resulta complicado calcular distancias de Banach-Mazur ya que,
en general, es dificil encontrar un operador T para el cual el producto |T|||| T~} sea minimo
o cercano al minimo. El Teorema 2.2.1 serd un claro ejemplo de este hecho. Dividiremos la
demostracién en pasos.

Para 1 < p,q < oo denotaremos I, : £ — {7 a la identidad formal de £} en £7. El siguiente

lema computa exdctamente la norma de este operador.

Lema 2.2.2. Si 1 <p < q< 00 se tiene || Lyl =1 y || L] = n/P~1/a.

IN

Demostracion. Calculemos primero ||I,4||. Como p < ¢ tenemos la conocida desigualdad || ||4

|| |- Por otro lado, si e; es el primer vector de la base canoénica, se tiene ||e1]|q = |[Ipge1llq =1
lle1]lp- Lo cual muestra que ||Ip,]| = 1.
Nos proponemos estimar ahora ||Ig,||. Vamos a considerar dos casos. Para el primero: 1 <

p < g < 0o, usando la desigualdad de Holder obtenemos

n n P/q
)2 =S Janl? < (me)q/p) n'e
k=1

k=1
= [le]lf n'"s.
Tomando rafz p-ésima se tiene || Ipz|l, = |||, < [|z]l; n'/P~Y/9. Por lo tanto: ||I,,| < n'/P=1/a.
Para ver la igualdad consideremos x = (1,1,...,1). Tenemos entonces:
HLJPQ:HP _ nl/p _ 1/p71/q.

lzly — ntle
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Lo cual muestra que ||I,,|| = n'/P~1/4.

Para el segundo caso: 1 < p < ¢ = 0o, notemos que

n n
Izl <> lael? <D ll2llBe = el
k=1 k=1

Por lo tanto: | I, = ||lz[l, < n'/P||z|e. Para la igualdad basta notar que el vector z =

(1,1,...,1) realiza la norma. O

Lema 2.2.3. Para 2 < g < 0o vale que d(eg,gg) — pl/2-1/q

Demostracion. Tomemos T' : £y — (3 isomorfismo tal que T~ = 1. Si (e;)™, es la base

canodnica, se tiene

n= Z leilly = Z 1T~} (Te:) )Ng < Z [ Tes]|2
/HZn ) Teil)3 dt = /Hzfm eIl dt

< sup T3 ri(t) en)l3 < |ITP(n'/)>.

t€(0,1] i1

Se consigue de esta manera la desigualdad n'/2~%/¢ < ||T||. Como T es un isomorfismo arbitrario

obtenemos:

(e, 3) > n/2714,
Ver que d((7,(3) < n!/2=1/4 es sencillo usando el Lema 2.2.2. En efecto,

dltg:£2) < lall |12 | =n'/2710,
\\,./

nl/2=-1/¢ 1

Proposicion 2.2.4. Para 1 <p <q¢<202<p<q<oovaledly,ly)= nl/p=1/a,

Demostracion. Como los espacios involucrados son de dimensién finita, por la Proposicion 2.1.8

podemos asumir sin perder generalidad que 2 < p < ¢ < co. El lema anterior asegura que

!BV = d(eg, 03) < d(ey, 6)d(65, €67) = d(e, Gn P,

Se tiene entonces:
1/p—1
nt/P7Va < qeen .
Por otro lado,

d(ly, 0y) < [ pgll Hgpll = -1/
M~~~

1 pi/p—1/q

Llegando de esta manera a la igualdad deseada. O
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Proposiciéon 2.2.5. Sea 1 < p <2 < g < 00. En el caso en que el cuerpo de escalares sea C,

vale la siguiente desigualdad:
aey, o) < n®, (2.5)

Pr g
con o« =max(1l/p—1/2,1/2—1/q).

Antes de dar una demostracién, recordemos un teorema clasico de interpolacién de analisis

real:

Teorema 2.2.6. Riesz-Thorin: Consideremos (2,3, 1) un espacio de medida; sean 1 < pg,p1 <

00, 1 <rg,r1 < ooy T un operador lineal tal que
T(Lpz (Qa 27 :u)) - Lpi (Qa 27 M)

con
IT": Lp; — L[| = M.

Entonces, para 0 < 0 <1 y p,q que verifican:

1 1-6 0
P + —
b bo b1
1_1—0 0
7”7 To 71

se tiene que

T(Lp(Q, %, 1)) C Lr(Q2, %, p),

y ademds,
|T: L, — Ly|| = Mo* =% M,°.

Demostracion. (De la proposicion 2.2.5) Podemos asumir sin perder generalidad que 1/2—1/¢g >

1/p —1/2. En efecto, si 1/p —1/2 > 1/2 — 1/q reescribiendo tenemos:

1/2—=(1—-1/p)>(1-1/q) —1/2,
—— ——
1/p' 1/q
con 1 < ¢' <2< p’ < oo. Basta recordar que d(€;, &) = d((}, (7).
Consideremos ahora la matriz V,, definida de la siguiente manera

]_ 2mimyg
(Va)m,j = Nl

Pretendemos estimar || T, : £ — £2|| y || T, : £ — £2]| (donde T;, es el operador asociado a
la matriz V,,), dando asf una cota para d(ﬁg, Eg). Para esto, usaremos el Teorema de Riez-Thorin

y un poco de ingenio.
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Afirmo que V,, es una matriz ortogonal para todo n. En efecto, como

1 2miae 1 2mizk 1  2rink
Vn(ek):(ﬁe n ,ﬁe n 7“.7ﬁ6 n ),

se tiene que < Vj,(ex), Vi (ex) >= 1. Por otro lado, si k # [ obtenemos

1~ 2mijh —2mijl
< Vil(er), Val(e) > = - e n e n
j=1

1 n 27ij(k—1)
= — E e n
n <
Jj=1

1 n (27”'(1@71))]‘
NG

n “

Jj=1

27i(k—1) 27i(k—1) \ n+1

e —(ein )

2mi(k—1)
n —ne n

=0.

Como V;, es una matriz ortogonal, resulta que 75, : £5 — /3 es un isomorfismo isométrico. Por lo

tanto,
1T & — 3] = 1. 2.6)
Estimemos || T}, : £} — €% ||: como |(V)m ;| = ﬁ se tiene que || T, (ex)]loo = n~'/2. Tomemos

n
T = Zk:l wkek,

n n
ITnelloo = 1Y @Tuler)lloo < D lzal | Tulen)llo = n ™2z

k=1 k=1 Ry

Hemos probado que

T, - 07 — % || = n~ /2, (2.7)
Es hora de usar el Teorema de Riez-Thorin con

po=1 19 =00

pP1 = 2 T = 2.
., Coémo tiene que ser 6 para que % = 113;09 + p%? Si reemplazamos, tenemos que
1 0
—=1-0 + —
P 2
0
=1-—-.

2
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Entonces 6 tendré que valer 2 — 2/p. Para tal 6 calculemos r de manera que % = 1;)9 + %.
Despejando
1 1-60 6
r N To 1
_(2-2/p)
2
=1-1/p
=1/7,
se llega a que r = p’. Por lo tanto, usando Riez-Thorin con (2.6) y (2.7), llegamos a que
T : by — Ly < (n=Y/2)1=(@2=2/p) 12=2/p — p1/2-1/p, (2.8)

Como 1/2 —1/q > 1/p — 1/2 obtenemos que ¢ > p/, por ende ||I,|| = 1. Se deduce inmedi-
atamente de (2.8) y del diagrama

Tn
by — 0
Tn \; n/[p/q
Ep/
que
T, : €2 — 2] < n!/271/P, (2.9)
Por otro lado, considerando el diagrama
Tt
by — 4
qu l Tlgp
5 o 5
tenemos
-1 -1 1/p=1
T by = Gl < gl 1T 6 — 5] [Tl = nt/P710 (2.10)
—— ~ ——"
nl/2-1/q 1 nl/p—1/2

Usando (2.9) y (2.10) se ve que

A, 0 < [TTY < n/2- /0 qfa=Vp = p1/2-1a,

O
Consideraremos ahora el caso real. Es importante notar que la demostracion de la proposicion

anterior no vale para el caso real ya que la matriz V,, deja de tener sentido. Necesitaremos entonces

reemplazar V,, por un nuevo nuevo operador.
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Proposicion 2.2.7. Sea 1 < p <2< q < 0. Si el cuerpo de escalares es R, entonces existe K

tal que
d(Eg,Kg) < Kn%, (2.11)

con a =max(1/p—1/2,1/2—1/q). Mds ain, si n es una polencia de 2, podemos tomar K = 1.

Demostracion. Comencemos considerando el caso en que en n = 2F. Sin pérdida de generalidad

podemos suponer nuevamente que o = 1/p — 1/2.
Se define la k-ésima matriz de Walsh, W* € M, (R), de forma inductiva: W° =1y

& 1 kal kal
w :E wk=1 _pk-1

Es facil ver que W* es ortogonal. Por otro lado, notemos que |Wf”] = (2F)71/2 = n~1/2 (al igual

que pasaba con |(V;,)m j|). Llamando T, al operador asociado a W* y razonando al igual que en

la demostracion de la Proposicion 2.2.5, tenemos que

)< ok1/2-1/a _ nl/2-1/a, (2.12)

n g\ __ ok ok
d(ly, ty) = d(&, 4
probando asi lo que querfamos. Tratemos de estimar ahora d(¢}, {7) para el caso en que n no

es una potencia de dos. Lo haremos por induccién. Tomemos K > 1 de manera que vale la

desigualdad
2k5 + Kams < KY2(2F 4 m)5. (2.13)

para todo k € Ny m con 1 < m < 2*. Supongamos que d(ﬁg,ﬁg) < Kn? para todo n menor
2k+1_

o igual que 2*. Veamos que vale también la desigualdad para todo n menor o igual que

Fijemos n con 2k <« n < 281 Entonces n = 28 +m para algin m con 1 < m < ok

Observemos que
mn k m
o= (0,

Consideremos ahora el operador T': 7 — ¢} dado por

T:Tl@TQ,

con Ty € L(€2°,02%) y Ty € L&, £7) tales que
_ kE ok o
I3l = T3 = d(6y, €)1 < (2%,

IToll = 17571 = d(e 67)/2 < K.

Donde las ultimas desigualdades valen por (2.12) e hipotesis inductiva
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— ok
Sea x € £y, T = (T1,..., Tk, Tok 41, Tokyy,). Llamemos a y b a los vectores de £ y £

respectivamente dados por
a=(x1,...,%qk),
b = (l'2k+1, e ,x2k+m).

Tenemos entonces por (2.13) que

ITelley = I Trall e + T2y
q
< 2% [laf e + KV/2m’ [bllgp
P
— 5% allyy + K2 o)

< K'VPn% e

Por ende, ||T: £} — 7] < K'Y2n% . Analogamente se ve que ||[T7! by — G < K'Y2n3 . Hemos

probado finalmente que

(e, 0"y < Kn®.

q’7q

O

Para la siguiente estimacién necesitaremos un resultado debido a W. Orlicz conocido como

la desigualdad de cotipo 2 para L,. Recomendamos ver [1, Teorema 6.2.14]:

Teorema 2.2.8. Para 1 <p <2y fi,..., fn € Ly(p) se tiene la desigualdad:

1 n / n /
(0 rs0n1 0 ) = 4 (3151, 0) (219
Jj=1 j=1

donde A, es la constante de la desigualdad de Khintchine 1.5.1.

Proposicion 2.2.9. Sea 1 < p < 2 < q < o0. Entonces, existe una constante C tal que para

todo n se tiene

Cn® < d(£p,4y), (2.15)
con o =max(1l/p—1/2,1/2—1/q).
Demostracion. Sea T : €] — £ tal que |T~!|| = 1. Observemos que n < > i1 | Te;]|2 pues

1= lejllq = 1T Teglly < 1T Tesllp = 1 Teslp-
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Por la desigualdad de cotipo 2 para £} vemos que

n
Ap2” < Ap2 Z ”Tej”?)
j=1

1 n

< / 170> rye)II2 dt
0 j=1

< méx [T ri(0)e;)II?

T telo,1
by

< ||T[*(n"/ )%,
Por lo tanto,
T = Apn'/2=10.

Como ||T71|| =1 tenemos:

d(em, oy > Apnt/2-ta, (2.16)

P> q
Veamos ahora que d(¢}, ) > Apnl/r=1/2,
Notemos que 1 < ¢ < 2 < p' < oo si p' y ¢ son conjugados de p y g respectivamente.
Razonando igual que antes, conseguimos la siguiente desigualdad
1/2—-1/p/
(e, 0n) = d(ey, 68) > Aynt/271/P

— Ap,nl/%(l*l/p)
_ Aynl/r12,
Concluimos entonces de la desigualdad anterior y (2.16), que existe una constante C' tal que
Cn® <d(eh, 7).

p’rq

El Teorema 2.2.1 resulta una consecuencia inmediata de las cuatro ultimas proposiciones.

2.3. Algunos resultados necesarios

Aqui pretendemos enumerar algunos resultados (que involucran distancias de Banach-Mazur)
importantes para entender el problema de incondicionalidad.
Los siguientes dos teoremas relacionan la constante de incondicionalidad (respectivamente la

constante de Gordon-Lewis) de dos espacios de Banach isomorfos.
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Proposiciéon 2.3.1. Sean E y F espacios de Banach isomorfos. Entonces
X(E) < d(E, F)x(F). (2.17)

Demostracion. Sean T : F' — E un isomorfismo arbitrario y (fj) °, una base incondicional de
F también arbitraria. Llamemos e; al vector T'f;. Tomemos ai,...,an y b1,...,by escalares

cualesquiera tales que |a;| < |b;|. Tenemos entonces:

N N N
1Y " azeill = 1Y a;THI < XUEDITID b ]
j=1 j=1 j=1

N
< XEDITIT Y biesl-

Jj=1
Como T era arbitrario tenemos, para ag,...,an y b1, ..., by escalares cualesquiera con |a;| < |bj],

que:

||Zaje]H<X ((f5)) EFHZbeJH

j=1
Luego, x(E) < x((e5)) < x((f;))d(E, F). Como (f;) era una base incondicional arbitraria tene-

mos lo que querfamos. ]

Proposicion 2.3.2. Si E y F' son isomorfos se tiene
gl(F) < d(E, F)gl(F). (2.18)
Demostracion. Si T : E — F isomorfismo; por la Observaciéon 1.6.2 tenemos

gl(E) < ||T|NT~(|gl(F),
resta tomar infimo sobre todos los isomorfismos. O

La proxima proposicion relaciona la constante de Gordon-Lewis del espacio de polinomios
P(™E) con la constante de Gordon-Lewis de P(" F), para un espacio F' isomorfo a un subespacio

complementado del espacio de Banach E. La misma serd vital para los capitulos siguientes.

Proposicion 2.3.3. Sean E y F espacios de Banach tales que F' es isomorfo a un subespacio
complementado G de E. Entonces P("™F) (respectivamente P, ("™F')) es isomorfo a un subespacio

complementado de P(ME) (resp. Py(™E) )y si P: E — E es el proyector asociado entonces

gl(P("F)) < [|P|™d(G, 2)"gl(P("E)), (2.19)
gl(Pu("F)) < [ P|"d(G, 2)" gl(Pu(™E)). (2.20)
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Demostracion. Probemos que P("™F) es isomorfo a un subespacio complementado de P("E) y la
desigualdad (2.19). Para P, (™F) se razona de manera analoga. Sea R : F' — G un isomorfismo

entre F'y GG. Consideremos la aplicaciones

S:P(ME) — P("F); T:P("F) — P("E),

donde S(Q)(z1,...,2m) = Q(Rz1,...,Rzy) v T(Q)(z1,...,2m) = Q(R"'Px1,..., R~ Pxy,,).
Un sencillo calculo muestra que ||S|| < ||R||™ y que [|T|| < ||[R7IP||™ < ||[R~||™||P||™ Por otro
lado ST' = Idpmp). En efecto,

ST(Q)(z1,- -, 2m)

T(Q)(Rzla s 7Rzm)
(R™'PRz,...,R"'PRz,,)

Q
Q

(21, PN ,Zm).

Por la Observacion 1.6.2 se tiene que P(™F) es isomorfo a un subespacio complementado de

P(ME) y

gl(P("F)) < ST lgl(P(™ E)),
< IR RTH™ P gl(P(™ E)).

Resta tomar infimo sobre todos los isomorfismos R : F — G. O
De los razonamientos anteriores se deduce:

Corolario 2.3.4. Si F' es un subespacio complementado de E entonces P("F') es isomorfo a un

subespacio complementado de P("™E).

La proxima proposicion dice que contener a la sucesion de £))’s uniformemente complementada
se puede interpretar como contener subespacios complementados con distancias de Banach-Mazur

a £)’s equiacotadas.

Proposicion 2.3.5. Sea E un espacio de Banach que contiene a la sucesion de £})’s uniforme-
mente complementa. Entonces existe una constante C tal que para todo n hay un subespacio

complementado F,, de E verificando d(ﬁg, F,) <C.

Demostracion. Como E contiene la sucesion de £;’s uniformemente complementada hay una
constante C' tal que para todo n natural existen operadores Sy, : £y — Ey T, : E — {} con
T0Sn = Idey v [|SnllI Tl < C. En particular £} es isomorfo a un subespacio complementado F,

de E, S, T, : E — E proyector asociado (se razona tal como hicimos en la Observacion 1.6.2).
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Ademiés se tiene que d(ég, F,) < C. En efecto, si restringimos T,, y co-restringimos S,, se tiene
que Ty|p, : Fr, — g, Sp : £y — F, son isomorfismos tales que Idg;z = Tu|F,Sn, Idr = SpT,|F.
Por ende,

Az, F) < Tl 1Sa ] < [1SallI 7] < C:
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Capitulo 3

Bases monomiales y descomposiciones
de Schauder para P, ("' F)

Como sabemos, las bases de Schauder son de suma importancia en la teoria de espacios
de Banach. En este capitulo estudiaremos una estructura méas general: las descomposiciones de
Schauder. Mostraremos, bajo ciertas hipotesis, que P, ("™ FE) admite descomposicién de Schauder

y usaremos este hecho para exhibir una base natural en P, (" E): la base monomial.

3.1. Descomposiciones de Schauder

Dado un espacio de Banach F, diremos que la sucesiéon de subespacios cerrados {Ej}]o-‘;l es
una descomposicion de Schauder para E (o simplemente una descomposicion para E) si todo
x € E tiene una tnica representaciéon de la forma x = E;; uj con u; € Ej. Es decir, la sucesion
de sumas parciales (Zjvzl uj)N converge a  en la topologia de la norma.

Observemos que si {E;}32; es una descomposicion de Schauder con dim(Ej;) = 1 para todo
7 € N, se tiene que (ej)]o-‘;l es base de Schauder si el vector e; genera E;. Esto muestra que,
efectivamente, las descomposiciones son mas generales que las bases.

Llamaremos a la sucesién subespacios cerrados {Ej};?‘;l, descomposicion bdsica de Schauder,

si es una descomposicion de Schauder para span{Ej;:j € N}. Si dim(E;) < oo para todo j
diremos que la descomposicién es de dimensién finita.

La préxima proposicién caracteriza a las descomposiciones de Schauder:

Proposicién 3.1.1. Criterio de Grinblyum: La sucesion {E;}32, de subespacios cerrados del

espacio de Banach E es una descomposicion bdsica de Schauder si y solo si existe una constante

o0

C tal que para toda sucesion de vectores (u;)72, (conu; € Ej;), toda eleccidn de escalares ()32,

y M < N se tiene

M N
HZO@‘“J'H SCHZ%‘WH (3.1)
Jj=1 j=1

49
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En tal caso, se define la constante de la descomposicion: C({£;}32;), como el infimo de todas
las constantes C' que verifican (3.1). Si C({E;};2;) = 1 diremos, tal como hacfamos cuando
tratdbamos con bases de Schauder, que la descomposicion {E; };‘;1 es mondtona. A continuacién

probaremos la Proposicién 3.1.1:

Demostracion. =) Sea F' = span{F; : j € N}. Consideremos, para cada k, el operador

U, : F— F
[e%S) k
j=1 7j=1

de proyeccién en EBf:lEj. Con un poco de trabajo, adaptando [1, Teorema 1.1.3| se prueba que

estos operadores son acotados. Como para cada z, vale que Py(z) — z, por Banach Steinhaus se

o0
=1

o0

tiene C' := supy, I, < co. Tomemos (u;) j=17

y M < N. Entonces

(con uj € Ej) sucesion de vectores, escalares (a;)

M N
|2 ] = e
i=1 i=1
N
< | D e
j=1

N
< 0[S
j=1

<) Para cada k consideremos
Iy, : span{E; : j € N} — span{E} : j € N}
k
D= )
j=1

donde ) wu; es una suma finita. La condiciéon dada en (3.1) asegura que II; es un operador
acotado con ||II;x|| < C. Por abuso de notacion, llamaremos también II; a su extension a F.
Seax € F'y e > 0 dado. Existe y € span{E; : 1 < j < n(e)} tal que [z —y|| <e.Sin > n(e),

entonces
|z —a ()| < llz =yl + ly = Tn(y)[| + [[Tn(y) — ()|

= llz =yl + lly — yll + [Tn(y — 2)]
<e+|Ille < (1+C)e.
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_ z o) . . .
Lo cual muestra que z = lim;, . II,,(x). Por ende, x se representa como » .2, u; con u; € Ej.

Probar que esta representacién es tinica es sencillo. ]

oo
La Proposicién 3.1.1 muestra que si {E;}32, es una descomposicién para E'y (u;)72; es
una sucesion de vectores no nulos con u; € Ej, se tiene que (u;)72; es una sucesion basica, con
‘o oo
constante basica K((uj)jzl) . Qué pasa si {E; } °, es una sucesion de subespacios cerrados
de E, tal que toda sucesion de vectores no nulos (u;)32; (con u; € Ej) es basica? ;Sera {FE;}52,
una descomposicion basica? W. Davis en [8] mostro que en general no. La siguiente proposicion

asegura que casi...

Proposicion 3.1.2. Sea {Ej}‘;‘;l una sucesion de subespacios cerrados de F, tal que toda suce-
sidn de vectores no nulos (u;)32, (con uj € Ej) es bdsica. Entonces existe un n tal que {E;}32,

es descomposicion bdsica.

Antes de demostrar 3.1.2, nos serd tutil probar un lema e introducir un poco de notacién.
Para {E;}72, una descomposicién bédsica y U := (u;)32; (con u; € Ej) definimos K(U,) :=
K((uj)32,,) la constante bésica de la sucesién (u;)72,,. Es decir, K (Uy,) es la menor constante K

tal que para toda elecciéon de escalares (aj)j:1 y p < g se tiene

n-+p n—+q

1Y~ ajusll < KD agugll.
j=n Jj=n

Lema 3.1.3. Sea {E;}72, una sucesion de subespacios cerrados de E tal que toda sucesion de
vectores no nulos U = (u;)52, (con uj € Ej) es bdsica. Entonces existe un mimero n natural y

una constante C tal que para toda sucesion U (como antes) se tiene K(Uy,) < C.

Demostracion. Supongamos que C' y n no existen. Entonces para todo k natural y M > 1, existe

una sucesion U con K (Uy) > M (notar que K(Up1) < K(Uy)). Elijamos UD = (ulV)2,
sucesion de vectores no nulos (con u( iy ;) tal que K(UW) > 2. Por lo tanto, existen escalares

(af) y p1 < @1 tal que
1 (1) S
1> agug”ll > 201 ajuy”|
j=1 i=1

Aniélogamente, existe una sucesion de vectores no nulos U @) y P2,q2 con q1 < p2 < g2 tal que

p
22: a (2)||>4|| Z a (2)

J=q+1 J=qa+1
para escalares (a?). En general, existe U™ y p,., ¢ con gr—1 < pr < ¢, tal que

DPr qr

1Y a2 Y el

Jj=qr—1+1 Jj=qr—1+1
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Si definimos U por u; := ug-r) si gr—1 < J < qr resulta, de las desigualdades anteriores, que U es

una sucesién de vectores no nulos que no es basica. Hemos llegado a un absurdo. O

La Proposicién 3.1.2 se deduce inmediatamente del criterio de Grinblyum y del lema anterior.

Corolario 3.1.4. La sucesion de subespacios de cerrados {Ej}JO»‘;I es descomposicion para F 1=

spar{Ej : j € N} si y sdlo si ocurre que:

(a) Toda sucesion de vectores no nulos U := (u;)72, (con u; € Ej) es basica.

(b) Para todo n se tiene que F' = span{E; : j <n} @ span{E; : j > n}.

F<n F>n

Demostracion. =) Es trivial.

<) Tomemos z € F. Como vale (a) por la Proposicién 3.1.2 existe un n tal que {E;}32, es
descomposicion para F>,,. Por (b) sabemos que x se descompone de manera tnica como z = y+2z
cony € Fep y z € F5p,. Por otro lado, y = Z;‘;ll uj y z =22, uj con uj € Ej. Obtuvimos de
esta manera una representaciéon para x de la forma Z]Oil u;. La unicidad de la representacion
resulta evidente.

O]

Obtenemos del corolario anterior:

Observacién 3.1.5. Sea {E;}32, sucesion de subespacios de cerrados de dimensidn finita.

e}

{E;}52, es una descomposicion bdsica si y solo si toda sucesion de vectores no nulos U := (u;)52,

con u; € E;) es bdsica.
J J

Proposicion 3.1.6. Sea E un espacio de Banach con descomposicion de Schauder {Ej};?‘;l de
dimension finita, {e{, . .e‘lj(j)} base ordenada de E; y K; la constante bdsica asociada a dicha

base. St K = sup; K; < oo, entonces

1 1 2 2 J J J+1 J+1
€1s ey (1) CTr e+ 1 €12y 1 €1r o € €1 5o Gy (3.2)

es base de Schauder de E.

Demostracion. Sea C' la constante asociada a la descomposicion de Schauder {E;}32,. Veamos

primero que la sucesion dada en (3.2) es basica. Para esto, consideremos escalares

1 1 2 2 J J Jj+1 Jj+1
al,...,al(l),al,...,al(z),...,al,...,al(j),al ,...,al(j+1),...

arbitrarios y N =37 (i) +s< M = Z:/:I (i) +s conl<s<lr+1)yl<s <Ii(r+1).
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Para reducir escritura llamaremos u; := ajej --- + aj;y€)()- Tenemos entonces que

H atej + -+ 011(1)651(1) oo Farel s+ ay) ey +ai et 4o+ a?l@QHH

ul

Ur
r s r s
_ . r+1_r+1 . r+1_r+1
=[Xw e aret < [ ]+ [t
j=1 i=1 j=1 =1

IN

r I(r+1) r r+1 r
S|+ 6] 32 et = [ |+ ] 3oy -
j=1 i=1 j=1 j=1 j=1

r r+1 r
<[+ ([ 2w + | )

=1 j=1 j=1

,’,,/ Sl ,r,/ s/
/ ! / !
< CH Zuj + Za; He;’ +1H + QKCH Zuj + Za? He;’ 'HH
j=1 i=1 j=1 i=1

=1+ 2K)0Ha}e} +o b aigyelgy o al el aefy +af el T 4 b al el H

S

sa 1 1 2 2 J J J+1 Jj+1
Lo cual muestra que la sucesion e, ... Y€1) €1r e Eayr s Bl € €1 e €y e €8
basica.
Por otro lado, resulta inmediato que E = span{el,... 651(1)’ e, ... €l2(2)> ...}, pues {Ej};?‘;l es

una descomposicion de Schauder para E. Hemos demostrado asi que (3.2) es base de Schauder
de E.

O

La préxima proposicién nos serd de utilidad mas adelante:

Proposiciéon 3.1.7. Si E admite una descomposicion Schauder {Ej}?il de dimension finita.

Entonces, E tiene la propiedad de aproximacion.

Demostracion. Sea F' un espacio de Banach y T' € L(F, E) un operador compacto. Denotaremos
Iy : B — EB;?:IEj a la proyeccién canénica y C' = supy, ||| a la constante de la descomposicion.

Evidentemente, para todo k € N, el operador T}, := II;T es de rango finito. Veamos que T, — T si

k — oco. Tomemos x € E con ||z|| < 1ye > 0. Como T(Bg) es compacto, existen x1,...,x, € Bg
tal que T(Bg) C U;_; B:(T'z;). Por otro lado, como T'z1,...,Tz, son finitos vectores, sabemos
que existe un natural kg tal que si k > kg se tiene que ||Tyz; — Tz;|| = | HxTx; — Txj|| < € para

j=1...r.Sea jp tal que |Tx — Txj,| < e. Por lo tanto, si k > ko se tiene
[Thr = Tal| < |[Thw — Thwjo | + [ Thjo — Tajo || + [ T2j, — T
< OTx = Tajy || + | Thwjo — Tjoll + [ Txjo — T
< (C+ 2)e.
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3.2. Descomposiciones de Schauder para P,("FE)

Consideremos E un espacio de Banach con descomposicion de Schauder {E; };";1 Para cada

r= (7”2)@ € NO(N)

, definimos el grado de r como |r| = ). r; y el largo de r como [(r) = sup{i :

r;i # 0} . Diremos que el polinomio m-homogéneo P es un monomio de indice r si para todo

x =322 u; (uj € Ej) y toda sucesion de escalares (\;) tal que 3 72 Aju; converge, se tiene
o0 o0

PO Njug) = Al AEPO uy) (3.3)
Jj=1 j=1

donde k = [(r). Evidentemente tendra que valer |r| = m. Denotaremos Pi(™FE) al espacio

generado por
{P € P("E) : P es un monomio de indice r, |r| =my l(r) = k}.

Notemos que si P es un monomio de indice 7, con I(r) = k, eligiendo escalares (\;) adecuados

se ve facilmente de (3.3) que

k

P> uj) =P uy),
st =1

k—1
P> uy) =0.
j=1

Por ende, las igualdades anteriores se mantienen para todo P € Pr(™E).

Proposicion 3.2.1. 5i {Ej}(;il una descomposicion de Schauder de dimension finita para el es-
pacio de Banach E entonces, para todo m € N, {Pr("E)}32, es una descomposicion de Schauder
bdsica de dimension finita. Mds ain, si {Ej}]o-’;l es una descomposicion mondtona, se tiene que

{Pr("E)}2, también lo es.

Demostracion. Asumamos que {E; }‘;‘;1 es una descomposicién mondtona. Consideremos la apli-

cacién

7:Pp("E) — P(WGE;?ZlEj)
P Py,

donde 7 : @é‘?:lEj — FE es la inclusién canoénica. La observacién previa muestra que j es un
operador inyectivo. Como {E} };";1 una descomposicién de Schauder de dimensién finita, se tiene

que P(m@leEj) es de dimensién finita. Por lo tanto, Py ("™ FE) también lo es. Tomemos (FPy)32 4

I+1

una sucesion de polinomios tal que Py € Pr("™E). Si vemos que || 25:1 Pjl| < [ 3255 Pl para
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todo [ se sigue (por induccion) que efectivamente {Py(" E)}72, resulta una descomposicion de
Schauder basica monotona (recordar la Observacién 3.1.5). Al ser {£;}52; una descomposicién

monétona, vale:

l l (o)
HZPJHZ sup > PO u)
j=1 j=1  j=1

122520 uill<t

! I

= sup | D P> uy)
12l uli<t =1 =1

I+1 l

= sup > P> )
I3l uli<t =1 =1

+1 o)

< swp o Y PO uy)

J=1 J

12252 uill<1 75 i=1

I+1
-~
j=1

9

obteniendo lo deseado.
Si la descomposicion {E} }j";l no es mondtona basta renormar el espacio y usar lo que vimos

anteriormente. O

Definicién 3.2.2. Diremos que {Ej}j.il es una descomposicion de Schauder achicante si para

toda p € E' se tiene que ||¢|ig, . joi)ll — 0 si k — oo.

Tal como sucede sucede para bases (ver [1]), con un poquito de trabajo se puede demostrar que
si E admite una descomposicion achicante de dimension finita, £ también admite descomposicion

de dimensién finita. FEste hecho nos sera 1til en la proxima proposicion:

Proposiciéon 3.2.3. 5i {Ej};?‘;l una descomposicion de Schauder de dimension finita achicante
para el espacio de Banach E entonces, para todo m € N, {Pr(ME)}?2, es una descomposicion

de Schauder de dimension finita para Py,("E).

Demostracion. Por la proposicion anterior sabemos que {Py("FE)}72 resulta una descomposi-
cion de Schauder para F := span{Py(mE) : k € N}.
Veamos que F' C Py(™E). Sean Il : E — @§:1Ej v o1 @§:1Ej — FE la inclusién y

proyeccion canénicas. Como la descomposicion {E; };";1 es de dimensién finita, el polinomio Py
resulta de tipo finito. Notemos que

P = Py I,

Se deduce entonces que P también es de tipo finito. Por ende, span{Py("FE) : k € N} C P,(™E).
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Por otro lado, por la Proposicion 3.1.7, E’ tiene la propiedad de aproximacion (ya que admite
una descomposicion de Schauder de dimension finita). Por lo tanto, Pappr (" E) = Pw(™E). Basta
mostrar entonces que, para toda funcional ¢ € E’, el polinomio ¢ est4 en F.

Para ¢ € E’ definimos ¢y := ¢ — @ll;. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que
la descomposicién {Ej};ﬁl es monétona. Como la descomposicion es achicante se deduce que

lmg oo [ = 0 (va que [l < 2lis, . ji])- De la identidad

m—1

am —b" = (a— b)( Z am 1 bi)

1=

se ve que

le™ = (pIlg)™[| = sup |@"(x) — @™ (I (2))]

]| <1
m—1
< sup lo(e) = o)l ( 3 @™ol
z||< =0

< mfgrllllel™

por ende limg_,o ||™ — (@Il)™| = 0. Mostremos que (¢Il;)™ = E?:l Pj con P; € P;("E).

En efecto,

(611) " ) = (3 w)
j=1

donde 7; es la proyeccion canénica a E; (m; = II; — II;_;). Si tomamos d = (dy,...,dg),
resulta que Pg)(z) := (pm ()4 ... (pm(z))% es un monomio de indice r = (dy, ..., d,0,0,...)
perteneciente a Py, (™FE). Hemos mostrado entonces que ¢™ € F para toda funcional ¢ € F/,

completando de esta manera la demostracion. ]

La proposicién anterior asegura que si F tiene una descomposicion de Schauder de dimension
finita achicante, P, (" F) admite descomposicion de Schauder. Supongamos que E tiene base de
Schauder achicante, ;tendra base de Schauder P, (™FE)? La respuesta es que si. Sin embargo no
se deduce inmediatamente de la Proposicion 3.2.3 ya que en general Py (™FE) no es de dimension
uno para m > 1. La Proposicién 3.1.6 dara respuesta a nuestra pregunta. Para esto, necesitamos

definir un orden a la base de cada subespacio de dimension finita Py (™ FE).
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Consideremos (e;)32; una base achicante de E. La sucesion (e})32; resulta una base de

E'=2P(E) = P,(*E). Monomialmente hablando, tenemos una sucesiéon de monomios de grado
1 donde ¢}, es base de Py(1E). Trivialmente, en definitiva, hemos dado un orden a la base de
Pi('E). Supongamos {P}" ]} ") base ordenada de Py, (™E), definimos entonces la base ordenada

en Py(™E) como

Im (1 Im (2 Im (k
(el Py ® g Py fe e,

Es decir: diremos que ekP i precede a € P, en el orden de la base si s < s’ 0 bien s = §' y

t<t.

Tomemos ahora r = (r3);, 7 = (7i); € No®™ y sean Py () := ej(x)™ ... ep(x)™, Pr(z) =
ei(x)™ .. el ()" con k =1(r) y ¥ = I(T). Copiando el orden usado en la demostracion de la
Proposicién 3.1.6, obtenemos que P,y precede a P si [(r) < I(T) o bien, existe algin i < I(r)

tal que r; <7; y rj =7; para j > i. A este orden se lo conoce como el orden cuadrético.

El siguiente teorema se debe a V. Dimant y S. Dineen (para méas informacion ver [13]).

Teorema 3.2.4. Si E es un espacio de Banach complejo con base de Schauder (ej)]o-il achicante,
entonces los monomios de grado m con el orden cuadrdtico forman una base de Schauder de

Pu(™E).

Demostracidon. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la base (ej);";l es mondtona y
normalizada. Sea Ky, la constante de la base {P}"; }?i(f) de Py ("™E). Sabemos que {Py("E)}
es una descomposicion de Schauder de dimension finita para Py (" E). Por lo visto en la Proposi-
cién 3.1.6, basta probar que supy Kj ., es finito para todo m. Demostremos este resultado por
induccién. Para m = 1 es inmediato pues la base (ej);";l es achicante. Supongamos que vale para

m y veamos que vale para m + 1.

Si {PmJrl -"_l“(k) es base de Py(™TLE), se tiene que P,:Z*l = €}.Q,; donde {Qm}é":{l(k)
es base de @%_,P,(™E). Sea K,, la constante bésica para P, (™E). Tomemos 1 < N < M <
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m+1( )

lm+1(k) y una sucesion arbitraria de escalares (ag;);27 " . Se tiene que

H Z sl = Zam@wH

= sup ‘Zak,jek z)Qk j (T )‘

fl=l|<1

= sup ‘Zak,ng ‘|€k

llzll<1

<| Zak,ij,jHuezn
j=1
N
=< 2H Zak,ij,jH
j=1

M
< 2KmH Z ak,ij,jH-
i=1

Por lo tanto, si probamos que existe una constante positiva C' (independiente de k y de M)

tal que
M M
[ onan| <] Sori] os
i=1 =1

obtendremos que

probando asf que supy, Kk,m <2K,,C. Para ver (3.4), notemos que

M M
H Zak,ij,jH = sup ‘Zak,j(»?k,j(l’)‘
=1 =1

=<1

Z ap;Qr ;(x ‘ (por la monotonia de la base)
z€leq,..., ek]
lz][ <1

= ‘ Z ak,ij,j(w)‘
j=1

para algun w de la forma w = Zle wie;, ||lw] = 1.
Si |wg| < 1/2, sea g(A) = (Zj\il ap jQr,j)(w + Aey). La funciéon g es un polinomio sobre C y,

por el principio del médulo maximo, tenemos

IAl=1

M M
méx |g(A)| > |g(0)| = )Zaka,j(w)‘ = H Zak,ij,jH.
j=1 7=1
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Consideremos A\g € C de modulo uno, tal que |g(Ao)| = max|y—; [g(N)]| v sea w = w + Ageg.

Entonces
‘Z“’”Q’w )> HZ%QMH (3.5)

y, por la desigualdad triangular,
|w]l < 2. (3.6)

Escribiendo w = Zle w;e;, tenemos
‘@k’:Mo—i—wk‘Z‘)\o‘—‘wk|21—l/2:1/2. (37)

Por otro lado, si |wg| > 1/2, es inmediato ver que w = w verifica (3.5), (3.6) y (3.7). Por lo

tanto, en cualquiera de los dos casos, se obtiene

M M
‘Zak,gpm“ )’ = ‘Zak,ij,j(ﬁ)‘!@kl > 1/2H Zak,ij,jH
j=1 j=1

‘ Zakﬁpm-ﬁ-l ‘ < H Zakﬂpm-HH ” ~Hm+1 2m+1” Za ’]Pm-HH
Lo cual prueba que
M M
+2 +1
|32 aws@us]| < 22 sy
Jj=1 J=1
O

En 1980 R. Ryan, en su tesis doctoral (ver [27]), mostré una versién mas general del Teo-
rema 3.2.4. Sin embargo, la demostraciéon tenia un error que fue finalmente salvado en [18]. El

siguiente resultado es una adaptacion:

Teorema 3.2.5. Sea E un espacio de Banach tal que E' tiene base (e ;)] 1- Entonces los

monomios de grado m asociados a la base (e;-);-”;l (con el orden cuadrdtico) son base de Py,(™E).

3.3. Algunos resultados y comentarios de interés

R. Alencar prob6 en |2| que, para F un espacio de Banach reflexivo con la propiedad de
aproximacion, el espacio P("™FE) es reflexivo si y solo si P(™FE) coincide con P, ("™FE). Obtenemos

como consecuencia;:

Proposicion 3.3.1. Si E es es una espacio de Banach reflexivo con descomposicion {E; } °, de

dimension finita, entonces son equivalentes:
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(a) P(ME) es reflexivo,
(b) P("E) = Pu(™E),

(c) {Px(ME)}32, es una descomposicion de Schauder de dimension finita para P(™E).

Demostracion. Una leve modificacion en la demostracion del Teorema clésico de James (ver [1,
Proposicion 3.2.6, Teorema 3.2.13]), muestra que las descomposiciones de Schauder de dimension
finita para un espacio reflexivo son siempre achicantes. Resta usar las Proposiciones 3.2.3, 3.1.7

y el resultado de Alencar. O
En particular,

Corolario 3.3.2. Para E un espacio de Banach reflexivo con base, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) P(™E) es reflexivo,

(b) P("E) = Pu("E),

(¢) Los monomios de grado m (con el orden cuadrdtico) son base de P(™E).

Por la década del cincuenta, A. Pelczynski demostré en [25] que P("€)) es reflexivo si y sélo
si m < p. Por ende, los monomios (con el orden cuadrético) forman una base de P("¢,) si y solo
sim < p.

El siguiente teorema es una adaptacion de [13, Teorema 13|

o0

Teorema 3.3.3. Sea E un espacio de Banach con base incondicional achicante (ej)jzl. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) P(ME) = Pyw(™E) para todo m,

(b) Los monomios de grado m son base de P(™FE) para todo m,
(¢) P(ME) es separable para todo m,

(d) Para ningin m, P("™FE) contiene copia de cy.



Capitulo 4

Incondicionalidad en espacios de
Polinomios

En [9] A. Defant, J. C. Diaz, D. Garcia y M. Maestre estudiaron la existencia de bases
incondicionales en espacios de polinomios m-homogéneos y productos tensoriales simétricos de
orden m en espacios de Banach. Basandose en algunas ideas fundamentales del clasico trabajo de
Y. Gordon y D. R. Lewis [17], mostraron que, para F un espacio de Banach cuyo dual tiene base
incondicional (e});?';l, el espacio de polinomios m-homogéneos aproximables (respectivamente

)7 es

nucleares) sobre E tiene base incondicional si y sélo si la base monomial respecto a (e
incondicional. En otras palabras, si la base monomial no es incondicional, ninguna base lo es. De
hecho, determinaron estimaciones asintoticas para la constante de incondicionalidad de P("£))
y usaron estos resultados para reducir la lista de los posibles espacios de polinomios candidatos
a tener base incondicional. Esto permiti6 a A. Defant y N. Kalton probar en [10] que, para F un
espacio de Banach de dimension infinita con base incondicional y m > 2, P(™FE) nunca puede

tener base incondicional. En este capitulo desarrolaremos en detalle lo mencionado.

4.1. Constante de Gordon-Lewis versus constante de incondicional-
idad para la base monomial

Antes de dar los contenidos esenciales de esta seccion convendra recordar e introducir un poco

de notacion. Denotaremos Sy, al grupo de permutaciones de {1,...,m}. Para nimeros naturales
m y n definimos M(m,n) = {i = (i1, %m) : i1,---yim € {1,...,n}} y M(m) := N™.
También sera de utilidad fijar los conjuntos de indices J(m,n) := {j = (J1,---,Jm) : J1 <

v < gmby J(m) = U,2; J(m,n). Consideraremos la siguiente relacion de equivalencia para
multi-indices i,j € M(m,n):
i~ j <= existe una permutacién o en Sy, tal que iy = ji para todo k € {1,...,m}

(notaremos en tal caso j := i,). Denotaremos a la clase de equivalencia de i con [i]. El cardinal

61
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de la clase [i] sera |i|. Es importante destacar que para cada i € M(m,n) existe un unico indice
j € J(m,n) tal que [i] = [j].
Para los vectores ey, ..., e, en el espacio de Banach E y el indice i € M(m,n) definimos

e =6, R --®e, E®mE. (4.1)

Llamaremos S := S al operador de simetrizacion

S:®mE—>®mE
1

€1®...€ml—>7' eo‘(l)®'-'€a(m)-
m!
U'ES’m
Para un espacio de Banach E cuyo dual E’ tiene base (e;-);?‘;l llamaremos, como haciamos
antes, monomios (de grado m con respecto a (€})) a los polinomios de la forma P := [}, ¢}, €

P(™E),conj e J(m,n). Evidentemente, el menor subespacio cerrado que contiene a los monomios
es el espacio de todos los polinomios aproximables. Notemos que para cada espacio de Banach

E con base (ej) y cada m-norma tensorial simétrica (3 se tiene

span{S(e;) : j€ J(m)} = @gsE

Por razones obvias, llamaremos a los elementos de la forma S(e;), j € J(m,n) también monomios
(de grado m respecto a la base (e;)).
El siguiente resultado nos serd de gran utilidad.

Lema 4.1.1. Sean m € N y E un espacio de Banach de dimension finita con base (ej)?zl y base
dual (e})}_; (es decir, ej(ej) = d5). Entonces,
(1) S(ei) = ﬁ > iepi) € para todo i € M(m,n).

(2) (5(€))icg(mm) €s base de @™°E y ([i|S(€]))ies(mn) €s su base dual en @™°E".

Demostracion. Para el par de indices i,j € M(m,n) definimos Ay :=={p : i, =k} y By :={l :
ji =k} con k =1,...,n. Es claro que j serd igual a i, si y solo si e;, = ej, y esto ocurre si y
solo si 0 < Card(Ax) = Card(By;) <my o(p) € By paratodop € Ay y k=1,...,n. Lo cual es
equivalente a la existencia de alguna permutacion o € S, tal que su restricciéon al conjunto Ay

sea una biyeccion con el conjunto By. Por lo tanto, si i~ j, se tiene
Card{oc € S, : i =)} = Card(A1)!...Card(A4An)!
Luego,

m! = Card(S,,) = Z Card{o € S;, : i =j}
J€li]
= [i|Card(A4;)!...Card(Ap)!.
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Tenemos

1
Ser = Y= m T (T )

UESm ]6[1 UESm
=j
SRR o
ISl jeli]

lo cual prueba (1).

Para ver (2) consideremos los indices j, p € J(m, n) Luego,

0] S (e ) €) |KJ‘ Z m Z

|KJ\ Lelp] helj]

| Z Z 611 ehl (ehm)

46[@ he(s)

=7 Z > Gihy - Ol

Lefp] helj]

0 sl #
Como la dimension de ™*FE y de ™*E’ es (m:;fl_l) (ver [15, 1.8.]) se tiene que S((€;))ic.7(m,n)
es base de @™ E'y ([j|S(€)))je7(mn) es su base dual en @™E". O

Por el Corolario 1.2.15 sabemos que si (e;)%2; es una sucesion bésica incondicional de E

=
entonces I := span{(e;)32,} es de Gordon-Lewis y vale

gl(F) < x((e5)721)-

El siguiente resultado asegura que, para los monomios de grado m con respecto a una base

1-incondicional, vale una desigualdad inversa a la anterior.

Teorema 4.1.2. Sea E un espacio de Banach y sea (e;) una base 1-incondicional de E'. Entonces

para todo m € N se tiene:

X((P))jej(mﬁpw(mE)) < kmgl(Pw(mE))ﬂ (4'2)

4m

con ky, < (Mg )2,

ml?

Notemos que por la Observacion 1.4.4, la desigualdad anterior es equivalente a:

X((S€))eg(m)i 2. E') < kmgl(®2"E"). (4.3)

Es por esto que, en [9], se prefirié formular y probar el resultado anterior en un contexto mas
general: el de los productos tensoriales simétricos. G. Pisier en [26] y C. Schiitt en [30] estudia-

ron incondicionalidad en productos tensoriales. Probaron (independientemente) que, para dos
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espacios de Banach E y F' con bases incondicionales (e;) y ( f]’) respectivamente y cada norma
tensorial « en el producto tensorial E ® F , (e; ® fj)i; resulta base incondicional de EQ4F si
y s6lo si EQ,F tiene base incondicional si y sélo si E®,F es un espacio de Gordon-Lewis. A.
Defant, J.C. Diaz, D. Garcia y M. Maestre basdndose en estos trabajos obtuvieron el siguiente

teorema para productos tensoriales simétricos:

Teorema 4.1.3. Sea E un espacio de Banach y (ej) una base I-incondicional de E. Entonces

para todo m € N, y toda m-norma tensorial simétrica 8 se tiene:

X((S€)ier(m): ®5 E) < kmgl(®5 " E) (4.4)

4am

con k,, < (Tn,;

)2,

Pretendemos en esta seccién probar estos teoremas.

Gracias a la desigualdad (4.4) obtenemos como consecuencia:

Teorema 4.1.4. Sea E un espacio de Banach y (ej) una base I-incondicional de E. Entonces
para todo m € N, y toda m-norma tensorial simétrica 3, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

(a) Los monomios de grado m respecto a (e;) forman una base incondicional de @gl’sE,

(b) @glsE tiene base incondicional,

(c) é?sE es isomorfo a un Banach lattice,

(d) (EBZLSE tiene l.u.st,

(e) @gl’sE es de Gordon-Lewis.

Demostracion. Las implicaciones (a) = (b) y (b) = (c) son inmediatas. (¢) = (d) se debe
al Teorema 1.2.10. (d) = (e) es una consecuencia directa de la desigualdad de Gordon-Lewis
(ver Corolario 1.2.15), y (e) = (a) se debe al Teorema 4.1.3 (recordemos que sin pérdida de

generalidad siempre podemos asumir que la base es (e;) es 1-incondicional). O

Notemos que para E = ¢y (con la base canonica) y § = &4 cualquiera de las afirmaciones
resultan verdaderas. Esto se debe a la Observaciéon 1.6.2, ya que @::’Sco es un subespacio com-
plementado de (55260 = ¢ (ver |28, Ejemplo 3.3.], [15]) y co es de Gordon-Lewis (pues tiene base
incondicional).

Para E = {1 y 3 = ms ocurre lo mismo (ver [28, Ejemplo 2.6.]). Recordemos que para E un

espacio de Banach cuyo dual tiene la propiedad de aproximacién se tienen las identificaciones
@, "B =Py,("E),
S E' = Ppuc(™E).

Esto junto con el teorema anterior implica
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Corolario 4.1.5. Sean E un espacio de Banach y (e;-) una base 1-incondicional de E'. Entonces
para todo m € N, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Los monomios de grado m respecto a (€}) forman una base incondicional de Py, (™E) (re-
spectivamente Ppyuc("E)),

(b) Pu(ME) (respectivamente Pyyc(™E)) tiene base incondicional,

(c) Pu(ME) (respectivamente Ppyu.("E)) es isomorfo a un Banach lattice,

(d) Pw(™E) (respectivamente Ppyuc("E)) tiene lu.st,

(¢) Pu("E) ("E)

"™E) (respectivamente Pnyu.("™E)) es de Gordon-Lewis.

Notemos que para E = ¢y y la base canonica de E' = {1 todas las afirmaciones son ciertas.

Luego, Pruc(™cp) tiene base incondicional.

Demostrar el Teorema 4.1.4 implicard gran trabajo. Empecemos por el siguiente lema:

Lema 4.1.6. Sea I' un espacio de Banach de dimension finita con base (y;)'_, y base dual

(yj) . Supongamos que ezisten constantes K1, Ko tal que para todo A\, n € K" los operadores

DA'F—>E§ D,:F — 3
n
Zazyz )‘ a’l z 1 Zajy;' = (:ujaj)?:lv
j=1
satisfacen
n n
m(Dy) < Kl S Al (D) < Kall S il (4.5)
i=1 j=1

Entonces, x((y;)) < K1 Kogl(F).

Demostracion. Sean aj ..., an; bi,...,b, € K con |a;| < |b;|. Si vemos que
||Zazyz|| < K1 Kagl(F szzyzu
=1

concluiremos con la desigualdad deseada.
Notemos que || >0 a;yil| = SUP|I Y ) A<t ‘< D i1 Qilis )iy AjY; >‘. Por ende, basta
ver que para || 32, Ayl <1,

< Zazyz,zkjy] >| < K1 Kogl(F)|| szyzll

=1 7j=1
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%Sibi%o

0 sibi=0 Entonces,

Consideremos € = (¢;)]; con € = {

n n
<Y iy Y Ny > = < by Y Ay >
i=1 j=1 i=1 j=1
n n
=D N <D ebiyiy >
j=1 i=1
n
= Z)\jejbj
j=1

D*
= |tr(@ 2 F 2 Pyl

Por dualidad de traza |11], tenemos que

D*
tr(ty = F 2003 25 00)| < oo (D)™ (DeDy)

Y1 (Da)m1(DeDy)  (por la Proposicion 1.1.4)
< (DA Dellm1 (D)

N(DA)7(Dy)  (pues [|Def| < 1)
< gU(F)m(Da)mi(Ds)

< gU(F) K K| Y biill,
=1

que es justamente lo que desedbamos. O

Ahora estudiaremos las desigualdades del estilo (4.5) para el m-ésimo producto tensorial,

luego lo haremos para el producto tensorial simétrico.

Lema 4.1.7. Sean E1,..., E,, espacios de Banach de dimension n, y para j = 1,...,m sea
(e{)?zl base 1-incondicional de E;. Entonces para toda m-norma tensorial o y todo vector

(¢))ieM(mmn) € KMmn) el operador diagonal

D.: ®4(Er,...,Ep) — la(M(m,n))

Z Aiei = (Mici)iem(m,n)
ieEM(m,n)

verifica

m(De) < 2™/ 20 ( Z ci€l).
ieEM(m,n)
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Demostracion. Consideremos las primeras n funciones de Rademacher {ry,...,r,}. Para cada

indice i = (i1,...,%m,) € M(m,n) definimos
7“1( t ) = Til(tl) e Tim(tm), t= (tl, e ,tm) € [0, 1]m

Para s = 1,00, sea X el subespacio generado por todas estas funciones en L4([0, 1]™). Se tiene

el siguiente diagrama conmutativo:

Ra(Er, ..., En) 25 6(M(m,n))

T | 115

Yoo —— %

donde T4 (X ic pmm,n) Ni€i) 7= Die Mm(mon) MiCiTi, 1 es la identidad formal y To (i pg(m n) HiT1) =
(H4)ieM(m,n)- Afirmamos que

I <o ) e, (4.6)

ieM(m,n)
T3] < 2m/2. (4.7)

Si la afirmacion es cierta, gracias al Corolario 1.1.3 tenemos:

m1(De) = i (ToITy) < ||To|| wo (1) || T |
——
1

< 2m/20%( Z cie}),

ieEM(m,n)
que es justamente lo que desedbamos probar.
Veamos (4.6):
Para una eleccién de n signos € = (e;)p_, y 7 = 1,...,m consideremos el operador T? E; —

E; definido de la siguiente forma:

n n
J JY . J
TE(E apey) = g ERajey,.
k=1 k=1
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Notemos que ||TZ]| < 1 pues la base (ei)’,z,:l es l-incondicional. Por otro lado,

HTl( Z Aiei) = _sup Z Aiciri(t)
ieEM(myn) tefo,1™ ieM(m,n)
— . sup Z cie{( Z Ai’ri’( % )6'1,)
tefo, 1™ ieM(m,n) vYeM(m,n)
< sup of Z Airi()ei) o ( Z cieq)
0™ e M(myn) ieM(m,n)
< _sup oz( ® (T(lTk(tl))k’ T ’T(Tk(tm))k ( Z Aiei)) o( Z Cie{)
telo,1]™ ieM(m,n) ieM(m,n)
< sup o Z Aiei) Z ciey)
tE[O,l]m IGM m TL) 1€M(m’n)
= a( Z )\iei Oé z Cieg)a
ie/\/l(m,n) iEM(m,n)

donde la ultima desigualdad se debe a la metric mapping property de o (usando que ||T 1

(ri(tr) )kH —

para todo [). Se tiene entonces que ||T1[| < o™ (3 ic pq(m,n) Ci€}), tal que como querfamos.

Veamos (4.7):

Por induccién en m. Para el caso m = 1 debemos ver que vale:

iTs (t)

n 1/2
(z w)
=1

Pero esto es una consecuencia directa de la desigualdad de Khintchine 1.5.1, usando que 1/A4; =

V2 (ver [31]). Supongamos que vale para m y veamos que vale para m+ 1. Usando la desigualdad
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de Minkowski continua tenemos:

1/2

Z |Ni17--~7im+1|2 =

1<it,imyim41<n

1/2

n
Z Z |Mi1,--~7’im+1|2 <

im+1=11<01,..,tm <0

r 1/2
n 1 1
Z 2m(/ e / | Z lu’ilg-~~77:'m+1ri1 (tl) e T'im (tm)‘ dtl e dtm)2 =
Lim1=1 0 O 1<it,im<n
1/2
n 1 1
2m/2 Z (/ e / | Z /’Li17'-'7im+lril (tl) e T‘Z'm (tm)| dtl e dtm)Q §
0 0

img1=1 1<t fim<n

1 1 n )
2m/2/0 /0 < Z ‘ Z 'u’ilw-vim+1ri1(t1) -Hrim(tm)|2>l ’ dt1...dt, <

imi1=1 1<i1,cim<n

1 1 1 n
m+1
272 v ‘ E ( E Iuil’m,imjrl?"il (tl) oo T (tm))’l“ierl (tm+1)’ dtl e dtmdtm_H,
0 0 0

imy1=1 1<iq,...im<n

que es lo que queriamos probar. O

El siguiente lema es el anilogo para el producto tensorial simétrico.

Lema 4.1.8. Sea E un espacio de Banach de dimension n con base incondicional (e;)7_ . En-

tonces para cada m-norma tensorial simétrica 3 y cada (¢;)ic 7(m.n) € K7 (mn) el operador diag-

onal
De: @7 E — €y(M(m,n))
Y ASe = (GA)ietmm
i€ (m,n)
verifica

m(De) <kmfB | Y lilS(e)) |,

jeJ (m;n)
donde ky, < (m>™/m!)2m/2.
Demostracion. Consideremos el diagrama:
m,s D,
1] TP

@mE 2% fy(M(m,n)),



70 Incondicionalidad en espacios de Polinomios

donde « es una m-norma tensorial que extiende a 5 como en (1.14) y (1.15), I es la inclusion
canonica, ¢ = (Ci)ieMm(m,n) €ON G = ¢j, ) € J(m,n) el tnico indice que verifica [j] = [i] y P un

operador definido de la siguiente manera:

P(()‘)xean = Z)‘

i€l /e (mn)

Notemos que si {fi : i € M(m,n)} es la base canénica de lo(M(m,n)) y {vj:j € J(m,n)} base

canénica de l2(J(m,n)), se tiene que P(f;) = vj con [i] = [j].

Veamos que el diagrama conmuta: Como (5€;)ic 7(m,n) €s base de ®™°FE (Lema 4.1.1), basta

ver que PDz:I(Se;) = D.(Se;) para j € J(m,n). En efecto,

PD:I(Se) = PDi((Se) = P Del

> e

i€lj]
=P |5 oen | = HZW}
J i€fj] i€[j]
=P HZ ofi] = ‘ZCJUJ
iefj] i€[j]
)
- ‘CJUJ = ¢jv; = De(5¢)).

]

Para estimar ||P||, usaremos la siguiente desigualdad que se obtiene como consecuencia directa

de la desigualdad de Cauchy-Schwartz:

z”: || i < nz”: il (4.8)
<i:1 ) =1

siag,...,an €K
Observemos que para todo j € J(m,n) se tiene que 3 i [Mil < X es,, [AGy (1)..... (m)) |- Por
ejemplo, si j = (1,...,1) resulta } ;- [Ail = |Aj| mientras que >° s A, 1),....50 (m))| = m'\)\ |
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Luego,

1/2

[P ey(7(mm)) =
€T (m,n)  i€[j]
1/2

> ()

jeJ(m,n) i€fj]

IN

1/2

IA
N
—~
N
X
bR

By

B
=

------
jeJ (m,n) oESm
1/2

Z m! Z |>‘(ja(1),...,ja(m))‘2 (reformulando (4.8))
jeJ (m,n) 0ESH

1/2
_ <m! ) u(v)HZ(M(m,n») ’

O'ESm

IN

e o diie Tm.
donde (A7) € KM esta definida por A7 = { (a<1>(’)'-"‘v<m>) o jt(m ")
CasOo contrario.

Siguiendo con las desigualdades...

1/2
1A lea( 7 (momy) < (m! > II(A”)IIZW(m,n)))

O’GSm

1/2
(m' Z || HZQ(M (m,n) ))

O’ESm

IN

m![(A) ez (M(m.my) -

Por ende, ||P|| < m!. Por el Lema 4.1.7 junto con (1.14) y (1.15) obtenemos:

m(De) = m(PDel) < || P|[mi (Dg) ]|
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Como

§ ~ ! § § ~ !
Ciei — Ciei

i€ M(m,n) j€J (m,n) i€lj]

= D, D o

jeJ (m,n) i€[j]

= Y g e

jeJ (m,n) ie(j]

= > qlilSe,

j€eJ (m,n)
concluimos que

2 ~ m™
m(D.) < m2m/ a*( Z ciei> e
ieEM(m,n)

:2m/2mma*< Z cj\j]Se;>

i€J (myn)

2m
<2mPEgr (N elilse).

€T (m;n)

que es exactamente lo que querfamos probar. O
Luego de tantos lemas técnicos estamos en condiciones de probar finalmente el Teorema 4.1.3.

Demostracion. (Del Teorema 4.1.3) Sea n € N. Consideremos X,, := span{ej,...,e,} el sube-
spacio generado por e1,...,e, en F, denotemos Y,, a ®?’3Xn. Por el Lema 4.1.1 sabemos que

{Se; 1 j € J(m,n)} es base de Yy, y que, si (€}) denota la base ortogonal de (e;), {[j|S¢] :j €

J(m,n)} es su base ortogonal en Y, = ®Z§’SX;L. Luego, si vemos que para A, u € K7™ vale:

2m

m,s D m/2 1 * .
m(E X 2 (T (myn))) < 272t (3T flSe). (19)
' J€T (m,n)

m,s 1 Dp m/2 m2m

7r1(®5* X, = (T (m,n))) <2 Wﬂ(ej(z )mSe;), (4.10)
) m,mn

donde Dy ([j|S€}) := pjej, por el Lema 4.1.6 obtenemos que

m m2m 9
X((S€;),e 7(mmyi Yu) < (2 /QW) gl(Yy,).

Dejemos la demostracion de (4.9) y (4.10) para después. Como la base es 1-incondicional por

la Observacién 1.2.4 sabemos que X, es 1l-complementado. Usando la metric mapping property
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para (3 es sencillo ver que Y,, = ®gl’an es 1-complementado en éZLSE Por otro lado, por la

Observacion 1.2.3

X((Ses)ieg(m); ®5 " E) = sup X ((S€))ie7 (m.n); ¥ E)

= sup xX((5€)ieg(mn): Yn)

2m

m 2
< (2m/2m) Slrlngl(yn)
2m
Qm/QL U™ R
donde la tltima desigualdad se debe a la Observacion 1.6.2. Veamos entonces lo adeudado...
La desigualdad (4.9) es una consecuencia inmediata del Lema 4.1.8. Para (4.10), usaremos
también este lema. Primero notemos que Du(Se;) = %"Lej. Entonces, aplicando el Lema 4.1.8

para la base {Se] :j € J(m,n)} en Y, y base ortogonal {[j|Se; :j € J(m,n)} tenemos:

2m
m(Dy) < QW/Q%ﬂ< Z | |\]|Se,)

jeJ (m,n)
2m/2m < Z M)Se]>
jeJ (m,n)
O
La siguiente observaciéon es andloga al Teorema 4.1.3 para el m-ésimo producto tensorial.
Observacion 4.1.9. Sean Ey, ..., E,, espacios de Banach. Con (€?) base 1-incondicional de E;.
FEntonces para cada m-norma tensorial o
X(éa(Elv s vEm)) < X((ei)iEM(m,n)); éa(Ela s 7Em))
< 2"gl(®a(E1, ..., Ep))
Demostracion. Para n € N consideremos los subespacios X = span{e{, e ,e‘Zn}, X%/ =
span{ejil, . ,ef}bl} de E; y E]’ respectivamente. Observemos que, por el Lema 4.1.7, para A\, u €

KM(m:n) os operadores diagonales

Y, = @a(XE ., X™) 2 ly(M(m,n)),
Yri = Qar (X'I’1L/7 ce 7Xm/) Ii; gQ(M(ma n))?

n

verifican las siguientes desigualdades:

m1(Dy) < 2m/2a*( Z )\ie{),
ieM(m,n)

7F1(Du)§2m/204( Z [Li€i) -

ieEM(m,n)
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Por ende, por el Lema 4.1.6 obtenemos:

X((el)le/\/l(m n)s ) <2m gl( )

Como X3, es l-complementado en FEj, por la metric mapping property de «, Y, resulta 1-

complementado en ®4(Ey, ..., Ey,). Por lo tanto, usando la Observacion 1.2.3 tenemos

X((ei); éa(Elv SRR Em)) = sup X((et)leM (m,n) ) éa(Eh SRR Em))
= sup X((el)lef\/l ) Ya)
(

sup gl(Yy)

§2mgl(®a(E177 ))7

donde la dltima desigualdad se debe a la Observacion 1.6.2 (pues Y;, 1-complementado en

Ra(Er, ..., Ep)). O
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4.2. Estimaciones para la constante de incondicionalidad de P("})

En esta seccion daremos las estimaciones asintéticas para x(P("¢y)) calculadas en [9]. Pero,
ipor qué estudiar el crecimiento asintético de X(P(még)? El siguiente es un resultado clésico de

Tzafriri de la década del setenta (ver [32],]22]):

Teorema 4.2.1. Sea E un espacio de Banach con estructura incondicional local. Entonces, para

algin p € {1,2,00}, E contiene la sucesion de ¢y ’s uniformemente complementada.

En particular si F o E’ tiene base incondicional, entonces ambos espacios contienen al menos
alguna sucesion de £)’s uniformemente complementada (para p = 1,2,00). En tal caso, por la
Proposicién 2.3.4, el espacio P("™{}) sera isomorfo a un subespacio complementado de P(™FE)
para todo n. Por lo tanto, para m fijo, resulta natural estudiar el crecimiento asint6tico en
funcién de n de x(P(mf,;L)), o equivalentemente segiin lo que vimos, el crecimiento asintético de
gl(P(™£y)). Notemos que, si gl(P(™{};)) tiene a infinito a medida que n crece, la Proposicion
2.3.3 asegura que el espacio de polinomios P("¢}) no tiene la propiedad de Gordon-Lewis. Por
ende, jno tiene base incondicional! Esta idea seré clave para resolver el problema de Dineen.

Antes de entrar en tecnicismos, introduzcamos un poco de notacién: Para dos sucesiones de

escalares (anm)pom=1 Y(bnm)pom=1 DOtamos
m
(@n,m) = (bn,m),
si existen constantes A,, > 0y B,, > 0 tal que para todo n

An,m < Ambn,m y bn,m < Bman,m-

Mostraremos:

Teorema 4.2.2. La constante de incondicionalidad de los polinomios m-homogéneos en ) liene

el siguiente comportamiento asintdtico:

m 1-1/pym—1 <p<
{(” )" 1sps2 (4.11)

X(,P(mgg)) = (n1/2)m—1 2 <p<oo.

La demostraciéon de este teorema se divide en varios pasos: como para todo m,n vale la

igualdad isométrica
m,s
P(mgg) ®Es Z;L/’

una formulacion equivalente a (4.11) es

mes om | (n)™T 2 < g < oo
(). ) = { (4.12)
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Donde la estimacion asintotica (4.12) sera deducida de su andloga para el m-ésimo producto

tensorial de fg:

mom | (/)T 2 < g <oo

Para obtener estas estimaciones necesitaremos de algunas observaciones y resultados previos.
Proposicion 4.2.3. Sean F y G espacios de Banach de dimension k y 1 respectivamente entonces
X(F ®: G) < min{x(F)d(G, £e,), x(G)d(F, ()}

Demostracion. Por el Lema 2.3.1 sabemos que
X(F @ G) < d(F ©. G, F ® (L )X(F ©: £,).

Usando la metric mapping property de la norma tensorial € se puede ver muy facilmente que
d(F ®: G,F @) < d(G,¢,). Por otro lado, F ®. ¢, = ¢\ (F) (ver [28, Ejemplo 3.3.]). Una
sencilla cuenta muestra que x (¢4 (F)) < x(F) (de hecho vale la igualdad). Por ende,

X(F ®: G) < x(F)d(G,£.,).

Razonando de manera anéloga tenemos que x(F ®. G) < x(G)d(F, (%)), lo cual concluye la

demostracion. O

Se desprende de la observacion (haciendo induccion en m) el proximo lema ttil.
Lema 4.2.4. Sea E un espacio de Banach de dimension n. Entonces para todo m > 2
Q) E) < x(B)(E, )", (4.14)
La siguiente observaciéon se deduce inmediatamente usando la desigualdad de Hélder.

Observacion 4.2.5. Para todo m,n € N, y toda eleccion de escalares (i, ... i, )1<in, ...im<n;

(0} )1<ir<ny - (O )1<ipm<n, s tiene
2 1/2 N 1/2
dooadi v <D il <Z |b}1\2) <Z |bg\2> :
ieM(m,n) ieM(m,n) i1=1 tm=1

La préoxima desigualdad es una adaptacién de una desigualdad més general conocida como
la desigualdad de Chevet (ver [31]).
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Teorema 4.2.6. (Desigualdad de Chevet) Sean E y F espacios de Banach. Fijemos 2!, ...,z € E'
e Yty Ym € F. Sean {gi;},{9:}, {g;} variables aleatorias Gaussianas independientes en algin

espacio de probabilidad (2, pv). Entonces,

12
/Ilzzgzg 7 ® y;|| du(w) <b sup (Z!w ) /\Zgy )yl dpp(w)

=1 j=1 =<1
. 1/2
HSIﬁgl > 1 ()l /Hzgz i dp(w
Y =1

donde b=1 en el caso en que K=R yb=4 si K=C.

Consideremos (gi)ic p(m,n) familia de variables Gaussianas independientes en el espacio de
probabilidad (2, 1) y 1,...,x, vectores de E. Se define I(m, (x)}), el promedio Gaussiano de

los vectores x4, ..., T, como:

tm @) = [ Y sl b dute).
ieEM(m,n)
La proxima proposicién permite estimar estos promedios. Es una reformulacion de la De-

sigualdad de Chevet para el m-ésimo producto tensorial de un espacio de Banach F.

Proposicion 4.2.7. Sea E un espacio de Banach. Entonces para m > 2 y x1,...,xp € B

(m—1)/2
l(mv (xk>?) < dml(17( l HSL|1|p (Z ‘1’ ) )
z’||<1

donde dyy, <m para K=R y dy <8, d3 <36, dy <148 y dp, < 5™ param >4 y K = C.

Demostracién. Por induccién en m. Consideremos el caso m = 2. Notamos que

D=1 Y a@algsdue) = [ | 3 g1y (@)rs © 5] du(w).
ieM(2,n) 3,7=1
Por lo tanto usando, la Desigualdad de Chevet (Teorema 4.2.6) tenemos

1/2
12, (@)f) < b sup (Dx ) /uzgj w);|| duw) +

ll="]<1
1/2

b s (SR ) [ ||Zgz Yol dp(e)

le'li<1 \ 5

1/2
< sup x' () / gi(w)x;|| du(
. (Z| ) HZ ()] dp(e)

(1L, (z)T)
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Supongamos ahora que la desigualdad vale para m y veamos que vale para m + 1. Como

I(m+1, (z /|| GiW)Z(isni) @ Tiia (@7 B) @, B AUW),
iEM(m+1,n)

nuevamente por Chevet tenemos:

1/2
Im+1, (zx)}) < bl(m, (x3)}) sup (Zp; ;) >

Hz’||<1
1/2
+bi(m+1,(z)!)  sup > el
lel@m ey =<t \icM(m,n)
Usando ahora la hipétesis inductiva
n m/2
n n / 2
Wm+1, (zr)7) <bdm l(la(xk)l)nsﬂp (le‘ (i)] > +
=t \i=1
1/2
Fblm+ 1, () sup S el
lel@m ey =<t \icMm(m,n)
Luego, si vemos que
1/2 m/2
w [ | < sw (Zu ) ) S am
lel@m By =<t \icMm(m,n) ll="[|<1

tenemos la desigualdad buscada.

Para esto, consideremos el operador T': ¢§ — E dado por T'(e;) = xj. Afirmamos que

1/2
IIT|| < sup <Z |2’ () ) . (4.16)

[l']|<1
En efecto, sea 2’ € E' y a = (ay,...,a,) € K", entonces por la desigualdad de Holder tenemos
1/2
)= ) < 3 o) < il (S )
como [|T'(a)|| = supj<1 [#'(32; aizi)| conseguimos la desigualdad enunciada en (4.16).

Una estimacion practicamente idéntica a la realizada para ||T|| en (4.16) muestra que
1/2

R = sup > le@)?] (4.17)
el @m my <1 ieM(m,n)
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donde R : @545 — Q."E es el unico operador tal que R(ei) = zi y @5 £ es el m—ési/mo
1/2
producto tensorial de Hilbert (para z = i vq(m,n) @i€i se define [|z]|2 := (ZieM(m’n) |ai\2) ).

Notemos que el siguiente diagrama conmuta

K — QUFE
id \ S ®mT
&:" 5.

Luego, por la metric mapping property para € tenemos que
[RI] < [lid||| @™ T < [|éd|[|T]|"".

Por ende, para probar (4.15) solo basta ver que ||id : @5 05 — Q' ¢5]| < 1. Pero gracias a la

Observacion 4.2.5 se tiene

e(idz) =€ Z aie;

ieM(m,n)

= sup > aen(er,) .- omley)

@017~~~990m€B[g/ iEM(m,n)
1/2
2
< > il = lzll2,
iEM(m,n)
que es lo que queriamos probar. O

La siguiente observacién es una consecuencia directa de la desigualdad de Holder.

Observacion 4.2.8. Sea 1 < ¢ < oo y {(d), .. .,a‘%)}j:17._,m € B con 1/q+1/¢ = 1).
q
Entonces,
Z a%l coaih | < n™a, (4.18)
1<iy,.im<n
Estamos listos para dar una demostracion de (4.13). Empecemos por el caso ¢ = co. Es muy
sencillo probar que Q07 es isométricamente isomorfo a 20" (ver |28, Ejemplo 3.3.]). Luego
X(®@IM) =1, ya que £22" tiene base 1-incondicional. Consideremos ahora el caso 1 < g < 0.

Estimaciones asintéticas superiores:

Por el Lema 4.2.4 sabemos que

X(®Tg) < d(lg, 5,)™ ™ x(4g) .

RIS
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Usemos ahora las estimaciones de las distancias de Banach-Mazur calculadas por Gurari, Kadec,

Macaev (Teorema 2.2.1). Recoradamos que existe K > 0 (K =1 si K = C) tal que

A, )y < Kn'?si1<q<2,

q> "o
d(ly,€5) =n'1 §i2<q< oo

Obtenemos de esta manera la estimacion superior para x(®7'f;) enunciada en (4.13).

Estimaciones asintoticas inferiores:

Sea (€i)icm(m,n) la base candnica de @7*{y. Observemos que

W= S elleme. (4.19)
ieM(m,n)
En efecto,
I Y eillgmyp = sup > eilen) . pmle,)| < 0™
i€ M(m,n) PLPmEB, i M (mm)

donde la tltima desigualdad se debe a la Observacion 4.2.8. Por otro lado si ; = (1/n'/9 ... 1/n/7)

es el vector perteneciente a Byn , tenemos
q

Yoowilen) emle)| = > @mMO =/t =" = e
ieM(m,n) 1<iy,..im<n
mostrando asi que el supremo es efectivamente n/4.
Consideremos las matrices aleatorias
R:Q— @My Rw):= Z ri(w)ei,
ieM(m,n)
G:Q—-aMy Gw) = Y giwe,
€M (m,n)
donde (€2, i) es algan espacio de probabilidad y ri’s y ¢i’s forman una familia de n™ variables de

Bernoulli y Gaussianas independientes en {2, respectivamente. Entonces para todo w € €Q,

nm/qZH Z €i||®glég:” Z Ti(w)Ti(W)eiHe@;"EQ

iGM(m,n) iEM(m,n)
< x((e)iemmn) |1 R(W) | gmen-

Por otro lado, la Observacion 4.1.9 asegura que x((€i)ic pm(m,n)) < 2™ gl(@y) < 2Mx (R y).

Por lo tanto, para todo w € € se tiene

n™1 < 2 (@) | R(w) gy
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Si integramos sobre (), tenemos:
/e < 2 (@ 6) [ R@) e di
Q

Por el Teorema 1.7.5 sabemos que los promedios Gaussianos dominan (salvo una constante) a

los promedios de Bernoulli. Es decir, existe una constante L = 1/M; tal que

[R)|gmen du < L [ G(w)llgmen dps.
Q2 Q

Luego,

™1 < 2y (@74 /Q IG(W)lere; du

m—1

o
< 2"x(®{y) Ldm /||ng w)ellemep dp SUP <Z|$ ek) ) :

llz'|l en <1

donde la ultima desigualdad se debe a la reformulacién de la desigualdad de Chevet para el
m-ésimo producto tensorial (Proposicion 4.2.7).
Notemos que supjz(,n -, (>or—1 |$/(€k)|2)1/2 = ||Id : £}, — £3]. Recordando el Lema 2.2.2
q' =

tenemos que

1/2
1 2<g< o0
=||Id: 0 — 03| = -
™ Hzn - <Z ’x ek)| > | g 5l { nl/Q—1/21§q<2

Ademas, por [31, Pagina 329], sabemos que si 1 < ¢ < co existe una constante A > 0 tal que

n
/Q 1S ge(@)erllope < Ant/a
k=1

Recapitulando, si 2 < g < 0o se tiene
nm/a < me(®?€2)n1/q1m_1,

donde C,, es una constante que depende tnicamente de m. Por ende,
mn n™/a 1/qg\ym—1
x(®@7y) > Cmm = Cm(n'9)

Por otra parte, si 1 < ¢ < 2, obtenemos que

nm/q < me(®£ngg)nl/q(nl/qfl/Q)mfl

En consecuencia,

m—1

myn n 1 - — m— m—
X(®5 eq) > Cmm = Cm(nl/q (1/q 1/2)) 1 _ Cm(nl/Q) 1
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iHemos conseguido de esta manera la estimacion inferior para x(®["/y) enunciada en (4.13)!.
Falta deducir (4.12) de (4.13). Como consecuencia del Teorema 4.1.2 y (4.3) es suficiente
ver el comportamiento asintético de gl(Q.*fy) en vez del de x(Q.*f7). Para la estimacion
superior notemos que el siguiente diagrama conmuta:
ety LR ety
ign "\ /sm
4q q
Ry s
donde 4y, es la inclusion canoénica del producto tensorial simétrico en el producto tensorial y Syn
q q

es el operador de simetrizacion. Utilizando la Observacion 1.6.2, como ||iy; || < %—T y ISl <1
q ° q

se tiene

ms . mm m
Q). 7) < ——alK)_ ).

De esta manera la estimacion superior de (4.12) se deduce de (4.13). Para la estimacion inferior
consideremos I; : £ — £ la i-ésima inclusion canénica y P : 5" — £ la i-ésima proyeccion

canodnica, es decir:

I; — —
a=(ay,...,an) = (0,...,0, a1 ,..., ap,0,...,0)=(0,..., q yeeey 0,
(i—1)n+1 in 3
Py
(b1y -y b—1yn1s - - -5 bins ooy bmn) = (B—1)n1s - - -5 bin)-
Veamos que el siguiente diagrama conmuta:
m ldgpey m

Ky — Ky

lem 1, Tmigm P,

m m,s m

®: 0" o QG o R
o emn
En efecto, si z1,...,xm € £
— — — — —
m!®?;1PZ-iZ:nn Srgﬁ"((xl, 0,...,0)®(0,22,...,0)®---®(0,0,...,2)) =
Y1 Y2 Ym
. 1
m! @2, P; Z?ém(ﬁ Z Yo(1) ® @ Yo(m)) =
’ O'ESm
1
m! @, Pz'(% Z Yo(1) @+ @ Yo(m)) =
) O'ESm

Z Pl(yg(l)) Q- ® Pm(yo(m)) =
O'ESm

Id@g%zg(iﬂl R ®Tm),
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ya que P;(yo(;)) = z; solamente si (i) = 4, en caso contrario P (y,(;)) = (0,...,0). Por lo tanto,

por la Observacion 1.6.2 tenemos

g (@0 4y) < 1SE" @iy Lillllm! @y P i |91 2 65™)
< |55 @iy Lllllm! @y Pillllign 191(Q 226™)

HIII [ym! HIIPII ,gl @),

de lo que se sigue que
gl (@ rer) < m™gl(RQrsey™). (4.20)

Es facil ver que paran >m y t € R, si [n/m] es la parte entera de n/m se tiene:
(n")" 1 X (fn/m]")™ ",

Se sigue de la observacion anterior, las estimaciones dadas en (4.13), la desigualdad (4.20) y

de la Observacién 4.1.9 que:
(nMaym=1 2 < ¢ < oo} ™ { ([n/m]V9)m=1 2 < ¢ < o0

(n1/2ym=1 1<q<2 ([n/m]t/2)m=1 1< q<2

2 (@)
< Qmmmgl<®a ’ g[qn/m]m)

< 2"m™gl(QQ)_ " ty),

donde la tltima desigualdad se debe a que @ Sé[n/ ™M o5 1-complementado en Xty

Para el caso m < n razonando como antes tenemos:

1/qym—1 m
EZl/Z;m—l i ; Z 2 ;O} = X(®E E?)
<2mgl( Q) )
<2mm"gl (@) 4™
< memgl(®z7583).

con esto finalizamos con los calculos de las estimaciones inferiores de (4.3).
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4.3. Algunas deducciones

Lo que viene es una serie de resultados que se obtienen de las estimaciones que hicimos

previamente.

Teorema 4.3.1. La constante de incondicionalidad para el espacio de los polinomios nucleares

m-homogéneos sobre £} tiene el siguiente comportamiento asintdtico.

mny\y 7 (nl/Q)m_l l<p<2
X(Pnuc( Ep)) - { (nl/p)m*1 2 < p < oo.

Demostracion. Sabemos, por el Teorema 4.1.3, que es suficiente probar que gl(Pnuc(mfg)) tiene
este comportamiento asintdtico. Para un espacio de dimensién finita E, recordemos la igualdad
isométrica:

® m, sEl nuc(mE)

Por la dualidad entre la norma 7s y €5 tenemos la igualdad isométrica
Pnu0<m€Z)/ = P(mfﬁr%
donde p’ es el conjugado de p. Por consiguiente, gracias al Teorema 1.2.17 tenemos que

1/2\m—1
mon\/\ __ mony\\ __ mm m (n ) 1§p§2
U Pruc( Ep) ) = gl(Pruc( Ep)) = gl(P( gp/)) -~ { (nl/p)m_l 2<p<oo’

que es lo que querfamos probar. O

Fl préoximo teorema es uno de los més importantes de las tesis.

Teorema 4.3.2. Sea E un espacio de Banach tal que para 1 < p < oo E contiene la sucesion de
y’s uniformemente complementada. Entonces Py(™E) y P(™E) no poseen base incondicional

para ningun m > 2.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3.5, sabemos que existe una constante C' y subespacios

complementados F;, de E tal que d(£}, F;,) < C. Usando la desigualdad (2.19) tenemos:

gl(P("y)) < [ PI"™d(ty, Fn)™ gl(P("E))
< C*"gl(P("E))
< C*"x(P("E)).
Por otro lado, por lo visto en el Teorema 4.1.2, x(P("™{}))) < kmgl(P("™f}))). Obteniendo ast

que
X(P("™3))) < knC¥ X (P("E)). (4.21)
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Por otro lado, por el Teorema 4.2.2, tenemos las estimaciones

(nlfl/p)mfl 1< p < )
(n/2ym=1 2 < p < oo,

X(P("6)) = {
por ende, si 1 < p < oo, se tiene que el miembro izquierdo de la desigualdad (4.21) es una

sucesion que diverge a medida que n — oo. Luego, P(™E) no tiene base incondicional.

Para P, (™E) usar (2.20) con Py, (") = P(™{;) y razonar de manera idéntica. O

Proposicion 4.3.3. Si para algin m > 2 el espacio Py,(™E) (o P(ME)) tiene base incondi-
cional, entonces E contiene la sucesion de (1’s uniformemente complementada. En particular,

7

E’ contiene la sucesion de (7 ’s uniformemente complementada.

Demostracién. Supongamos Py, (™ E) tiene base incondicional, por ende tiene Lu.st.. Como P, (FE)
es un subespacio complementado de P, (™ E) si k < m (ver [5, Proposicion 5.3]), por la Proposi-
cion 1.2.8 también tiene l.u.st.. En particular, P, (1 E) = E’ tiene L.u.st.. Por ende, por el resultado
de Tzafriri (Teorema 4.2.1) para algun p € {1,2,00}, E contiene la sucesion de £;’s uniforme-
mente complementada. Pero por el Teorema 4.3.2, E¥ puede contener tinicamente la sucesiéon de

/7’s uniformemente complementada. Para el caso P(™FE) se razona de manera idéntica. O

Notemos que la proposicion anterior asegura que si Py, (" E) tiene base incondicional (respec-
tivamente P(™E)) E’ no puede tener tipo ni cotipo (ya que las constantes de tipo y cotipo de
07 no estan uniformemente acotadas, ver [31]).

El siguiente resultado se obtiene de forma directa de la proposiciéon anterior.

Corolario 4.3.4. Para m > 2 no existe ningin espacio de Banach E tal que Py, (™E) y Pyw(™E")

tienen simultdneamente base incondicional (respectivamente P(™E) y P(™E')).

Demostracion. Nuevamente daremos la demostraciéon para el caso de los polinomios aprox-
imables. Si P, (™FE) tiene base incondicional, por la proposicion anterior, E’ contiene la sucesion
de ¢ uniformemente complementada, pero por el Teorema 4.3.2 tenemos que x (P, (™E’)) = oo.

Luego, Py (™E") no puede tener base incondicional. O
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4.4. El problema de Dineen

En esta seccién usaremos todas las herramientas que vinimos estudiando hasta ahora para
ver como se resolvio finalmente el problema de Dineen. M4s precisamente, mostraremos que para
E es un espacio de Banach con base incondicional, P("™FE) tiene base incondicional si y sélo si
E es de dimension finita (m > 2). A. Defant y N. Kalton, basandose en los trabajos [9] v [12],

dieron en [10] una demostraciéon de este resultado. Expondremos en detalle su trabajo.

Un resultado importante que necesitaremos es la siguiente teorema debido a S. J. Dilworth,

N. Kalton, D. Kutzarova y V.N. Temlyakov:

Teorema 4.4.1. Sea E un espacio de Banach con cotipo q no trivial y (6]')]921 una base incondi-

. oo . s . oo
cional de E. Entonces, (e;)32, tiene una subsucesion (e;, )32, que es greedy.

Es fécil probar que si E contiene la sucesién uniformemente complementado de 2 ’s no tiene
cotipo (ya que las constantes de cotipo de £7 tiende a infinito a medida que n crece). El siguiente

resultado asegura que vale la vuelta (puede encontrarse en [23]).

Teorema 4.4.2. F tiene cotipo q < oo si y sélo si E no contiene la sucesion uniformemente

complementada de 02 ’s.

En el capitulo anterior mencionamos un resultado clasico de Tzafriri. El mismo aseguraba
que para algin p € {1,2,00}, E debia contener la sucesion uniformemente complementada de

;’s, si tenia base incondicional. El siguiente teorema es, en algin sentido, similar.

Teorema 4.4.3. Sea E un espacio de Banach con cotipo g < oo y base greedy (e;). Si para p > 1
se tiene

lim inf n~YP¢(n) = 0.

n—oo

Entonces, E contiene la sucesion uniformemente complementada de (3s.

Dejaremos la demostraciéon para mas adelante. Asi nos concentramos directamente en resolver

el problema de Dineen.

Proposicion 4.4.4. Sea E un espacio de Banach con base incondicional. Si P(™E) es separable,
con m > 2, entonces E contiene, o bien la sucesion de 0y ’s uniformemente complementada, o

)

bien contiene la sucesion de (2 ’s uniformente complementada.

Demostracion. Supongamos que E no contiene la sucesién de £3’s uniformemente complementada
ni tampoco la sucesién de £ ’s. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que la base es 1-

incondicional. Por el Teorema 4.4.2, como E no contiene la sucesion de ¢ ’s uniformemente
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complementada, E tiene cotipo ¢ no trivial. Luego, por el Teorema 4.4.1 existe un subespacio
F' (que resulta complementado por la Observacién 1.2.4) con base greedy (e;)32; y funciones
biortogonales (e;). Por el Lema 2.3.4, P("F') es isomorfo a un subespacio complementado de
P(™E), por ende es separable. Ademés, por el Lema 1.6.1, como F no contiene la sucesion
uniformemente complementada de ¢3’s, F' tampoco. Tomemos 1 < p < m. El Teorema 4.4.3

asegura que liminf n~'/P¢(n) no es cero, por lo tanto existe C' > 0 tal que para todo n
d(n) > Cnl/P, (4.22)

donde ¢ funcién fundamental asociada a la base greedy (e;). Tomemos = € F' de norma 1. Para
k € Z<o definimos

Hy, = {j : 2% < |ej(2)] < 2¢1}.
Veamos que

p(Hy) < A27F. (4.23)

En efecto,
¢(Hp) <Al Y el
JEH
Por otro lado, como la base es 1-incondicional:
o0
—k k —k ! —k !
1Y el =278 Y 2%l <2781 Y ei(@)esll <2781 ) ej(@)ell,
JEH JEH) JEH) Jj=1
llzll=1

obteniendo de esta manera la desigualdad (4.23).
Tomemos o € {—1,1} y definimos P,(z) := Zc?ola(j)e;(a:)m. Notemos que P, es un

j:
polinomio bien definido en P(™F):

Dol =" > lea)™
j=1

k<0 jcHy
k<0
<27CTNY 2mFG(H)P(por (4.22))
k<0
<2mCTTAPY 2(mePR (por (4.23) ),
k<0

donde la tltima serie converge pues m < p.
Es muy ficil ver que || Py — Pg|l > 2 si a # 3. Como {Pa}acq—1,13v €s no numerable, P("™F)

no puede ser separable y tenemos un absurdo. O
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Gracias a la altima proposicién anterior junto con lo que vimos en la seccién anterior estamos

en condiciones de mostrar que la intuicién de Dineen era correcta.

Teorema 4.4.5. Sea E un espacio de Banach con base incondicional. El espacio de Banach
P(™E) de los polinomios m-homogéneos en E tiene base incondicional si y solo si E es de

dimension finita.

Demostracion. Supongamos E de dimension infinita. Si P("™E) tiene base incondicional (m > 2)
en particular es separable, por la Proposicién 4.4.4 se deduce que, E contiene, o bien la sucesion
¢3’s uniformemente complementada, o bien la sucesién de ¢2’s uniformemente complementada.

Por el Teorema 4.3.2 tenemos un absurdo. O
Habia quedado pendiente la demostracion del Teorema 4.4.3:

Demostracion. (del Teorema 4.4.3) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la base es
l-incondicional; C sera la constante de cotipo g de F y A la constante democratica. Podemos
asumir también que ¢ > p (ya que, si F tiene cotipo ¢, tiene cotipo ¢’ para todo ¢’ > ¢). Para
no marearse serd conveniente dividir la demostraciéon en pequenas observaciones.

Hecho 1 Para todo n, m se tiene
¢(n) < CAmM9¢(mn). (4.24)

Probemos esto: tomemos Aj un conjunto arbitrario de cardinal n y As, ..., A,, de igual cardinal

tal que, Ay, As, ..., Ay, resultan disjuntos dos a dos. Notemos que para todo 1 < k < m se tiene
q
n) < AY Y e
JEAL

Promediando ahora sobre todos los k’s

LS s e A S )
k=1

k=1 jeAg
Hz—/
Tp
Luego, usando que F tiene cotipo ¢:
1 &
o(n)? < chq/ re(t)zy||? dt. 4.25
(n)? < — ; | ; )z (4.25)

Por otro lado, como Ay, Ao, ..., Ay, son disjuntos dos a dos y la base es 1-incondicional, tenemos

para cada t € [0, 1] que

HZW )z = HZ > kel = HZ > eill < g(mn).

k=1j€A k=1j€A
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De (4.25) deducimos:
1
H(n)? < - AICTG(mn)"
Resta tomar raiz g-ésima para obtener la desigualdad (4.24).

Hecho 2: Sea A el conjunto de todos los n tales que si, 0 < k < n, se tiene
27Pg(2%) > 27" Pg(2").
Entonces A es infinito.
Razonemos este hecho por el absurdo: si A fuera finito existiria un niamero ng = max(A).
Consideremos n > ng y ki = mf{k : 0 < k < n con 27%/P$(2¥) < 2=7/P$(2")} (Notemos que el
conjunto {k: 0 < k < n con 27F/Pp(2F) < 27/P$(2")} es no vacio pues n no esté en A).

Afirmamos que k1 < ng. Supongamos que no, luego k1 no pertenece a A; por lo tanto, existe

un entero ko < ki tal que

27H2/Pg(2k2) < 27 R/Pg(2M) < 27 Pg (2,
contradiciendo la minimalidad de k;. Por ende, probamos que para todo n > ng se tiene
c=27"/Pp(2m0) < 27PG(2").

Consideremos n > 2™ arbitrario y k > ng tal que 2k < n < 281 Como ¢ es creciente
tenemos: ¢(2F) < ¢(n) < ¢(28*1). Por otro lado, (1/2F1)P < 1/nP < (1/2%)P; luego, juntando
ambas desigualdades,

27Pc < 27P27R/P(9k) < 71 /Pg(n).
Hemos llegando a un absurdo, ya que la tltima desigualdad contradice que lim inf,,_, nil/p¢(n) = 0.

Hecho 3: Sea n € A y N = 2" Entonces, para 1 < m < N, se verifica la siguiente

desigualdad:
o(m) = 277 (Z)rg(N). (4.26)

Probemos esto: para m = N la desigualdad es inmediata. Si 1 < m < N tomemos k tal que

2F <m < 281 como ¢ es creciente tenemos ¢(m) > ¢(2%). Por otro lado:
27H/Pg(2¥) > 27Pg(2") = 27MPH(N),
yva que n € A. Por ende, juntando ambas desigualdades:

$(m) > 2 "/P(N)
=2 7T G(N)
2k+1

(27”)1/13271/13(?(]\7)

m

S5

v

P2 1P g(N).
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Obteniendo asi la ecuacion (4.26).

Hecho 4: Sean € A y N = 2". Entonces, para 1 <m < N vale

blm) < CA2/( ) /15(N) (427)

Demostremos esta observacion: si m = N la desigualdad es trivial pues C;A > 1. Para

1 <m < N, tomemos k (1 <k < n) tal que 2871 < m < 2%; por la Observacion 4.4 tenemos:

p(m )<¢(2’“)<0A( )1/%(2")

< cann® g
< A ag(),

que es lo que querfamos.

Sean n € A y N = 2", Consideremos {2y el conjunto {1,2..., N} provisto de la medida de
contar. Es decir: u(A) = |A|/N. Fijemos 1 < r < p < g < s < 00. Definimos el operador

Un: Ls(Qn,p) — E
L XN
T) Zf(j)ej
7j=1
Hecho 5: Para todo N = 2" con n € A existe K tal que |Uy|| < K. Es decir, la norma se

mantiene uniformemente acotada.
Sea || f|ls <1y Hg = {j : 28 <|f(j)| < 2¥*1} (k € Z). Observemos que
=" fxu,
kEZ
Aplicando Uy y usando la desigualdad triangular tenemos
IUNFI < D IUNFxr-
keZ

Luego, por definicién de Uy,
N
UnfXa, = Zf xm (e =Y £
J=1 JEH

Por otro lado, como la base es 1-incondicional:

1UN x| = H > flesl < 2’““” > eill

JjEH; JEH
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Por lo tanto,

IUNFI < D NU fxa,|

kGZ

S )Z 2D el

keZ JEH

RS kil
S(b(N)keZZQ O(|Hl)-

Usando la desigualdad (4.27) de la Observacién 4.4

1/
o1l < 2/nea () o) — oo suen) V1o
Luego,

1
U —— N oktholao A (H ) 16(N
| NfHSQs(N)keZZ p(Hy) " 1o(N)

_ 21+1/ch Z 2kN(Hk)1/q
keZ

=2 VaOA [y 2R u(H) Y+ Y 2 ()
k<0 k>0

<2MHVioA |1+ Z ok (H,, )M

k>0

Para ver que existe una constante K tal que ||[Uy| < K (Vv N € N) basta mostrar que

Zk>0 2k ()4 esté acotada por una constante independiente de N. Veamos esto: como 28 =

24q g 2k(1-2) , aplicando Holder tenemos
5 o) = Y2 2O
k>0 k>0
1/q 1/q
<o) | (o2
k>0 k>0
1,01 _
con a + ? =1.

1/q
Probemos que (Zkzo 2kS,u(Hk)) < 1. En efecto, como u es la medida de contar tenemos,
para g € L(Qu, ), la igualdad

1 N
gdp=—= g(j)
L N 2
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Por ende,

1> £ =/Q F1° du
1 w
- N;uw

IO

keZ jeHy

> S o

k>0 jeH,

1 ks
> NZ2 | Hp|
k>0

= 2% u(Hy).

k>0

Luego,

[UNFII < 290N [ 14 2Fp(Hy)Y
k>0
1/q
<oMHVaoA 14 3 2M0 <K (YN),
k>0

donde la udltima serie converge pues s > ¢. jHemos probado que los operadores Upy’s estan

uniformemente acotados!

Definimos ahora Viy : E — L,(Q, 1) dado por

Vn(z)(j) = ¢(N)ej(z) 1<j<N

Hecho 6: Existe una constante K’ tal que [|[Vy| < K’ (V N).

Los argumentos son similares a los anteriores. Tomemos = de norma 1, definimos Gy, = {j :

2k < (N)e)(z)] < 2k+1} para k € Z. Como la base (e;) es l-incondicional y 1 < % si
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j € G, tenemos

N)e (x
13 <y 20,

JEGK JjEGK

L St
JEGK
< L(@)e
[|lz[|=1
Por lo tanto,
AG(N
S(16k) < A Y e < 24N (1.28)
JEGK

Observemos que

V@)l = ( / Rl du>m

e
m
N
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Como ¢(Gy) > 27 YPu(Gy)PH(N) (por el hecho 3),

1/r
() <2 14+ 2 26(|Gh|)P(N) P
k>0
1/r
=2 1+2) 2" (|Gr)PH(N) P
k>0
1/r
< | 142) 2FAPITRPG(N)PY(N) P (Por (4.28))
k>0
1/r
<2 1+42AP) 2Mr?) <K' (Y N),
k>0

donde la suma Y, 28("P) converge pues r < p.

Notemos que para N = 2" (con n € A) podemos identificar Qy con {—1,1}" de la siguiente

. Q
manera: Consideremos €, ...,€e, en {—=1,1}V

er(§) = re(j/2Y) = ri(j/N)

Definimos Ly : €5 — Ls(Qn, 1)

N
Ly(a) = Zakek
k=1
Para todo sg se tiene
1 N n 1 n
Nz 1> arer()* = / 1Y awr()* dt. (4.29)
j=1 k=1 0 k=1

Esto se debe a que >_;_; axri(t) es constante en cada intervalo (de longitud 1/N) de la forma
(%, %] Por lo tanto, la funcién Y ;. agry vale > p_; akrk(%) =y aker(d)-

Hecho 7: El operador Ly verifica: ||Ly|| < Bs para todo N (con By la constante de la
desigualdad de Khintchine 1.5.1).
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En efecto, usando (4.29) y la desigualdad de Khintchine tenemos

1Ly (a))s = (/QN Lyl dﬂ) 1/

1/s
1 n s
= w212 aner()]
j=1 k=1
1 N n 1/8
- NZ > e’ (por (4.29))
j=1 k=1
1 n 1/s
= (/ | Y arri (D)) dt)
0 k=1

=1 > arrells < Bsllall2.
1

e
Il

Consideremos ahora el operador:

Ry Ly (Qn, p) — 4y
Rnf= (/Q fek dp)i—y
-
ak
Hecho 8: |Ry|| < A, para todo N (con A, la constante de la desigualdad de Khintchine).

Consideremos f € L,(Qn, ). Se tiene:

irnsle= (301 saan)”
k=1 >N ,

ag

n
<A arrlls
k=1

1/r

P I A -
= A, NZ’Z%%(JH ().
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Observemos que a = 3 Zl L f(Dex(l) y que Zk 1 €k(Der(j) = 015. Por ende,

N n N 1
_ 1 1 1 iy
() =47 [ 01 [ 7 0e) ) )
J=1 k=1 =1
N n N r
1 1 1 r
Sl S OIGDIP U
7=1 k=1 1=1
N N n r
_ 1 1 i
ST D M) SN (IR SEROSAT)]
j=1 =1 k:l
N N 1/r
_ 1
= At [ IS rwey
=1 I=1
. N 1/r
Sl B IO
)
. 1/r
—at ([ s an)
N
= A7l

Ya casi terminamos, estamos listos para probar que E contiene a la sucesién de ¢5’s uniforme-
mente complementada. Sea Sy = UnLy v Tn = Ry Vi, entonces se tiene que || Sy||[|In] < C
para todo N = 2" con n € A. Ademés TSy = Idg. En efecto,

TNSN(JT) = RNVNUNLN(:E)
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Pero RnVi <¢>(§\7) Zj-vzl(zzzl xkek(j))ej> en el lugar ko esta dado por:

1 Y a
2 e(N)e WZ(ZM@:U))GJ’ ko (1)

Como A es infinito se sigue por la Observacién 1.6.2 que E contiene la sucesién de £5s

uniformemente complementa.

O
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4.5. P(™E) como Banach Lattice

En la seccion anterior vimos que, si E tiene base incondicional y m > 2, entonces P(™E)

no tiene base incondicional. Por otro lado sabemos, por los Teoremas 4.1.4 y 3.2.5 que, si FE

[e.e]

es un espacio de Banach con base (e;)52; achicante y funciones biortogonales (€})32;, Pu(™E)

J/j=1

tiene base incondicional si y s6lo si los monomios (e/,) forman una sucesion basica incondicional
en P(ME). Adn no se conoce un espacio de Banach E de dimension infinita tal que Pw(™E)
tenga base incondicional para algiin m > 2. Encontrar un espacio con esta propiedad de seguro
es complicado y, tal vez, ni siquiera exista. Una meta menos ambiciosa es determinar cuando
los monomios (e,,) forman una sucesion bésica incondicional en P("™FE). El proximo teorema

relaciona el ser isomorfo a un Banach lattice con que los monomios (e,,) forman una sucesion

bésica incondicional en P(™E).

Teorema 4.5.1. Sea E un espacio de Banach con base incondicional (ej)?‘;l y funciones bior-

e}

togonales (e;)jzl. Para cada m las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Los monomios (el,) forman una sucesion bdsica incondicional en P(ME),
(b) P("E) es isomorfo a un Banach lattice,

(¢) P(ME) tiene l.u.st.,

(d) P(ME) tiene la propiedad de Gordon-Lewis.

Es importante remarcar que si E = #; cualquier de las afirmaciones anteriores es vélida para
P("™l1), ya que P(™¢) es isomorfo a o (ver [5]), por ende isomorfo a un Banach lattice. En
[10] se construye un espacio F' no isomorfo a ¢; tal que P("F) cumple con las equivalencias

anteriores.

Demostracion. (Del Teorema 4.5.1) Para simplificar la demostracion, supongamos de ahora en
méas que K = R. Probemos (a) = (b). Recordemos que Il : E — FE denota la proyeccion
canonica en Ej, = span{e; : j < k}. Es decir, IIy(z) = Z?Zl ej(z)e;. Luego, si P € P("E), se

tiene que PII, € Py(™E). Mas atn, existen tnicos escalares P(a) tal que
PII, = Z P(a)él,,
a<k

donde «a < k significa que a(j) = 0 para j > k. Sin perder generalidad podemos suponer que

(ej)52, es l-incondicional. Entonces,

1P|l = s%pHPHkH-

Supongamos ahora que P(a) son escalares tales que supy || > o<k P(a)él,|| < co. Afirmo que para

todo x tenemos que (Zagk ﬁ(a)e;(x))k converge. Para x fijo consideremos €, = sg(ﬁ(a)e;(x)).
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Como los monomios (e/,) forman una sucesion bésica incondicional tenemos

Y [Pla)ep(a)| = Y daP(a)ey ()

a<k a<k

<1 eaPla)e,|

a<k

)l Y Plajes|

a<k

SupHZP Jeall-

a<k

Luego, por las desigualdades anteriores, P(x) 1= imy—o0 4\« P(a)é,(z) es un polinomio bien
definido en P(™E). Por otro lado, PIly = >, P(a)é, (basta darse cuenta que si |o| = I con
kE < 1, resulta e (IIx) = 0). Veamos ahora que la asignacion P « (]3(04))|a‘:m da la estructura
de lattice para P(™E).

Definimos el orden parcial < en P(™E) dado por P < Q si P(a) < Q(a) para todo a
multi-indice con |a| = m. Claramente, las condiciones (1), (2), de 1.2.5 se verifican sin dificultad.

Veamos (3): para P y @ polinomios m-homogéneos llamemos R(a) = min{P(a), Q(a)}.
Observemos que supy, || >, < R(a)el,|| < oo ya que para todo k,

1>~ R@)enll < x((e))ll D Pla)el|

a<k a<k

Sup||ZP elll < oo.
a<k
Si R es el polinomio dado por R(z) := limy—cc )<y P(a)el () tenemos que R =P A Q.
Para ver (4’), notemos que |[P| = P V —P es igual a Zw:m\P(aNea. Consideremos
P,Q € P(™E) tal que |P| < |Q|. Entonces, |P(a)| < |Q(a)| para todo «. Luego, para todo k

1> Pla)elll < x((ea))ll D Qa)enll

a<k a<k

Si tomamos supremo sobre k tenemos que

1Pl = sup]] Y Pla)enll < x(( ))sup | Y Q@enll = x((eIel.

a<k a<k

Que es lo que queriamos probar. Luego, P("™E) tiene estructura de Banach lattice.

Notemos que (b) = (¢) y (¢) = (d) son consecuencia inmediata del Teorema 1.2.10 y del
Corolario 1.2.15.

Demostremos (d) = (a). Supongamos que P(™E) tiene la propiedad de Gordon-Lewis. Basta

ver que para todo k existe una constante L tal que x((€),)a<k) < L. Notemos que los espacios
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P("™Ey) son 1-complementados en P("™E). Por el Teorema 4.1.4 y la desigualdad (1.6.2),

x((€)a<k) < kmgl(P("EL)) < kmgl(P(ME)) = L.

Se desprende inmediatamente de los Teoremas 4.1.4, 3.2.5:

Corolario 4.5.2. Sea E un espacio de Banach con base incondicional (ej);’il achicante y fun-
ctones biortogonales (e})?‘;l. Para cada m las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Los monomios (€),) forman una sucesién bdsica incondicional en P(™E),

(b) P("™E) es isomorfo a un Banach lattice,

(¢c) P(™E) tiene l.u.st.,

(d) P(ME) tiene la propiedad de Gordon-Lewis,

(e) Los monomios (el) forman una base incondicional de P,(™E),

(f) Pw(™E) es isomorfo a un Banach lattice,

(9) Pw(ME) tiene l.u.st.,

(h) Pw(™E) tiene la propiedad de Gordon-Lewis.
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