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RESOLUCION EFICIENTE DE CIERTOS
SISTEMAS NO LINEALES
DERIVADOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

En este trabajo estudiamos las soluciones estacionarias positivas de una
discretizacion estandar, por medio de diferencias finitas, de la ecuacion del
calor semilineal con condiciones de borde no lineales de tipo Neumann. De-
mostramos que, si la difusién es suficientemente grande o suficientemente
chica, en comparacién con el flujo en los bordes, entonces existe una tnica
solucién de dicha discretizacién. Esta solucién aproxima la tinica solucién
estacionaria positiva de la ecuacion “continua”’. Ademas, exhibimos un algo-
ritmo que calcula una e-aproximacién de dicha solucién mediante métodos
de continuacion. El costo de nuestro algoritmo es lineal en el nimero de no-
dos involucrados en la discretizacion y el logaritmo del niimero de digitos de
aproximacion requeridos. En los casos restantes probamos que existen solu-
ciones espurias. Estos resultados nos permiten obtener el panorama global
de la comparacién entre las soluciones estacionarias del problema diferencial
en consideracion y su discretizacion.

Palabras clave: Problemas de frontera, diferencias finitas, condicién de
borde de tipo Neumann, soluciones estacionarias, continuacién homotdpi-
ca, resolucién de sistemas no lineales, nimero de condicién, complejidad
algoritmica.
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EFFICIENT SOLUTION OF CERTAIN
NONLINEAR SYSTEMS
DERIVED FROM DIFFERENTIAL EQUATIONS

We study the positive stationary solutions of a standard finite-difference
discretization of the semilinear heat equation with nonlinear Neumann bound-
ary conditions. We prove that, if the diffusion is large enough or small
enough, compared with the flux in the boundary, there exists a unique
solution of such a discretization, which approximates the unique positive
stationary solution of the “continuous” equation. Furthermore, we exhibit
an algorithm computing an e-approximation of such a solution by means
of a homotopy continuation method. The cost of our algorithm is linear in
the number of nodes involved in the discretization and the logarithm of the
number of digits of approximation required. In the remaining cases we prove
that there exist spurious solutions. From these results we obtain a complete
outlook of the comparison between the stationary solutions of the differential
problem under consideration and its discretization.

Keywords: T'wo-point boundary-value problem, finite differences, Neumann
boundary condition, stationary solution, homotopy continuation, nonlinear
system solving, condition number, complexity.
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Capitulo 1

Introduccion

Numerosos problemas cientificos y técnicos requieren la solucién de sis-
temas de ecuaciones no lineales (ver [OR70] o [Mor90]). A fin de resolver
estos problemas, usualmente se consideran las siguientes preguntas:

(i) (Existen soluciones en un subconjunto especifico de R™?
(17) {Cudntas soluciones hay en dicho conjunto?

(747) {Cuénto valen aproximadamente?

En este trabajo estudiamos sistemas de ecuaciones no lineales que pro-
vienen de una discretizacién de ciertas ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales con términos no lineales de difusién y reaccién (ver [Rhe98]). La
solucién de una ecuacién diferencial de este tipo generalmente requiere la
construccion de aproximaciones de dimension finita. Es razonable esperar
que estas discretizaciones hereden la no linealidad existente en la ecuacién
diferencial original. Asi, las soluciones del problema discreto se representan
por medio de un sistema de ecuaciones no lineales.

Mas precisamente, estudiamos la ecuacion del calor semilineal con condi-
ciones de borde tipo Neumann, es decir, dadas funciones g1 y go de clase
C3 en R y analiticas en z = 0, consideramos el siguiente problema en
[0,1] x [0,T) C R2:

( u; = Uy (—(gl(t)cg en EO, 1)) x [0,T),

ug(1,t) = ago(u(l,t en 0,7,

ug(0,t) = 0 : en [0,7), (1.1)
u(z,0) = wp(x)>0 en [0, 1],

con « > 0. Este tipo de ecuaciones modelan muchos fenémenos de la fisica,
biologia e ingenieria, como la conduccién del calor (ver, por ejemplo, [Can84,
§20.3], [Pa092, §1.1]), reacciones quimicas y combustién (ver, por ejemplo,
[BE&9, §5.5], [Gri96, §1.7]), crecimiento y migracién de poblaciones (ver, por



ejemplo, [Mur02, Chapter 13], [Pao92, §1.1]), etc. En particular, la siguiente
ecuacion

Up = Ugy — UuP en (0,1) x [0,7),
ug(1,t) = oau(l,t)? en [0,7),
wp(0,8) = 0 en [0,7), (1.2)
u(z,0) = wo(x) >0 en [0, 1],

donde p, ¢ > 2 son niimeros naturales, constituye un prototipo de nolineali-
dades polinomiales sin singularidades (ver, por ejemplo, [BE89, §5.5], [GK04,
Chapter 7], [Lev90], [SGKM95], [Pao92, §1.1]). Usaremos estas ecuaciones
para ejemplificar nuestros resultados, por lo que haremos referencia a ellas
reiteradamente a lo largo del trabajo.

Existen numerosos trabajos donde se estudia el comportamiento a lo
largo del tiempo de las soluciones de (1.1) (ver, por ejemplo, [CFQ9I1],
[GMW93], [Qui93], [Ros98], [BRO1], [RT01], [AMTRO02], [CQO04]). Con el
objetivo de describir el comportamiento dindmico de las soluciones de (1.1)
usualmente se estudia el comportamiento de las soluciones estacionarias co-
rrespondientes (ver, por ejemplo, [BRO1], [CFQI1]), es decir, las soluciones
positivas del siguiente problema de frontera:

Ugy = ¢g1(u) en (0,1),
ug(1) = age(u(l)), (1.3)
uz(0) = 0.

En el caso particular de la ecuacién (1.2), las soluciones estacionarias son
las soluciones positivas de

Uy = uP €n (07 1)7
ug(1) = awi(l), (1.4)
u,(0) = 0.

En [CFQ91] se realiza un estudio completo del nimero de soluciones de (1.4)
en funcién de p y ¢. En dicho trabajo los autores demuestran que

» para p > 2q — 1 existe una solucién de (1.4),
» para ¢ < p < 2g — 1 pueden existir cero, una o dos soluciones de (1.4),
» para p < ¢ existe una solucién de (1.4).

El método usualmente utilizado para aproximar numéricamente las solu-
ciones de (1.1) y (1.3) consiste en considerar una discretizacién por medio
de diferencias finitas de segundo orden en la variable x, utilizando una malla
uniforme (ver, por ejemplo, [BB98]). A partir de esta semi-discretizacién en



espacio obtenemos el siguiente problema de valores iniciales:

up = (w2 —ur) = gi(u),
up = gr(upi —2up +up1) —gi(ug), (2<k<n-—1) (15)
U, = %(un—l —up) — g1(un) + 2#92<un)7 .
uk(O) = uo(a;k), (1 < k < n)
donde h :=1/(n—1)y 1, ..., x, definen una particién uniforme del intervalo

[0, 1]. En el andlisis del comportamiento dindmico de las soluciones positivas
de (1.5) nuevamente es necesario considerar las soluciones estacionarias de

(1.5), es decir, las n-uplas (u1, ..., u,) € (Rso)™ que satisfacen las siguientes
relaciones:
0 = #(UZ —u1) — g1(u1),
0 = gpluer —2up +wer) —gi(w), 2<k<n-—1)
0 = #(“nfl — Up) — g1(un) + 2#gg(un).
(1.6)

Se conoce muy poco sobre la comparacién entre las soluciones estaciona-
rias de (1.3) y (1.6). En el trabajo [BRO1] se demuestra que existen soluciones
espurias del sistema de ecuaciones

0 = %(UQ—UD —uf,
0 = Hluksr —2up+up—r) —uf, (2<k<n-—1) (L.7)
0 = Z(un—1—up) —uh + 22uf,

para ¢ < p < 2q — 1, esto es, soluciones positivas de (1.7) que no convergen
a ninguna solucién de (1.4) cuando el tamano de la malla h tiende a cero.

En [DM09] y [Dral0] se presenta un estudio completo de (1.7), para
p > 29 — 1y p < q respectivamente. En estos articulos se muestra que
en esos casos existe exactamente una solucién real positiva, y se proponen
algoritmos numéricos que resuelven una instancia dada del problema que
consideramos con n®() operaciones. En particular, el algoritmo de [Dral0]
tiene costo lineal en n, es decir, se aproxima numéricamente la solucién
deseada con O(n) operaciones.

Observamos que la subfamilia de sistemas (1.7) tiene tipicamente una
cantidad exponencial O(p™) de soluciones complejas ([DDMO05]), y en con-
secuencia estd mal condicionada desde el punto de vista de su resolucién
por los llamados algoritmos universales robustos (ver [Par00], [CGH"03],
[DMWO09]). Por ejemplo, se obtienen algoritmos de este tipo al utilizar méto-
dos de continuacién generales (ver, por ejemplo, [AG90]). Esto muestra la
necesidad de disenar algoritmos especificos para calcular las soluciones po-
sitivas de sistemas “estructurados” como (1.6).

Existen numerosos trabajos donde se utilizan métodos de continuacion
para la aproximacién de soluciones reales de sistemas no lineales derivados



de la discretizacion de ecuaciones diferenciales de segundo orden asociadas a
problemas de frontera (ver, por ejemplo, [ABSWO06], [Duv90], [Wat80]). Es-
tos articulos usualmente se concentran en problemas con condiciones de fron-
tera tipo Dirichlet que involucran ecuaciones de la forma ug, = f(z,u, us)
para los que la existencia y unicidad de las soluciones es conocida. General-
mente, en dichos trabajos se demuestra la existencia de una curva homotépi-
ca sin tener en cuenta el costo del algoritmo de continuacion subyacente, por
lo que no resultan adecuados para abordar la resolucién del sistema (1.6).
Por otro lado, vale la pena mencionar el anélisis de [Kac02] de la complejidad
de los métodos de disparo (“shooting”) para problemas de frontera.

En este trabajo de tesis, utilizando las ideas de los trabajos [BRO1],
[DM09], [DMWO09] y [Dral0], estudiamos la existencia y unicidad de las
soluciones positivas del sistema (1.6), y las aproximamos utilizando algorit-
mos basados en métodos de homotopia. Pedimos que g1 y go sean funciones
analiticas en x = 0 tales que ¢;(0) = 0, gi(z) > 0, g/'(x) > 0y g/ (x) > 0
para todo x > 0 con ¢ = 1,2, condiciones que se desprenden naturalmente de
la generalizacién de las funciones monomiales presentes en el sistema (1.7).
Asimismo, la generalizacién de los casos presentes en dichos articulos se tra-
duce en condiciones de monotonfa de las funciones g := g1/g2 y G := G1/93,
donde G es la primitiva de g; que cumple G1(0) = 0.

En la primera parte del trabajo, Capitulos 2-4, mostramos la importan-
cia de las soluciones estacionarias de (1.5) en el estudio del comportamiento
asint6tico de las soluciones de (1.1), estudiamos la existencia y unicidad de
las soluciones positivas de (1.6), y estimamos dichas soluciones en los casos
que sea posible. Mas precisamente, en el Capitulo 2 demostramos que las
soluciones del sistema discreto (1.5) convergen a las soluciones del problema
de frontera (1.1) en cualquier intervalo donde éstas estén definidas. Asimis-
mo, demostramos que toda solucién discreta globalmente acotada converge
a una solucién estacionaria. En el Capitulo 3 encontramos cotas para las
soluciones positivas de (1.6) que serdn de gran utilidad en los capitulos
siguientes, en especial en el desarrollo del algoritmo que aproxima las solu-
ciones correspondientes. En este capitulo consideramos el correlato discreto
de ciertas identidades que cumplen las soluciones de la ecuacién (1.3). Con-
cluyendo esta parte del trabajo, en el Capitulo 4 demostramos la existencia
y unicidad de soluciones positivas de (1.6) en los siguientes casos

= g es una funcién constante en R.g,
= ¢ es una funcién estrictamente decreciente en R.,
= (G es una funcion estrictamente creciente en Ry .

Vemos que, en el sistema (1.7), estas condiciones son equivalentes a p = ¢,
p < qyp > 2q—1 respectivamente. Por lo tanto, tenemos una generalizacién
de los resultados de existencia y unicidad de [DM09] y [Dral0]. Finalizando el



Capitulo 4 demostramos la existencia de soluciones espurias para el sistema
(1.6) cuando g es una funcién estrictamente creciente y G es una funcién
estrictamente decreciente, generalizando los resultados de [BRO1] para el
caso ¢ < p < 2q — 1 en el contexto del sistema (1.7).

En la segunda parte del trabajo, Capitulos 5-7, estudiamos el condi-
cionamiento simbdlico y numeérico del calculo de las soluciones positivas de
(1.6) y presentamos un algoritmo numérico para aproximarlas. En el Capitu-
lo 5 suponemos que las funciones g; y g2 son polinomios, es decir, trabajamos
con una subfamilia de sistemas polinomiales de (1.6). En estas condiciones,
siguiendo [DMWO09], demostramos que un algoritmo universal robusto que
calcula polinomios minimales de proyecciones lineales genéricas de dichos
sistemas tiene complejidad de orden D) donde D es el nimero de Bézout
del sistema de entrada. Este resultado es independiente de la representacién
de la salida en consideracion, aunque el tamano de la constante subyacente
a la notacién ) depende de la representacién. En particular, si se usa la ha-
bitual representacién densa o rala de polinomios multivariados, entonces la
complejidad del correspondiente algoritmo es de orden (D), en tanto que
si la representacién es por medio de cédlculos de evaluacién (straight-line
programs), la cota inferior es de orden Q(D'/?). Por lo tanto, demostramos
que los sistemas que estamos estudiando estdn mal condicionados desde el
punto de vista simbélico. En contraposicion, en el Capitulo 6 consideramos
una curva homotoépica determinada por la homotopia que obtenemos al con-
siderar (1.6) como una familia de sistemas parametrizada por « para la
aproximacién numeérica de las soluciones reales positivas de (1.6) y obtene-
mos estimaciones sobre su nimero de condicién. Dichas estimaciones son del
orden O(1), de lo que deducimos que la familia de sistemas que queremos
resolver estd bien condicionada desde el punto de vista numérico. A partir
de este resultado de buen condicionamiento numérico, en el Capitulo 7 obte-
nemos un algoritmo que calcula una e-aproximacién de la solucién positiva
de (1.6) en el caso en el que g es una funcién estrictamente decreciente y en
el caso en que G es una funcién estrictamente creciente. Este algoritmo es
un método de continuacion que recorre la curva real positiva, con un costo
de O(nlogloge) operaciones aritméticas.






Capitulo 2

Discretizaciéon y convergencia

Sea « una constante positiva. Tal como se planted en la introduccién,
vamos a considerar el siguiente problema:

( u; = Uy (—)g(l(ug en EO, 1)) x [0,T),

ug(1,t) = aga(u)(l,t en |0,7),

uzy(0,t) = Og2 en [0,7), (2.1)
u(z,0) = wup(r) >0 en [0, 1],

donde g y g2 son funciones de clase C? en R y analiticas en z = 0 tales que
gi(0) =0, gi(xz) > 0, g/'(x) >0y g/(x) > 0 para todo > 0 con i = 1,2.
Ademads, ug verifica la siguiente “condicién de compatibilidad”:

up(1) = aga(uo)(1), ug(0) = 0.

Mas precisamente, vamos a considerar el comportamiento de las soluciones
positivas de una (semi)discretizacién en espacio de la ecuacién (2.1). Para
esto, fijamos una malla uniforme z; := 0,z2,...,2, = 1 en [0,1]. Sea
ug(t) == u(wy,t) paratodot € [0,T) y k=1,...,n, ysea h := (n —1)~L.
En tal caso, siguiendo un esquema de diferencias finitas de segundo orden,
tenemos las siguientes estimaciones:

ui (t)=7% (u2(t) — w1 (t)) — g1 (u1)(t) + O(h?),
up () =77 (ur1 (8) — 2uk(t) +ur—1(t)) — g1 (we)(t) + O(h?), (2<k <n—1),
U ()= (Un—1(t) — un(t)) + Fagz(un) () — g1(ua)(t) + O(h?),

(2.2)
donde la constante implicada en la notacién “O”no depende de h (ver por
ejemplo [SF73]).

Consideramos entonces la siguiente versién (semi)discreta de la ecuacién

(2.1):



ui(t) = gz (u2(t) —wa(t)) = g1 (w)(®),

w(t) = e (ursr () = 2up(t) +up—1(t)) — g1 (ug)(t), (2<k<n-1),
up () = 7 (un-1(t) — un(t)) + Faga(un)(t) — g1(un)(t),

up(0) = wo(zy) (1<k<n)

En las siguientes secciones demostramos que las soluciones del sistema
(2.3) convergen a las soluciones de (2.1), y vamos a discutir el papel de
las soluciones estacionarias de (2.3) en la descripcién del comportamiento
asintético de las soluciones del sistema (2.3).

2.1. Convergencia de las soluciones discretas

Comenzamos demostrando la convergencia de las soluciones de la ecua-
cion (2.3) a las de la ecuacién (2.1).

Sea F := (f1,..., fn) : (R>p)” —R" la funcién definida usando el lado
derecho de las primeras n ecuaciones de (2.3). Sea U := (uy,...,up) un
vector de funciones en C1([0,7T]). Entonces el problema de valores iniciales
(2.3) puede expresarse abreviadamente como U’ = F(U), U(0) := Up, con
Up := (up(x1), ..., up(zy)).

Siguiendo, por ejemplo, [Smi95] or [Wal98], observamos que la funcién
F es cuasimondtona creciente o de tipo K, es decir, f; es creciente en la
variable u; para i # j.

Un problema de valores iniciales definido por una funcién cuasimonétona
satisface un Principio de Comparaciéon que se expresa usando super y sub-
soluciones. Recordamos que una supersolucion de (2.3) es una solucién U :=
(W1, ..., Uy,) con coordenadas en C([0,T7]) del siguiente sistema de inecua-
ciones:

U > F(U), U(0) = o,

donde el signo “>” se aplica coordenada a coordenada. Equivalentemente,
una subsolucion U de (2.3) es una solucién del sistema de inecuaciones

U' < F(U), U(0) < Uy.

En estas condiciones, tenemos el siguiente Principio de comparacién (ver,

por ejemplo, [Wal98, Chapter III, §10]).

Lema 2.1 (Principio de Comparacién) Sea U, U y U supersoluciones,
soluciones y subsoluciones positivas de (2.3) respectivamente. Entonces

U(t) = U(t) =2 U(t).



para todo t € [0,T].

Adaptando los métodos de [Wal70, §IV.35] (ver también [FGR02, Theo-
rem 2.1] en un contexto similar al nuestro), obtenemos el siguiente resultado
de convergencia.

Teorema 2.2 Sean u(z,t) € C*([0,1] x [0,7]) una solucién positiva de
(2.1) con T < T y U(t) = (w(t),...,un(t)) una solucion de (2.3) con
ur(0) = u(zg,0) para 1 < k < n. Entonces existe una constante ¢ > 0, que
solo depende de la norma infinito de u en C*1([0,1] x [0, 7]), tal que

/ ’ t) — < h2
S8 (B, w1 — B < B

para h > 0 suficientemente chico.

Demostracion: Sea vy (t) := u(x,t) para k =1,...,n. De (2.2) se deduce
que existe una constante c; > 0, independiente de k y h, tal que

|ugs (Tk, t) — 520k(t)| < e1h?,

donde 6%vy(t) es la aproximacién por diferencias finitas de g, (g, t) utiliza-
da en (2.3) para k = 1,...,n, es decir,

S2vi(t) = %(’Uz(t) — 1 (t)),
SPup(t) = %(Uk_l’_l(t) = 2u(t) +vp—1(t)), <k <n—1),
52vn(t) = %(vn,l(t) — vn(t)) + %agg(vn)(t).

Definimos ¢z := max{agh(3co/2),3/2}, c3 := 2c2 y a 1= 2c3e, donde ¢y es
la norma infinito de u en C([0, 1] x [0, 7]). Con el objetivo de demostrar el
teorema, vamos a buscar cotas superiores e inferiores para U en funcién de
V(t) := (vi(t),...,vp(t)). Consideremos la supersolucién U := (i, ..., Un)
de (2.3) definida como

uy(t) == vi(t) + ok(t),
donde gk (t) := @(t) (™ — c3zk) v ¢ es la solucién del problema de valores
iniciales
(1) = ap(t) +ah?,  »0) =0,

es decir, ¢(t) := h%(ci/a) (e —1).

Sea f(x) := e — c3z. Afirmamos que U es una supersolucién de (2.3).
En efecto, la funcién f cumple que 1 < f(z;) < --- < f(zy). Entonces

up(t) = v () + &' () f ()
= Uga(Tp,t) — 91(ve) (t) + a(t) f (w1) + cxh® f ()

Uy (T, t) + c1h® — g1 (vp) (1) + ap(t) f ()
vk (t) — g1(vk)(t) + ap(t) f (zx),

(AVARRLY,
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para 1 < k < n. Dado que —gi1(vg)(t) > —g1(ug)(t) para 1 < k < n,
concluimos que la afirmacion es verdadera si se cumplen las siguientes de-
sigualdades:

p(t)(af (1) = 35 (f(z2) = f(21))) 20,
p(t)(af (@r) = 7z (f(@r41) — 2f(21) + f(2r-1))) 20, (2<k<n)
p(t)(af (@n) + 72 (f(2n) = fzn-1))) = Falg2(@n)(t) = g2(va)(t)) > 0

Fijemos 2 < k < n — 1. Del polinomio de Taylor de grado dos de f en un
entorno de xy, y de la definicién de a, inferimos que existe &1 € (zx—1, Tk+1)
tal que

F@rgn) = 2f () + flan—1) = 2 f"(&1) < hPc3e® < af(zp)h?

Para k = 1, usando el Teorema del valor medio,

h2

f(@a) = f(21) = hf'(&2) = heg(e™ —1) < h'c3e™ < af (),

con & € (x1,x2). Finalmente, como @, (t) < 3¢y/2 para h suficientemente
chico, observamos que existe {3(t) € (v, (t),un(t)) tal que

92(Tn) (t) = g2(va)(t) = g5(&s)(t)on(t) < caon(t)/e

para h suficientemente chico. Teniendo en cuenta que af(x,) > 0, deducimos
la desigualdad

(1) (0 () + 5 () = Fn 1)) ~ 2{ga(@)(0) ~ 92(0a)(1) >

> ()2 (1(E) — eaf (an)

con & € (xp—1,2,). Dado que e~csh > % para h suficientemente chico,
concluimos que

F(&a)—caf(xn) > fl(xn-1) —caf (2n) = 2c2 (e (e 3" —1/2) + (c2— 1)) > 0.

Con esta tltima desigualdad queda demostrada la afirmacién.
El hecho de que

U(t) = (wi(t), - s, (1) = (01(t) = e1(t), -+ s on(t) = 0n(t))

es una subsolucién de (2.3) para h > 0 suficientemente chico se demuestra
de forma similar. Usando la comparacién del Lema 2.1 deducimos que

lu(zg, t) — uk(t)| < o(xg, t) < ch?

se cumple para todo ¢t € [0,7] y 1 < k < n. Esto finaliza la demostracién del
teorema. [ |
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2.2. Comportamiento asintéotico de las soluciones
discretas

En la secciéon anterior demostramos la convergencia de las soluciones po-
sitivas de (2.3) a las soluciones de (2.1). En esta seccién vamos a discutir el
comportamiento asintético de las soluciones de (2.3) en términos de las solu-
ciones estacionarias de (2.3), es decir, las soluciones positivas del siguiente
sistema:

0 = 7 (u2(t) —ui(t)) — ga(wa)(t),
0 = 2 (urg1(t) = 2up(t) + up—1(t)) — g1 (up)(t), 2<k<n-1),
0 = Z(un—1(t) —un(t)) + Fagz(un)(t) — g1 (un)(t).

(2.4)

Con el fin de analizar el comportamiento asintético de las soluciones de
(2.3), observamos que el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales

U =FU) (2.5)

determina un sistema dindmico cuasimondtono tridiagonal sobre (R>g)", es
decir, si F := (f1,..., fn), entonces 0f;/0u; = 0 si |i —j| > 2. Para este tipo
de sistemas dindmicos, tenemos el siguiente resultado ([Smi84J; ver también

[FG99)).

Teorema 2.3 Sea U' = F(U) un sistema dindmico cuasimondtono tridia-
gonal. Entonces cada trayectoria converge a un estado de equilibrio.

En particular, en el caso del sistema dindmico U’ = F(U) de (2.5), cuyos
puntos de equilibrio son precisamente las soluciones positivas de (2.4), tene-
mos el siguiente corolario:

Corolario 2.4 Sea U : R>g—=(R>0)" una solucion positiva de (2.5) global-
mente acotada. Entonces U(t) converge a una solucién estacionaria de (2.5)
cuando t tiende a infinito.
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Capitulo 3

Soluciones estacionarias
discretas: identidades y
estimaciones

Sean A,Uy,...,U, indeterminadas sobre R. Sean ¢; y go funciones de
clase C3 en R y analfticas en z = 0 tales que ¢;(0) = 0, gi(x) > 0, ¢/(z) > 0
y g/'(z) > 0 para todo > 0 con ¢ = 1,2. Como anunciamos en la introduc-
cion, en este capitulo buscamos estimaciones para las soluciones positivas de

(1.6), esto es, para las soluciones positivas del sistema de ecuaciones

0 = (U—-Uh) - %291(U1)7
0 = (Uk+1 —2U, + Uk—l) — hggl(Uk), 2<k<n-1), (3.1)
0 = (Un-1—Uyn) +hAga(U,) — X g1 (Uy),

para A = « con « > 0 dado, donde h := 1/(n — 1). Recordemos que, para

cada valor @ > 0 de A, el sistema (3.1) corresponde a la discretizacién por
diferencias finitas de segundo orden del siguiente problema

Upe = g1(u) en (0,1),
ug (1) = age(u(l)), (3.2)
ugy(0) = 0.

Claramente el sistema (3.1) es una generalizacién del sistema

0 = —(Ua—Uy)+2UP,
0 = —(Ugy1 —2Ui+Up—1) + 2200, (2<k<n-1) (3.3)
0 = —(Unp1—Uy)+2UE— ARUY,
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que utilizaremos a modo de ejemplo a lo largo del presente trabajo. Es mas,
de la misma forma que en (3.1), para cada valor & > 0 de A el sistema (3.3)
corresponde a la discretizacion por diferencias finitas del siguiente problema

Uy = uP €n (07 1)7
ug(1) = aui(l), (3.4)
uz(0) = 0.

Para simplificar los enunciados en las siguientes secciones, vamos a definir
algunas funciones auxiliares.

Definicién 3.1 » Llamamos g : Rog — Rog a la funcion g(x) =

= Llamamos G1 : R — R a la funcién primitiva de g1 que cumple
G1(0) = 0.

» Llamamos G : R.g — Rug a la funcion G(z) = G1(x)/g3(x).

Notemos que, para el sistema (3.3), las funciones g, G1 y G son las
funciones polinomiales g(z) := 2?79, Gi(z) = 2P™/(p + 1) y G(z) =
P+1-2q

3.1. Primeras identidades e inecuaciones

Sean A, Uq,...,U, indeterminadas en R. Definimos U := (Uy,...,U,)
y notamos por F : R"*! —~R" a la funcién definida por el lado derecho
de (3.1). De las ecuaciones de (3.1) vemos que, para un valor U; = u; po-
sitivo dado, los valores de Us,...,U,, A estan univocamente determinados
y son positivos. Por lo tanto, dejando variar a Uj, podemos considerar a
Us,...,U,, A como funciones de U;. En efecto, podemos definirlas recursi-
vamente de la siguiente forma:

Ux
Us

ur) = ui,
= ur+ %291(u1),
= 2Uk(u1) — kal(ul) + h291(Uk(u1)), (2 <k<n- 1),

= (HO0 ~ V) (wn) + b (Un(un) ) foa(Un(ur)):

Uy
Ug41(uq

(
(
(
A(

)
)
)
uy)

(3.5)
En tal sentido, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.2 Sea uy > 0. Entonces, para 2 < k < n, valen las siguientes
afirmaciones:

1 (U = Ur-a) ) = 2 (ga(un) + X523 01 (Us () ) >0,
2. Up(ur) = wn + W2 (E5L g () + A3 (k = j)on (U3 (wn) ) > 0,
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5. (U= Uiy () = 12 (3h (wn) + X523 91 (U () Uj () ) > 0,
4. Uplun) = 14+ 02 (5524 (un) + 523 (k= )t (U () Upun) ) > 1.

Demostracion: Sea k = 2. Entonces, de (3.5), tenemos
Uz(ur) = uy + kg1 (u1)/2,

Up(ur) = 1+ h?g (u1)/2,

de donde deducimos inmediatamente las afirmaciones del enunciado para
k = 2. Ahora, suponemos nuestro enunciado verdadero para k > 2 y argu-
mentamos inductivamente. De (3.5) tenemos

(Uks1 — Up)(w1) = (U — Up—1)(u1) + h*g1 (Ug(u1)),
(Upy1 — Up)(w1) = (Uy — Uy 1) (u1) + h* g5 (Uk(u))Uj, ().

Combinando estas identidades con la hipotesis inductiva, deducimos que

k
(Ugs+1 — Ug)(u1) = h? (91(U1)/2 + Zgl (Uj(ul))) >0,

Jj=2

k
(Uksr = U (ur) = 12 (g (1) /2 4+ D 64 (U3 (wn)) U (1) ) > 0.
j=2

A partir de estas identidades, usando la hipétesis inductiva para las afirma-
ciones 2 y 4, concluimos que

k
Uk+1(U1)=U1+h( g1 (w1 +Z k41— 7)g1(Uj(u ))>>07
7j=2

NE

Ufam) = 14 12 ( Bgh ) + SO0k 41— 6] (Us))Uf(un)) > 1.

[|
v

J

Asi quedan demostradas las afirmaciones del enunciado para k + 1. [

Ahora demostramos un resultado técnico que utilizamos en el proximo
lema.

Observacién 3.3 Sean f1, f2, f3 € C2(Rsq) funciones positivas tales que
» fl(x) >0 para todo x>0 y1<i<3,

» f'(x) > 0 para todo = > 0,
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v fo(x) > f3(x) para todo x > 0.

Sea F': Rog — R la funcion definida como

_ N (fax)) = f1(f3())
fo(z) — fa(z)

Entonces F'(x) > 0 para todo x > 0.

F(x):

Demostracion: Derivando F' obtenemos

F'(@)(fala) = fo(@) = (£ (£(0) B@) = A () ()
—F(2)(f3(x) = f3(2)).

Por el Teorema del valor medio, existe & € (f3(z), f2(z)) tal que F(z) =
f1(¢). Combinando esta afirmacién con la identidad anterior, deducimos que

F'(@)(fo(2) - f3() = (1 (f22) = 1)) fa@) + (S~ f1 (fs(2)) ) fo().

Como f{ es estrictamente creciente, tenemos que fi(f2(z)) — f1(£) > 0

y f1(§) — f1 (fg(x)) > 0. Ademds, por hipétesis, f5(z) > 0, f3(z) > 0y
fo(z) = f3(z) > 0 para x > 0. Por lo tanto, F’'(x) > 0 para todo z > 0. =

Ahora estamos en condiciones de demostrar el siguiente lema que uti-
lizamos en las demostraciones de existencia y unicidad de las soluciones de
(3.1).

Lema 3.4 Sea u; > 0. Entonces, para 2 < k < n, se satisfacen las siguien-
tes afirmaciones:

Up—Up—1)’
1. (%) ) <o,

U=\’
2. (gf(Uki) (u1) < 0,

Up—Us—1\'
3 () w20,
2 (U))’
/. (ij)) (u1) > 0.
Demostracion: Notamos por L;;(uq) a la siguiente expresion:

_ 91(Uj) — 1 (Ui)

L‘i .
ji(u1) U, — U;

(ul)v

16



donde 1 <i,j <mei#j. Porla Observacién 3.3 y el Lema 3.2, deducimos
que

n1(U;) — 1 (Ui) \/
i (ur) = ( ( éj - Ui( >> (u1) > 0. (3.6)
De las relaciones (3.5) obtenemos
U, — Uy 2 -1
- (241
71(0s) (u1) <h2 + 2,1(u1)) )
91(U2) h?
= 14+—L .
gl(Ul)(U1) + 5 L2a(w)

Combinando estas identidades con (3.6) deducimos las afirmaciones del
enunciado para k = 2. Ahora, supongamos que las afirmaciones son cier-
tas para k > 2. De las relaciones (3.5) obtenemos

(G = (1+ =) )

- (- (52 ) e

Aplicando la hipétesis inductiva queda demostrada la afirmacién 3 para k+1.
Por otro lado, del Lema 3.2 y de (3.5) obtenemos

-1

Gee =0t ) = (20 1) ()

91(Uk+1) Uky1—Uy

= (s 1) ) o

(S ) ) o
DO 1) = (Lasra B ) 41

- hz(LkHJ(k ; L, jz;(k _j)ziggi;)) (u1) + 1.

Combinando la hipdtesis inductiva con 3.6 y la afirmacion 3, para k + 1,
concluimos que las afirmaciones 1, 2 y 4 se cumplen para k + 1. |

Finalmente, enunciamos el siguiente resultado de monotonia de las fun-
ciones de la Definicion 3.1.
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Lema 3.5 Sean g, G y G1 las funciones de la Definicion 3.1. Si x > 0,
entonces:

/
1. (37) (z) > 0.
2. 8i G'(x) > 0, entonces ¢'(x) > 0.
3. Siexisted € [0, 1) tal que (ln(Gil(x)/g%(x)))/ > 0, entonces G'(x) > 0.

Demostracion: Como g es una funcién positiva y estrictamente convexa
en R.g y ¢1(0) = 0, tenemos que

2 T T x
12— [ awdd<g@ [ a0 -goee. 60

Multiplicando ambos lados por gi(z) y despejando obtenemos
o) _ 20:(2)g}(2)
Gi(x) g ()

de donde se deduce la afirmacion 1.
Ahora supongamos que G'(z) > 0, entonces

292(2)g5(2) _ g1(x)
g3 () Gi(z)
Combinando esta tltima desigualdad con la desigualdad (3.7) obtenemos

A 2@ A@ )
0@ " 2G1(@)el@) 1 (@)~ 91(@)’

o equivalentemente, ¢’(x) > 0, lo que demuestra la afirmacién 2.
Finalmente, suponiendo que se satisface la hipdtesis de la afirmacién 3
deducimos que

0< (I(G(x)/g5(x)))" = d(In(G1()))" - (In(g3(x)))

= (n(Gi())(d - ((112((52 )))

H

Como (ln(Gl(x))), = g1(x)/G1(z) > 0, tenemos que

(In(g3(2)))’ <
(In(Gi(x)))" ~

De la desigualdad anterior, obtenemos que

d<1

295(x)g2(x) 20 Y 1 q(z)

—==—= = (In(g5(z))) < (In(Gi(x))) = , 3.8
que es equivalente a la condiciéon G'(z) > 0. De esta forma queda demostrada
la afirmacién 3. ]
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3.1.1. Analogias entre las soluciones discretas y continuas

Sea uy := Ug(uy) para 2 < k < n. El primer paso en el andlisis de las
soluciones positivas de (3.1) es la estimacién de la versién discreta de la
derivada de la solucién u de (3.2). Multiplicando la identidad u” = g1 (u)
por «’ e integrando en el intervalo [0, z] se deduce que

x X
SR = [ W@ ds = [ wom(uls)ds = Gi(u(e) - Galulo)
0 0
(3.9)
vale para todo x € (0,1), donde G es la funcién de la Definicién 3.1. El si-
guiente resultado muestra que %( %)2, el andlogo discreto de %u’ (z)?,
se puede expresar como la regla de los trapecios aplicada a la integral

fo g1 (u '(s)ds més cierto término de error.

Lema 3.6 Para todo uy >0 y 2 < m < n, tenemos:

1w — Um—1\2 _ < g1 (uk+1) + g1 (ug)
2 = }; g (e ) (3.10)
_91(4U1) (3 — wy) — 91(;m) (g — 1 _1).

Demostracion: Fijemosu; > 0y 2 < m < n. Param = 2 el enunciado vale
por la definicién de Uz (u1) en (3.5). Si m > 2, entonces, de (3.5), deducimos
las siguientes ecuaciones

2(ug —u
( 2h2 ) _ g91(u1),
Ugpa1 — 2UL + Ug_1

Multiplicando la primera ecuacién por (ug — ui)/4h y la k-ésima ecuacién
por (ug+1 — ug—1)/2h, obtenemos

() = o

L((mtmiy? o)y L s ity

para 2 < k < m — 1. Notemos que (ugi1 — ux—1)/2h es la aproximacién
centrada de v/ ((k—1)h) para 2 < k < m— 1. Multiplicando estas ecuaciones
por h y sumandolas, tenemos

1(“’"_7“’”_1)2:91@ (ug —u1) g1 (Upog1 —up, + g, — Ug—1)
5 W 1 k1 — Uk + Uk — Ug—1
m—1
g1 (uy,) +g1 Uk+1)(uk+1_uk) B gl(fl)(w—m)
k=1
91(um)
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De esta forma queda demostrado el lema. |

Sustituyendo x por 1 en (3.9) obtenemos la siguiente identidad (ver
[CFQI1, §3)):

%QQQS(U(D) = Gi(u(1)) = G1(w(0)). (3.11)

A partir de esta identidad se puede expresar a u(1) en funcién de vy := u(0).
En ciertos casos u(1) queda univocamente determinado; por ejemplo, en el
contexto del sistema (3.4), la identidad (3.11) es la siguiente:

1 p+1 pt+1
—o?u?(1) = Y -4
2 p+1 p+1

(0). (3.12)

Aplicando de la regla de los signos de Descartes a (3.12) deducimos que
existe un nico valor positivo para u(1) para cada valor fijo de u(0) cuando
p+1> 2.

La identidad (3.11) permite reescribir (3.2) como el siguiente problema
de valores iniciales:

Uge = g1(v) in (0,1),
u(0) = wp,
ug(0) = 0,

donde vy > 0 es una solucién de la ecuacién uz(1) = aga(f(vp)). Nuestra
intencién es obtener un andlogo discreto de esta identidad, que serd im-
portante para determinar cotas de los valores de la coordenada u; de las
soluciones positivas de (3.1).

Sea (a,u) := (a,u1,...,up) € (Rsg)™™! una solucién de (3.1). De la
ultima ecuacién de (3.1) obtenemos

1 (%) ? _ ! (agg(un) — ﬁ91 (Un)) i

2 2 2
1 h h h?
= 50263 () + 591 (un) (501 (wn)—aga(un) ) = g (wn)
1 h Up, — Uy — h?
= 5023 (un) = 591 () (5 ) g (ua).
Combinando esta igualdad con el Lema 3.6 obtenemos
1 = g1(ur) + g1 (1) g1(uz) h?
1(Uk 1(Uk+1 1(u1
Qazgg(un)zg 5 U (g —ug) — 1 (uz—ul)—l—gg%(un).
Usando la identidad g¢1(u1)(us — u1) = %g%(ul), deducimos la siguiente
igualdad:

2

$02 () — (C1 () — Galw)) = B + "2 (98 (um) — g3un)),
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donde G; es la funcién de la Definicion 3.1 y E se define de la siguiente
forma:

n—1
Eo— Z g1(ug) +291(Uk+1) (Wer1 — wg) — (Gl(un) _ Gl(m))- (3.13)
k=1

Claramente F es el error de aproximacién de la integral de la funcién g;
por la regla de trapecios compuesta en el intervalo [uj,uy], considerando
la subdivisién de [uj,u,] definida por los nodos uy,,...,u,. Teniendo en
cuenta que g; es una funcién convexa en R>g, deducimos que £ > 0. Por lo
tanto, de las consideraciones anteriores deducimos la siguiente proposicién,
que es la versién discreta de (3.11).

Proposicién 3.7 Sea (o, u) € (Rs)" una solucion de (3.1). Entonces

1 h?

504295(%) — (Gi(up) = G1(w)) = E + g(g%(un) —gi(w)),  (3.14)
donde G es la funcion primitiva de g1 que cumple la identidad G1(0) =0, y
E se define como en (3.13). Ademds, si consideramos E como una funcion
de uy, donde uy = Ug(u1) estd definida como en (3.5) para 2 < k < n,
entonces E es una funcion creciente sobre R>0.

Demostracion: Por las deducciones hechas antes del enunciado de la
proposicion, solo nos resta demostrar que F es una funcién creciente so-
bre R>0.

Consideremos F como una funcién de wi, donde uy := Ug(uy) estéan
definidas como en (3.5) para 2 < k < n. Si reescribimos a E de la siguiente
forma

o)+ g(ugy), -
E=Y ( 5 (a1 — ug) = (Gr(upt1) Gl(“k)))a (3.15)
k=1

alcanza con demostrar que cada término de la sumatoria anterior es una
funcién creciente sobre R>0. En efecto, fijemos k entre 1 y n—1; la derivada
en funcién de u; del k-ésimo término de (3.15) es

aaul (91 (ug) +291(Uk+1) (upg1 — ug) — (Gr(upsr) — G1(uk))) —

/ / / /
g1(ug)v,. + g1 (Uk41)V
_ 1( ) k 21( + ) k+1 (uszrl - uk,’) +

— (91 (wkg1)vp g — g1 (un)vy,),

g1(ug) + g1 (ug41)
2 (’U;{:—i-l - ’U;{:)

donde vfc y U;C 41 son las derivadas de U y Uiy evaluadas en Uy = uy
respectivamente. Sumando y restando v}, en cada aparicién de v}, 41 Obtene-
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mos

(uks1 — ur) = (G1(up1) — G1(uk))> =

_ g1 (ug) +291(Uk+1) (g1 — up) — (91(Uk+1) _ 91(Uk)))vllf
(gﬂ(wcﬂ)( oy o) =)y,
5 Up1 — Uk) 5 ) (Vg1 — k)

(U1 — ug) — (g1(uk+1) - 91(“@))“2;
(gi(UkH) 91(&k)

DL~ TS (et — ) (v — v,

donde & € (ug, uk11) se obtiene luego de aplicar el Teorema del valor medio
a g1(ug+1) — g1(ug). Claramente, la resta

g1 (ug) + g1 (ug1)
2

(urg1 — ur) — (91(uny1) — 91(u))

es el error de la aproximacion de la integral de g por la regla de los trapecios
en el intervalo [uy, ux41], y la convexidad de ¢} nos garantiza su positividad.
Por otro lado, como ¢} es creciente, tenemos que ¢j(urt+1) — g7(&x) > 0.
Finalmente, por el Lema 3.2, las cantidades (vj, —v},), (ugr1 — ux) y vy,
son positivas para u; € R>0. Por lo tanto, el k-ésimo término de la expresién
(3.15) de E es creciente en R>0 para todo 1 < k < n—1, de donde deducimos
que E es creciente como funcién de u; en Rx0. ]

3.2. Estimaciones generales

En esta seccién mostramos cotas para las soluciones positivas de (3.1).
Miés precisamente, encontramos un intervalo que contiene a las soluciones
positivas de (3.1) y cuyos extremos solo dependen de a. Estas cotas nos
permiten establecer resultados de existencia y unicidad de las soluciones
positivas de ciertas instancias de (3.1), y juegan un papel clave en el diseno
y célculo del costo de nuestro algoritmo de aproximacion.

Lema 3.8 Sea (o, u) € (Ro)" una solucién de (3.1). Entonces

aga(un) < g1(un).

Demostracion: De laltima ecuacién de (3.1) y el Lema 3.2(1), obtenemos
la igualdad

age(un) = h(%gl(ul) +g1(u2) + -+ g1(un—1) + %gl(un)).
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De esta igualdad y el Lema 3.2(1) deducimos que

aga(un) < g1(un),

quedando demostrado el lema. [ ]

A partir del Lema 3.8 deducimos de forma inmediata los siguientes coro-
larios.

Corolario 3.9 Sea (a,u) € (Rso)"™! una solucion de (3.1). Supongamos
que la funcion g de la Definicion 3.1 es sobreyectiva. Entonces valen las
stguientes afirmaciones:

= Si g'(z) > 0 para todo x > 0, entonces up, > g~ ().
» Si g'(x) <0 para todo x > 0, entonces u, < g~ ().

Corolario 3.10 Sea (o, u) € (Rs)"* una solucion de (3.1). Si existe ¢ >
0 tal que g(x) = ¢ para todo x > 0, entonces a < c.

En el caso del sistema particular (3.3), las condiciones de crecimiento y
decrecimiento de g del Corolario 3.9 son equivalentes a las condiciones p > ¢
y q < p respectivamente. Por lo tanto, los corolarios anteriores se traducen
de la siguiente forma.

Corolario 3.11 Sea (a,u) € (Rso)"™! una solucion de (3.3). Entonces
valen las siguientes afirmaciones:

» Sip>q, entonces u, > at/P=D.

= Sip<q, entonces u, < o'/P=D,

Corolario 3.12 Sea (a,u) € (Rso)"" una solucion de (3.3). Si p = q,
entonces a < 1.

A continuacién demostramos un resultado que nos proporciona cotas de
u, en funcién de uq.

Lema 3.13 Sea (o, u) € (Rs)"*! una solucion de (3.1) y sea G la funcidn
de la Definicion 3.1. Entonces

G(un) < Glu) + Oj

Demostracion: Por la Proposicién 3.7 y el Lema 3.2 deducimos que F >
0y g?(un) — g?(u1) > 0. Esto nos muestra que la parte izquierda de la
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identidad (3.14) es estrictamente positiva. Entonces obtenemos la siguiente

desigualdad
2

G1(un) — %g%(un) < Gi(uy),

donde (G es la funcién de la Definicion 3.1. Dividiendo esta desigualdad por
g5(up) y usando que g3 es creciente, concluimos que

Ck2 G 1 (’U,l)
Gluy) — — < < G(uy).
Por lo tanto, queda demostrado el enunciado del lema. ]

A partir del lema anterior obtenemos el siguiente resultado que nos permite

obtener una cota superior de u; en funciéon de « para algunas instancias de
(3.1).

Proposicién 3.14 Sea (a,u) € (Rxo)" ™! una solucién de (3.1) y sean G,
g y G las funciones de la Definicion 3.1. Supongamos que se cumplen las
stguientes condiciones:

» existe d € [0,1) tal que (ln(Gil(x)/g%(x)))’ >0 para todo x > 0,
» G"(x) >0 para todo x > 0.

Entonces

2
g(u1)<1_d.

Mds aun, si g es sobreyectiva, entonces

U1 <g_1(\/fé_7d>.

Demostracion: Por el Lema 3.13 y el Teorema del valor medio, existe
& > 0 entre uy y u, tal que

2

G/ (€)(up — ur) = Glup) — Glug) < %
Por el Lema 3.2(2),
_o(n—1 = , A g1(u1)
(un —u1) =h ( 5 g1(u) + > (n— 3)91(%)) > =02 >0.
j=2

Combinando esta desigualdad con la desigualdad anterior obtenemos que

G’(&)gl(;“) < G'(&)(un — u1) < ‘);2
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Dado que G’ es creciente, vemos que

> G'(ur)gr(uy) = (gl(ul)g%(ul) —gé;(lilltlpgz(ul)gé(ul))gl(ul)
_ (1 B Gl(u1)292(ul)gé(ul))9%(“1)
91(“1)9%(%) 9%(“1)
_ (1 (b)) ygin)
(1H(G1(U1))), g5 (u1)
(3.16)

Teniendo en cuenta la primera condicion del enunciado deducimos que

0< (In(Gi(@)/g3(2)))" = d(In(Gr())’ = (1?@%(5)))’),
/(. (In(g3(@))
(In(Gi () (d (m@l(@)y)'

Dado que (ln(Gl(ac)))/ = q1(z)/G1(z) > 0, concluimos que

(In(g3(x)))’ oy 517
(In(Gi(z)) — (3:17)

Combinando las desigualdades (3.16) y (3.17) obtenemos

(u1)
(u1)

de donde se deduce la primera afirmacién del enunciado.

Ahora, supongamos que g es sobreyectiva. Combinando las afirmaciones
3y 2 del Lema 3.5, obtenemos que ¢'(z) > 0 en R, de donde deducimos
la segunda afirmacion del enunciado. |

=

g

a® > (1-d) = (1= d)g*(w),

)
SN

Observemos que la primera condicién de la Proposicién 3.14 nos permite
obtener una cota superior no trivial de w;. Esta condicién, como muestra
el Lema 3.5, es més fuerte que pedir que G’'(x) > 0 en R.(. Por lo tanto,
combinando la Proposicién 3.14 con el Lema 3.13 obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 3.15 Con las notaciones e hipdtesis de la Proposicion 3.14, si g
es sobreyectiva, entonces
Q a?
)+ 5
v1—d 2

Madas aun, si G es sobreyectiva, entonces

G(up) < G (gil (

2

<@ (ol () + )
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En el contexto del sistema (3.3), si p+ 1 > 2¢ deducimos que la funcién
G () := xPT1724 es estrictamente creciente y que (ln(Gil(x)/gg(x)))/ >0,
con d := 2¢q/(p + 1). Por lo tanto, el corolario anterior se traduce de la
siguiente forma:

Corolario 3.16 Sea (a,u) € (Rs)" ! una solucién de (3.3). Sip+1 > 2q,
entonces

s p+1 (p+1-2q)/2(p—q) 5P 4 1\ 1/(p+1-29)
un<(<ap—|—1—2q) to 2 ) '

Sea (a,u) € (Rso)"*! una solucién de (3.1). En el siguiente lema ob-
tenemos una cota superior para u, en funcién de uq y «, que nos permi-
tird obtener una cota inferior de w; en funcién de a.

Lema 3.17 Sean (o, u) € (Rsg)" ! una solucion de (3.1) y C(a) una co-
ta superior de w, en funcién de o. Entonces u, < e™uy, donde M :=

91 (Cla)).

Demostracion: Del Lema 3.2(1) obtenemos las siguientes identidades

Up41 = Up + h2<g1(2u1) +o1(uz) + -+ gl(uk)>
= we b 12 (B gl s+t i),

para 1 < k < (n — 1), donde & € [0,u;] es un punto que se obtiene por
el Teorema del valor medio para 1 < i < k. Teniendo en cuenta que ¢ es
creciente, del Lema 3.2(1), obtenemos que

Upr1 < up+ h2(g’1(u1)u1 + -+ gi(uk)uk)
< (L+hgi(Ce)))ur = (1 + hM )ug,

para 1 <k < (n —1). Argumentando recursivamente, deducimos que
Uy < (14 Mh)" tuy < eMuy,
quedando demostrado el enunciado del lema. ]
El siguiente lema muestra una cota inferior de u; en funcién de «.

Lema 3.18 Sean (o,u) € (Rog)"! una solucion de (3.1), C(a) una co-
ta superior de u, en funcion de o y M = ¢} (C’(a)). Supongamos que la
funcion g de la Definicion 3.1 es sobreyectiva. Entonces valen las siguientes
afirmaciones:

= Si g/(x) > 0 para todo x > 0, entonces u1 > g~ '(a)/eM.
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» Sig'(x) <0 para todo x >0 y

lim C(«a) =0,
Jim C(a)
entonces u; > g (aé(a)), donde C(a) es una constante mayor o

igual a 1 tal que B
lim C(a) =1.

a——+00

Demostracién: Primero supongamos que ¢'(z) > 0 en R.o. Combinando
el Lema 3.17 con el Corolario 3.9 deducimos que

g_l(a) < up < eMuy,

de donde se desprende la primera afirmacién del enunciado.
Ahora supongamos que ¢'(z) < 0 en R.g. Del Lema 3.17 y del Lema
3.2(1) deducimos las siguientes desigualdades

w go(uy) < 92(6MU1),

1 1
= i(wn) < h(5910m) + () + -+ g1 (1) + 591 (un) ) = agalun).
Combinando ambas desigualdades obtenemos
eMy
g1(u1) < aga(eMuy) = awgg(ul). (3.18)
g2(u1)

Dado que e > 1y go es creciente, sabemos que g2(eMz)/go(z) > 1 para
todo z > 0. Como la funcién go es analitica en x = 0 y no nula, existe
k > 1 tal que gék)(()) #0y géj)(O) = 0 para todo 0 < j7 < k — 1, donde
ggj ) (0) representa la j-ésima derivada de g2 evaluada en cero. Utilizando esta
propiedad y la regla de L’Hopital deducimos que

M

lim 792(6 7) = kM,

20+ ga(x)

Por lo tanto, como u; € (0,C/(a)], existe una constante C(a) > 0 tal que

g2(eMuy) _ ~

1< a2(un) < C(a).

Es més, podemos elegir C (a) de forma tal que

lim C(a)=1.

a—-+00

Combinando este resultado con la desigualdad (3.18) obtenemos que

g1(u1) < aC(a)ga(ur),
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lo que demuestra la segunda afirmacién del enunciado. |

Este dltimo resultado, en el contexto del sistema (3.3), se puede expresar de
la siguiente forma.

Lema 3.19 Sean (a,u) € (Rsg)" una solucion de (3.3), C(a) una co-
ta superior de u, en funcién de o y M := pC(a)P~1. Entonces valen las
siguientes afirmaciones:

= Sip>q, entonces

al/(p—a)
uy > eiM
» Sip<qy
lim C(a) =0,
a—0t
entonces

Uy > (aeqM)l/(p_Q).

Combinando el Corolario 3.15 y el Lema 3.18 obtenemos el siguiente
resultado.

Lema 3.20 Sea (a,u) € (Rso)"t! una solucion de (3.1) y sean G, g y Gy
las funciones de la Definicion 8.1. Supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones

» G y g son sobreyectivas,
» existe d € [0,1) tal que (ln(G‘f(;v)/g%(x)))’ >0 para todo x > 0,

» G"(x) >0 para todo x > 0.

Entonces R
up < g ! (aC(a)),
donde
Cla)i=1+ % (Ch(a))o”
292(97 1 (@) /eM)G' (g~ () /M)’

y M = g{(C1(v)). Asimismo,
2

Un < G—l(G(g—l(aé(a))) + %)

Demostracién: Sea (a,u) € (Rsg)"*! una solucién de (3.1). A partir de
los Lemas 3.2 y 3.13 deducimos las siguientes desigualdades:
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¢ o) < h(So() + grlua) + o+ g1l 1) + 31(en)) = agalun),

. u, <GL (G(ul) + %2>

Combinando ambas desigualdades obtenemos

2

() _ #2(67 (G + %))
g(uy) < ozzz(m) <« P 2 .

Dado que ¢} es creciente en Ry y (G™1) es decreciente en R., aplicando
el Teorema del valor medio, obtenemos las siguientes estimaciones

g2(ur) + g5(G7 (Glu) + %) ) (G (Glw) + 5 ) — )
g92(u1)
g2(u1) + gh (G‘l (G(u1) + %2)) (G (Gw) %

g(u)) < «

< o 7 u1)
(G Gu) + %) )a?
< a(l + 2< 29§(u1)1G’(u12) )) )

Combinando esta estimacion con las cotas para u; obtenidas en la Proposi-
cién 3.14 y el Lema 3.18 concluimos que

up < gt (aa(a)),

donde
g5 (Ci(a))a?

292(97 1 (@)/eM) G (g7 (a) feM)

con M := gi(Ci(a)) y
2

o) = (s ) + 5

Combinando este resultado con el Lema 3.13 concluimos que

2

un < GG (g7 (all@)) + %)

quedando demostrado el lema. (]

Finalmente, el siguiente teorema resume los resultados obtenidos en este
capitulo.

Teorema 3.21 Sea (a,u) € (Roo)" ! una solucion de (3.1). Supongamos
que las funciones g y G de la Definicion 3.1 son sobreyectivas. Entonces
valen las siguientes afirmaciones:
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n 51 G cumple las siguientes condiciones:

o cxiste d € [0,1) tal que (ln(G(f(a:)/g%(x)))/ > 0 para todo x > 0,
e G"(x) >0 para todo x > 0,

entonces

up € [9 ;A(f‘) ,min{Cy(a), 02(04)}}

para todo 1 < k < n, donde

con

y M = g1 (Ci()).
» Sig'(x) <0 en Rag, entonces existe una constante C(a) > 1 tal que
ug € [g7" (aC(a)), g (a)]
para todo 1 < k < n, y se cumple la siguiente condicion limite

lim C(a) = 1.

a——+00

Demostracion: Supongamos que se cumplen las condiciones de la primera
afirmacion del enunciado. Por el Corolario 3.15 y el Lema 3.18 tenemos que

A=) )

donde M := ¢{(C1(«)). Ademés, por el Lema 3.20, tenemos que

g_;\(;f) <up < - <up <Ci(a) = Gil(G<gil(

a2

g_elj\(;z) <up <o <up < Cola) =Gt (G(g_1<aa(a)>> + 7)’

donde
gh (C’l (« ) a?

292 (g7 () /eM) G (g1 () feM)

Por lo tanto,

)

eM

<wup < -+ <up <min{Ci(a),Ca(a)}.

30



Ahora, supongamos ¢'(z) < 0 en Ry¢. Por el Corolario 3.9 y el Lema 3.18
tenemos que _
g_l(aC(a)) <up << up < g_l(a),

donde C () es una constante mayor o igual a 1 tal que

lim C(a) = 1.
a——+00
De esta forma queda demostrado el teorema. ]

Vemos ahora cémo se traduce este resultado al sistema particular (3.3).

Teorema 3.22 Sea (o, u) € (Rso)" ! una solucion de (3.3). Entonces valen
las siguientes afirmaciones:

s Sip+ 1> 2q, entonces

1/(p—aq)
u € | = min{C1(a), Ca(a)}]

para 1 < k <n, donde

i

o o pt1 \PH1-20)/2(0—0) op + 1\ 1/(r+1-29)
C1(Oé)—(<ap+1_2q) +a . )

9

~ (p+1-2q)/(p—q) p+ 1\ 1/ (p+1-2q)
Co(a) := ((aC(a)) —l—aQT)

con M = pCy(a)P~t y

(p+ 1)q(C1(a)) ™ aet-M .

Cla) =1+ 2 ¥ 130

= 51 p < q entonces
up € [(aeqM)l/(p—Q)’C(a)]

para 1 < k < n, donde C(a) := o/®=9 y M := pC(a)P~ 1.

31



32



Capitulo 4

Resultados de existencia y
unicidad

En este capitulo estudiamos la existencia y unicidad de soluciones de los
sistemas en consideracién, que recordamos aqui junto a algunas definiciones
de utilidad. Sean g; y g2 funciones de clase C? en R y analiticas en z = 0
tales que ¢;(0) =0, ¢gi(z) > 0, g/(z) > 0y ¢/ (x) > 0 para todo = > 0 con
1 = 1,2. Consideramos el siguiente sistema de ecuaciones

0 = —(U—Uh) + %291([]1),
0 = —(Uk+1—2Uk+Uk_1) —|—h2g1(Uk), 2<k<n-1),
0 = —(Un1—Un) — hAga(Un) + 5 g1(Un).
(4.1)
Recordamos que, dejando variar a Uy, podemos considerar a Us, ..., U,,

A como funciones de Uy, que resultan definidas recursivamente de la siguiente
forma:

Up(u) = wuy,
Us(ui) == w+ %291(711),

Upr1(ur) = 2Uk(u1) — Up_1(u1) + h?91(U(w1)), (2<k<n-—1),
Aw) = (FUn = Un1)(w) + 501 (Un(wn)) /g2(Un(ur).

(4.2)
Del mismo modo que en el Capitulo 3, vamos a utilizar reiteradamente las
siguientes funciones auxiliares

Definicién 4.1 » Llamamos g : Roo — Rog a la funcion g(z) =

s Llamamos G1 : R — R a la funcién primitiva de g1 que cumple

G1(0) = 0.
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» Llamamos G : R.g — Rug a la funcion G(z) = G1(x)/g3(x).

4.1. Existencia

Sea P : (R.g)? —=R la funcién definida por

P(a,ur) =+ (Un—1(u1) — Up(uy)) — %gl (Un(w1)) + ag2(Un(u1)). (4.3)

Observamos que la ecuaciéon P(A,U;) = 0 tiene como soluciones a las co-
ordenadas (a,u1) de cualquier solucién (compleja) del sistema (4.1). Por lo
tanto, para a > 0 fijo, las soluciones positivas de P(«, U;) son los valores de
u1 que queremos obtener. Es més, de las parametrizaciones (4.2) de las co-
ordenadas us, . .., u, de una solucién (o, u1,...,u,) € (Rsg)"*! de (4.1) en
términos de uy, concluimos que la cantidad de raices positivas de P(a, Uy)
determina la cantidad de soluciones positivas del sistema (4.1) para cada
valor de a.

Por lo tanto, analizamos la existencia de raices positivas de la funcién
P(a,Uy) para valores a > 0. Por el Lema 3.2(1) tenemos que

P(a,u1) = aga(Un(w)) = h(3g1(u1) + 3575 91 (Uj(w1)) + 591 (Un(wa)))
> ago(Un(u1)) — g1 (Un(u1)) = g2(Un(u1)) (04 - g(Un(ul))>

para cualquier u; > 0, donde g es la funcién de la Definicion 4.1.

Supongamos que g es sobreyectiva y estrictamente mondétona en Rg.
Del Lema 3.2 deducimos que g(Uy,), considerada como una funcién de uq, es
biyectiva en Rs. Por lo tanto, existen u7,u]* > 0 tales que g(Un(u{)) =«
y g(Un(u’{*)) = 2a/h. Usando esta eleccién de uj y ui* y la desigualdad
anterior deducimos que

Ployui) 2 g2(Un(u})) (o = g (Un(u)) ) =0,

(Un-1(u5") = Un(u")) + 92 (Un(ui") (@ = 59 (Un(ui)))
(Un,l(u’{*) - Un(u’l‘*)) <0.

P, ui”)

Il
T S

Dado que P(A,U;) es una funcién continua en R?, de las consideraciones
previas deducimos el siguiente resultado:

Proposicion 4.2 Sea o > 0. Si la funcion g de la Definicion 4.1 es so-
breyectiva y estrictamente mondtona en Rsq, entonces el sistema (4.1) tiene
una solucion positiva con A = «.

Para ejemplificar este ultimo resultado, en el caso en que las funciones gy
y g2 son gi(x) := 2P y go(x) := x4 respectivamente, reescribimos el sistema
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(4.1) de la siguiente forma:

0 = —(Uz—Uh)+BUP,
0 = —(Uky1 —2Ux +Uxq) + R2UE, (2<k<n-1) (4.4)
0 = —(Unp—1—Uy)+2UL— ARUY.

La Proposicién 4.2 garantiza la existencia de soluciones positivas del sistema
(4.4) en los casos p > q y q > p, por lo que tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.3 Sean p # q y o > 0. Entonces el sistema (4.4) tiene una
solucion positiva con A = «.

Ahora supongamos que existe ¢ > 0 tal que g(x) = c. Por el Corolario
3.10 no existen soluciones positivas del sistema (4.1) con o > ¢. Por lo tanto,
consideramos el caso a < c¢. En esta situacién, para todo u; > 0 podemos
reescribir a la funcién P(«,u1) de la siguiente forma:

(Un(u1) = Up—1(w1)) A a)

Pla,u) = _gl(Un(ul))< hg1 (Un(u1)) 2 ¢

Como ¢1(0) =0y gj(z) > 0 para todo = > 0, entonces g no tiene raices en
R-o y las soluciones positivas de P(a,U;p) = 0 son las soluciones positivas
de la ecuaciéon P(«a,U;) = 0, donde

- Un(U1) = Up—1 (U h
mng:( () N1D+7_g_ (4.5)
h91 (Un(Ul)) 2 C
Afirmamos que
mlmau)l——>o lim Playu) = L — %<0
u1—0t v Y u]—+00 ! 2 C ’

si h < 2a/c. En efecto, reescribamos P(av, u;) para u; > 0 de la siguiente
forma:s:

n—1
P(a,up) = h_gilw) gl u1 —|— hg1 w)) h_ g (4.6)
2 gl k=92 gl n ) 2 c

Por el Lema 3.2,

lim Up(u) =0y lm Uj(u1) =1,

u1—0t u1—0t

paral <k <n. Ademas como la funcién ¢; es analitica en © = 0 y no nula,
existe p > 1 tal que g1 ( )#0 yg§ )(0) = 0 para todo 0 < j < p—1, donde
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gij ) (0) representa la j-ésima derivada de g; evaluada en cero. Utilizando

estas propiedades y la regla de L’Hopital deducimos que

lm 91 (Ug(u1)) _
u1—0t g1 (Un(ul))

para 1 < k < n. Combinando estos limites con la expresién (4.6) obtenemos
que
.5 o
lim P(o,up)=1——>0.
u1—0+ c
Por otro lado, utilizando las relaciones (4.2) y el Teorema del valor medio
Vemos que

g = (o)
Ukt (ur) = Up(ur) ((Uk(ul) — Ug—1(u1)

91 (Up41(u1)) 91 (Uk(u1))

donde &; € (Uj(u1),Uj41(u1)) para 1 < j < n — 1. Teniendo en cuenta que
g1 (xz) — +o0 cuando x — +o0, con un argumento inductivo deducimos que

1) ) (k2 2),

fm e = Uima(w) _
u1]——+00 g1 (Uk<u1))

para 2 < k < n. Combinando este limite con la expresién (4.5) para k = n
deducimos que, si h < 2a/c, entonces

~ h «
lim P =———<0
ulim+oo (a7u1) 9 c < U,
Dado que a/c es constante como funcién de up, por el Lema 3.4 la funcién
P(a,Uy) es derivable y estrictamente decreciente en Rs. Por lo tanto, de
las consideraciones anteriores deducimos la siguiente proposicién.

Proposicion 4.4 Sean o > 0 y g la funcion de la Definicion 4.1. Si existe
¢ > 0 tal que g(x) = ¢ para todo x > 0, entonces el sistema (4.1) tiene una
solucidn positiva con A =« si y solo si a < c y h < 2a/c.

Al igual que en el caso de la Proposicion 4.2, traducimos la Proposicion
4.4 al contexto del sistema particular (4.4).

Proposicién 4.5 Sea a > 0. Si p = q, entonces el sistema (4.4) tiene una
solucion positiva con A =« si y solo st aa <1 y h < 2a.
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4.2. Unicidad

En esta seccion estudiamos la unicidad de las soluciones positivas del
sistema (4.1). Con este objetivo, consideramos la homotopia que se ob-
tiene moviendo el parametro « en Ry y mostramos que la funcién racional
A(Uy), implicitamente definida por la ecuacién P(A,U;) = 0, es estricta-
mente mondtona, donde P(A,U;) es la funcién definida en (4.3). A partir
de la monotonia de A(U;) demostramos que para cada valor o > 0 de A
existe un tunico valor positivo de ui. Finalmente, utilizando las relaciones
(4.2) deducimos que existen unicos ug, .. ., u, para cada valor de « fijo.

Suponiendo que la funcién g de la Definicién 4.1 es decreciente en Rs,
obtenemos el primer resultado de esta seccion.

Teorema 4.6 Sea A(Ui) la funcion definida en (4.2). Si g es decreciente
en Reg, entonces A'(u1) < 0 para todo uy > 0.

Demostracion: Sean Uy, Us,...,U,, A las funciones definidas en (4.2).
Observamos que A se puede reescribir de la siguiente forma:

Up—Un—1 h).

4= g(Un)( hgi(Un) 2

Derivando A en funcién de Uy, obtenemos la siguiente identidad

n - Yn— h
A’:g/(Un)UT’L(iU Uns

+ 7) + g(Un)<

Un - Unfl >/
hgl(Un) 2

hgl(Un)

Sea uj > 0. Por el Lema 3.2, U;(u1) es positiva para 1 < i < n. Por lo tanto,
de la definicién de g inferimos que g(Upy)(u1) > 0. Ademads, por el Lema 3.4,
tenemos que

(o) ) <o

A partir de estas desigualdades deducimos la siguiente cota superior de

A’(ul):

A4
g(Un)

Up—Un-1  h

) < (d (T 5)) ) = (9O,

) ().
(4.7)

Por el Lema 3.2, tenemos que U{(ul) es positivo para 1 < i < n. Combinando

esta afirmacion con la condicién de monotonia de g queda demostrado el

teorema. -

Ademds de demostrar la monotonia de A’, a partir de la inecuacién (4.7)
deducimos la cota superior para A’ que enunciamos en el siguiente corolario.
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Corolario 4.7 Con las hipdtesis y notaciones del Teorema 4.6, si g es de-
creciente en Rsq, entonces

gl(Un)U;LA

Aw) < ( 9(Un)

)(Ul),

para todo uy > 0.

Este resultado es importante en el Capitulo 6 para la estimacién del niimero
de condicién de la homotopia que se obtiene al mover « en el sistema (4.1),
homotopia que utilizaremos para la aproximacién de las soluciones positivas
de (4.1).

El Corolario 4.7 se traduce de la siguiente forma al contexto del sistema
(4.4).

Corolario 4.8 Sea A(Ui) la funcion definida en (4.2). Si p < q, entonces
Aluy) < ((p_quUM)(ul),
para todo uy > 0.
Ahora supongamos que se cumple la siguiente condicion:
» Existe d € [0,1) tal que (ln(GCf(a:)/g%(a;)))/ > () para todo z > 0.

Notemos que, por el Lema 3.5, la condicién pedida implica que ¢'(z) > 0y
G'(z) > 0 en Ry, donde g, G y G son las funciones de la Definicién 4.1.
Por lo tanto, las funciones que cumplen esta condicién no han sido consi-
deradas en las hipdtesis del Teorema 4.6. Al igual que en el caso anterior,
demostramos que la funcién racional A definida en (4.2) es estrictamente
monotona.

Teorema 4.9 Sean A una constante positiva y A = A(Uy) la funcion defini-
da en (4.2). Sean g, G1 y G las funciones de la Definicion 4.1. Supongamos
que se cumplen las siguientes condiciones

» existe d € [0,1) tal que (ln(Gil(x)/g%(x)))’ >0 para todo x > 0,

» G"(x) >0 para todo x > 0.
Si g y G son sobreyectivas, entonces existe M(A) > 0 tal que A'(uy) > 0
para todo n > 1+ M(A)/(2 —2d) y u; € A71((0, A]) NRso.

Demostracion: Sean Uy, Us,...,U,, A las funciones definidas en (4.2).
Para cada u; > 0 llamamos I(u1) := G1(Up(u1)) — G1(U1(u1)) a la integral
de la funcién g; en el intervalo [Uy(u1),Up(u1)], y T'(u1) a la aproximacion
de I(uy) por la regla de trapecios compuesta en el intervalo [Uy (uy), Uy (u1)],
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considerando la subdivisién de [Uy (u1), Uy (u1)] definida por los nodos Uy (u1),
Us(u1),,...,Un(ur). Més precisamente, T' se define de la siguiente forma:

n—1
91(Uk41) + 91(Ug)
T = Z + 2 (Uk+1 - Uk;)
k=1

Por dltimo, sea E := T — I el error de aproximacién de I por T. Por la
Proposicién 3.7 y la convexidad de g1, deducimos que £ > 0y E' > 0 en
R-¢, donde E’ representa la derivada de E.

En estas condiciones demostramos la positividad de A’(u;) para todo
n € N suficientemente grande y u; € A_l((O,A]) N R.p. De acuerdo a la
Proposicién 3.7, las funciones Uy, Us, ..., U,, A satisfacen la versién discreta
(3.14) de la ley de conservacion de la energia (3.9). Dividiendo ambos lados
de la ecuacién (3.14) por G1(U,) obtenemos la siguiente identidad:

1 o,93WU) T n? gt (Un) (,  gi(th)
AT~ e T rac)goy) Y
Derivando con respecto a U; en ambos lados de (4.8), tenemos que
93 (Un) | A 1 g3(Un) \/ _
M ET 7 (Gmy) -
(TN WP giUn) giU)\  h* gi(Un) (gi(U1) Y
- (Gl(Un)> + §<G11(Un)) (1 B g%(Un)) a §G11(Un) (g%(Un))(;l )

Seau; € A1 ((0, .A]) NR-(. Notemos que, por el Lema 3.2, los valores U;(uq)
y U/ (u1) son positivos para 1 < ¢ < n. Ademds, las funciones g1, g2, g, Gy G1
son crecientes en R.( y sus imagenes estdn contenidas en R . En lo que sigue
de la demostracién usamos estas condiciones de positividad. De los Lemas 3.5

y 3.4 deducimos que (g7(Un)/G1(Un))'(u1) > 0y (93(U1)/g7 (Un))'(u1) < 0.
Combinando estas observaciones con (4.9) obtenemos que

/ 2 ’
(AAlé?l((?] ))>(“1)> <(G1(TUn)) § (Gl(((é ))>>(“1)‘

Reescribiendo la desigualdad anterior tenemos que
/ 2 n 2 rG? /
(44 (9;21((UU,1)))(“1) ~ <G2€U ) (?) * G%((gi)) (Gl(TUl)) >(“1)
2 /
(A (Gl((g ))) >(u1). (4.10)

Afirmamos que (T/Gl(Ul))/(ul) > 0. En efecto, por el Lema 3.2 y el Lema
3.4 se cumple que

k ' ,
() 0= (5 255 2 G+ 2 ) w0 o
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Combinando este resultado con el Lema 3.5, concluimos que

Ty (g Ty
(Yo = (0T Y0

A partir de esta afirmacion y de la desigualdad (4.10) deducimos que

2 ’ 2 /
<AAI(g;i((%))><“1)>(G%EU,L)@) : <G1((UU))>>(U1)' (4.11)

Con el fin de obtener condiciones para garantizar la positividad de A’(uy),
desarrollamos la parte derecha de la desigualdad anterior.

2 / A2 n /

(e (1) - 5 (22 ) -

_ <T’I —TI A2 g3(U) (Gr(Un) — (g%(Un)),Gl(Un)> (w)
G3(U,) 2 G3(Un) '

(ET-Er  A’GU.)(Gi(Un)
_< G T 26 (1‘

De las hipétesis del enunciado se deduce que

(g%(Un»’Gl(Un))
1-— u —d.
( 2O (G )7

Ademés, por la positividad de E’ ( 1)y la definicién de I(u1), tenemos que
(E'T - EI’) (u1) > —E(w)(G( )I . A partir de estas desigualdades
deducimos que

2 / 2 2 /
(G%EU,I) (%) - é(é}i((?))) )(w) >

Volviendo a la desigualdad (4.11), concluimos que

G2(Un G1(Uy))’ A2g3 (U,

Por la identidad (3.14), podemos reescribir la dltima desigualdad de la si-
guiente manera:

(1 - (G =2 o

+((Gl(Un)) (1;dT+ 12‘”;( (Un)—gf(Ul))—E)>(u1)-




Si mostramos que el segundo término de la parte derecha de (4.12) es
positivo obtenemos que

, B3 (U,) (G1(Un))" (1 — ) A%G3(U,,)
(44 G21(Un)>(u1) g ( G2(Uy) T

)(ul) >0, (4.13)

quedando demostrada la positividad de A’(u;). Por lo tanto, vamos a de-
mostrar que

! . _ 2

Como g; es creciente, alcanza con mostrar que

n—1

1—-d 1—-d
— 5T wn) - B(wn) = kZ_l( i) = By(w)) >0,
donde
U + g1 (U
T, = g1( k+1)2 91( k)(Uk+1_Uk)7
Ey = Tp— I,

con I := G1(Ugs1) — G1(Uk). Notemos que, para cada u; > 0, el valor
It (u1) resulta la integral de la funcién ¢; en el intervalo [Ug(u1), Ugt1(u1)],
Tk (u1) es la aproximaciéon de Ix(u1) por la regla de trapecios en el intervalo
[Uk(u1), Ug+1(u1)] v Ex(u1) es el error de dicha aproximacion.

Para demostrar que (1 —d)T(u1)/2 — E(u1) > 0, vamos a ver que

1-d

Tk(ul) — Ek(ul) >0 (4.14)

se cumple para 1 < k <n — 1. Por [DA98], tenemos que

91 (Ur41) + 91 (Ug)
8

Ep(u1) < ( (Uk+1 — Uk.)2>(u1).

Del Lema 3.2 y de la monotonia de ¢} deducimos que

Ep(u1) < (W(Uk+1 — Uk)Q) (u1)
. <h2 (0 i 2Om) £ 00 Uk)> (un)
- <hgi(ifn) gl(Uk+1)2+ 9U) g Uk)) (ur)
_ (hgll(f”)Tk)(ul).

41



Por lo tanto, vemos que (4.14) se satisface si se cumple la desigualdad

LU w) _1-d
4 - 2

(4.15)

Del Corolario 3.15 y la monotonia de gj deducimos que existe una constante
M(A) > 0 independiente de h tal que ¢} (Uy)(u1) < M(A) para todo u; €
A71((0, A]) N R.o. Entonces una condicién suficiente para que valga (4.15)
esquen —1> M(A)/(2—2d), lo que demuestra el teorema. [

La ecuacién (4.13) nos permite obtener la siguiente cota para A’, que
vamos a usar mas adelante.

Corolario 4.10 Con las hipdtesis y notaciones del Teorema 4.9, si g y G
son sobreyectivas, entonces existe M(A) > 0 tal que

O e )}

para todo n > 1+ M(A)/(2 —2d) y u; € A71((0, A]) NRxo.

El Corolario 4.10 se traduce de la siguiente forma en el contexto del
sistema (4.4).

Corolario 4.11 Sean A una constante positiva y A = A(Ur) la funcion
definida en (4.2). Sip+ 1> 2q, entonces

A/(ul) > ((p+ 14_UiQ)U’r/LA>(ul)

para todo n > 1+ M(A)/(2 —2d) y u; € A71((0, A]) NR>o, donde

./42 p+1—2q

M(A) ::p<<1 _d>m +Azp;rl)pf132q_

2
d:= 1 ,
p+1
Para demostrar la unicidad de las soluciones de (4.1) necesitamos un

resultado sobre la estructura de la imagen inversa de A en el intervalo que
estamos considerando.

Lema 4.12 Sean A una constante positiva y A = A(Uyr) la funcién definida
en (4.2). Sean g, G1 y G las funciones de la Definicion 4.1. Supongamos
que se cumplen las siguientes condiciones:

» existe d € [0,1) tal que (IH(GCIZ(.CE)/Q%(ZE)))/ >0 para todo x > 0,
» G"(x) >0 para todo x > 0.

Si g y G son sobreyectivas, entonces existe M(A) > 0 con la siguiente
propiedad: para todo n > 1+ M(A)/(2 — 2d) eziste ¢ := c¢(n, A) > 0 tal que
A0, A)) NR~g = (0,¢].
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Demostracion: Fijemosn > 14+ M(A)/(2—2d). Por el Teorema 4.9 sabe-
mos que se satisface la condicién A’(u1) > 0 para todo u; € A~1((0,.A]) N
R<¢. Del Lema 3.2 deducimos que Uy (u;) define una funcién biyectiva en

R>o y que

n—1
Alur) = (01U () + 3 b (U(ea)) + 51 (Un)) /92U ).
k=2

Como 0 < Up(u1) < -+ < Up(u1), se cumplen las siguientes desigualdades:

h
59(Un(ul)) < A(ur) < g(Un(ur)).
Dado que lim,,, o+ g(Up(u1)) = 0, existe € > 0 tal que (0,¢] € A~1((0, A])N
R<g. Afirmamos que
(0, o] = A7H((0, A]) NR>o

con

co :=sup{e: (0,¢] € A71((0, A]) "R}
En efecto, por la definicién de ¢y inferimos que (0,co) € A~((0,.4]) N R=q
y que lim, - A(uy) = A(cp) < A. Por lo tanto, deducimos que

(0,co] € A71((0, A]) N Ry

Ahora veamos que esta inclusion es en realidad una igualdad. Supongamos
que existe § > ¢p tal que A(0) < A. Sea ¢; :=nf{d : 0 > cp, A(6) < A}. Por
la definicién de cg, el intervalo (cg,c1) no es vacio. Como A(z) > A para
todo = € (cp,c1), tenemos que A’(c1) < 0, que contradice el hecho de que
A’(up) > 0 para todo u; € A71((0,A]) NRxo. [

Ahora enunciamos y demostramos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 4.13 Sea o > 0 y sean g, G1 y G las funciones de la Definicion
4.1. Entonces valen las siguiente afirmaciones

» Sig es sobreyectiva y ¢'(x) < 0 en R, entonces el sistema (4.1) tiene
una unica solucion positiva con A = .

» Si eziste ¢ > 0 tal que g(x) = ¢ para todo x > 0, entonces el sistema
(4.1) tiene una Unica solucion positiva con A = « si y solo sia < cy
h <2a/ec.

= Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

o cxiste d € [0,1) tal que (ln(G%(x)/g%(x)))/ > 0 para todo x > 0,
e G"(x) >0 para todo z > 0.
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Si g y G son sobreyectivas, entonces existe M(a) > 0 tal que el sistema
(4.1) tiene una tnica solucidn positiva con A = « para todo n >
1+ M(a)/(2—2d).

Demostracion: Las Proposiciones 4.2 y 4.4 muestran que (4.1) tiene solu-
ciones en (Rso)™. Por lo tanto, solo nos queda demostrar la unicidad de
dichas soluciones.

Primero demostramos simultaneamente las dos primeras afirmaciones del
enunciado. Sea A la funcién definida en (4.2). Por el Teorema 4.6, tenemos
que A’'(u1) < 0 para todo u; > 0. Supongamos que existen dos soluciones
distintas (u1,...,uy), (Ut,...,Upn) € (Rsg)™ de (4.1) con A = . Usando las
relaciones (4.2) se deduce que u; # Uy y A(u1) = A(uy). Pero esto contradice
el hecho de que A’(u1) < 0 en R, de donde se concluye la validez de las
dos primeras afirmaciones.

Ahora demostramos la afirmacién restante. Por el Teorema 4.9, existe
M(a) > 0 tal que sin > 1+ M(a)/(2 — 2d), entonces A'(u1) > 0 para
todo u; € A71((0,a]) NRso. Por el Lema 4.12, existe ¢ = ¢(n, ) tal que
A71((0,a]) N Rsg = (0,c]. Suponiendo, como en la demostracién de las
afirmaciones anteriores, la existencia de dos soluciones distintas de (4.1) con
A = «, obtenemos una contradicciéon. Por lo tanto, queda demostrado el
teorema. ]

Finalmente, veamos céomo se traduce este resultado en el contexto del
sistema particular (4.4).

Teorema 4.14 Sea o > 0. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

» Sip < q, entonces el sistema (4.4) tiene una unica solucion positiva
con A = a.

» Sip = q, entonces el sistema (4.4) tiene una unica solucion positiva
con A=a siy solosia<lyh<2a.

» Sip+1 > 2q, entonces el sistema (4.4) tiene una unica solucion
positiva con A = « para todo n > 1+ M(a)/(2 — 2d), donde

2 pt+1—2q

2(] « 2(p—q) 2p+1 P+pl:12q
R it
d (a) :=p T4 + 5

4.3. Casos en los que existen soluciones espurias

Por el Teorema 4.13 tenemos que existe una tnica solucién del sistema
(4.1) para ciertas instancias de g y G, donde g y G son las funciones de
la Definicién 4.1. Supongamos que g es sobreyectiva y estrictamente cre-
ciente y G es sobreyectiva y estrictamente decreciente. Claramente g y G
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no cumplen las hipodtesis del Teorema 4.13. En esta secciéon mostramos la
existencia de soluciones espurias de (4.1). Més precisamente, mostramos fa-
milias de funciones g; y g2 para las que existen soluciones del sistema (4.1)
cuyas coordenadas tienden a infinito cuando h tiende a cero.

Fijemos a > 0 y sea P la funcién definida en (4.3), es decir,

Pa,uy) := %(Un_l(ul) - Un(ul)) - %gl (Un(ul)) + ags (Un(ul))

Recordamos que la coordenada u; de cualquier solucién de (4.1) es solucién
de la ecuaciéon P(«,Uy) = 0, y por las parametrizaciones (4.2) vale la afir-
macion reciproca. Como en la Seccién 4.1, siguiendo las técnicas de [BRO1]
vamos a mostrar que existen uj > 0y uj* > 0 tales que u] y uj* tienden a
infinito cuando h tiende a cero y P(a,uj) > 0> P(a, uf).

Como g es sobreyectiva y estrictamente creciente en Rsq, del Lema 3.2
deducimos que ¢(U,), considerada como una funcién de wuj, es biyectiva
en Ryg. Por lo tanto, existen uj,ui* > 0 tales que g(Un(uT)) = a/hy
9(Un(ui*)) = 2a/h. Mas aun, como g(U,) es estrictamente creciente en
R-0, se cumple que u] y uj* tienden a infinito cuando h tiende a cero. Por
el Lema 3.2 deducimos que

Ployu®) = §(Un-a(u?) = Un(ui) + g2 (Un(ui) (@ = b9 (Un(ui")))
= H(Uns () = Un(ui)) 0.

Por otro lado, si evaluamos P en (a,u}) obtenemos

Pla,ui) = §(Unoa(u}) = Un(ui) + 92 (Un(u}) (@ = S9(Un(u))))
= H(Un () — Un(e) + $02(Un ()
= U () = Lo(Ua(u]) Un(u)) + §02 (Un ()
* a2 w9 (Un(u*))
> g2(Un(u})) (7 - UN(Ul)gé(Un(“%)))'

Como G es estrictamente decreciente y sobreyectiva, tenemos que
lim G(Uy,(uj)) = 0.
h—0 (Un(ui))

Supongamos que g es una funcién polinomial en Rso. Como G es la funcién
primitiva de g1, deducimos que

Un(ui Un(ui

91 (Un(d)) _ i, g, ) 20
95 (Un(ul)) h—0 Gl(Un(ul))
Supongamos ahora que g es una funcién polinomial en R.o y g1 no es una

funcién polinomial en Ry . Como G es estrictamente decreciente, tenemos
que

lim —Up(u])

lim G(Un(u})) = 0.

gl(Un(uT)) g% /(
g% (Un( ))
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A partir de esta ultima desigualdad, deducimos que

U (u* 2\/ U. (u*
95 (Un(ut)) ~ h=0 95 (Un(ut))
Por lo tanto, en ambas situaciones tenemos que, si h es suficientemente

chico, entonces P(a,u}) > 0 > P(a,ui*), de donde deducimos el siguiente
resultado.

lim —U, (uf) G (Un(uy)) = 0.

Teorema 4.15 Sea o > 0 y sean G y g las funciones de la Definicion 4.1.
Supongamos que g; es una funcion polinomial en Rog para i =1 o0i= 2. Si
G y g cumplen las condiciones:

= g es sobreyectiva y estrictamente creciente,
s (G es sobreyectiva y estrictamente decreciente,

entonces el sistema (4.1) tiene una solucion espuria para A = .
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Capitulo 5

Condicionamiento simbolico

Al igual que en los otros capitulos recordamos los sistemas en considera-
cién. Sean g1 y go funciones de clase C3 en R y analiticas en x = 0 tales que
gi(0) =0, gi(x) >0, g/'(x) >0y g/(x) > 0 para todo > 0 con i = 1,2.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

0 = (Ua—Un)— g (),
0 = (Ugs1—2Uk + Up—1) — K21 (Uy), 2<k<n-1), (51)

0 = (Un-1—Un) +hAga(Un) — g1 (Uy).

En particular, en este capitulo vamos a suponer que g; y g2 son polinomios
de grados p y ¢ respectivamente.

En el Capitulo 4 hemos determinado cuantas soluciones positivas tiene
el sistema (5.1). A partir de ahora vamos a considerar el problema de cal-
cularlas o aproximarlas. En particular, en este capitulo estudiamos el costo
de hacerlo con algoritmo simbélicos. Mas precisamente, demostramos que
todos los algoritmos simbélicos conocidos para “resolver” el sistema polino-
mial (5.1) necesitan una cantidad de operaciones aritméticas en Q del orden
DM donde D := gr(g1)" ' méx{gr(g1),gr(g2)} es el niimero de Bézout de
(5.1). Es importante destacar que, por “resolver”, vamos a entender calcu-
lar el polinomio minimal de una proyeccion lineal arbitraria del conjunto
de soluciones del sistema que estamos considerando. Este es un problema
central en la teorfa de eliminacién efectiva, y es utilizado por la mayoria de
los procedimientos simbdlicos. Por ejemplo:

= Kl polinomio minimal de la proyecciéon definida por una forma lineal
Y1 es parte de la base de Grobner reducida del ideal generado por
los polinomios que definen el sistema en consideracién con respecto al
orden lexicografico definido por Y, > --- > Y7, donde Y7,...,Y,, es un
cambio de coordenadas adecuado (ver, por ejemplo, [CLO98], [Stu02]).
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» En muchas ocasiones la resolucién por bases de Grobner se comple-
menta con el cdlculo de una Representacién Racional Univariada (ver
[Ren92], [ABRW96], [Rou97], [GLSO01]), cuya “salida” incluye el poli-
nomio minimal My de una forma lineal genérica £ := AU+ - -+ A\, Un,.

s Calcular U-resultantes, es decir, el polinomio minimal de una forma
lineal L := AUy + -+ + AU, € Q[A, U], es una tarea fundamental
de los algoritmos de eliminacién que utilizan el célculo de resultantes
(ver [CLO9S8], [Stu02]).

= Un polinomio minimal M, es la salida de los llamados procedimien-
tos de eliminacién tipo Kronecker (ver [Par95], [CGHT 03], [DLO06],
[BP06)).

En estos términos, vamos a analizar el costo de calcular el polinomio
minimal M, de la proyeccién del conjunto de soluciones complejas del sistema
(5.1) definida por una forma lineal ¢ := A\ Uy +- - -+ \,U,,. En la seccién 5.3.2
describimos la nocién de robustez, caracteristica que comparten todos los
algoritmos que consideramos para el calculo de My. Con esta terminologia, el
resultado principal de este capitulo es el siguiente: todo algoritmo “robusto”
que calcula el polinomio minimal M, de una proyeccion arbitraria requiere
al menos (p"~!) operaciones aritméticas.

5.1. Algunas nociones de geometria algebraica

Dado que en el presente capitulo vamos a utilizar el lenguaje de geometria
algebraica, en esta seccién resumimos las nociones que necesitamos.

Un conjunto W C C" se dice algebraico (Q-definible) si existe un con-
junto finito de polinomios fi,..., fm € Q[U,...,U,] tal que

W= {ueC": fi(u) == fulu) = 0}.

Definimos el ideal I(V') de un conjunto algebraico V' C C™ como el conjunto
de todos los polinomios f € Q[U1, ..., U,] que se anulan en todos los puntos
del conjunto V.

Un conjunto algebraico V' C C™ se dice irreducible si no se puede ex-
presar como una descomposicién irredundante V = V; U V5, donde Vi, V5
son conjuntos algebraicos. Todo conjunto algebraico tiene una tnica (salvo
reordenamientos) descomposicién irredundante como unién finita de conjun-
tos algebraicos irreducibles V' = Cj U --- U C}, (ver por ejemplo [BCR9S]).
C4,...,Cy se denominan las componentes irreducibles de V.

Para un conjunto algebraico dado V' C C", definimos el anillo de coor-
denadas Q[V] de V' como el anillo cociente Q[V] := Q[Uy,...,Uy,]/I(V). Si
V' es un conjunto algebraico irreducible, la dimensién de V' se define como
el maximo m > 0 tal que existe una cadena Vo C ... C V,;, = V con V;
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algebraico irreducible para 1 < i < m. Equivalentemente, la dimensién de V
puede definirse como el grado de trascendencia de la extensién de cuerpos
Q — Q(V), donde Q(V') denota el cuerpo de fracciones de Q[V]. La di-
mensién de un conjunto algebraico real arbitrario V' C C" se define como el
maximo de la dimensién de todas sus componentes irreducibles. Un conjun-
to algebraico se dice equidimensional si todas sus componentes irreducibles
tienen la misma dimensién. Una curva algebraica es un conjunto algebraico
equidimensional C C C™ de dimension 1.

Sean V' C C" un conjunto algebraico e I(V) = (f1,..., fm) €l ideal de
V. Seawu € V. El espacio tangente T,,(V') de V en el punto u es el subespacio
de C™ definido por

— O

Tu(V) ={zeC": 2 U,

(u)z; =0 para 1 < j < m}.

Un punto u € V de un conjunto algebraico irreducible V' C C" se dice no
singular si satisface la condicién dim (T, (V)) = dim(V'). Asimismo, un pun-
to u € V de un conjunto algebraico arbitrario V' C C" se dice no singular
si existe una componente irreducible V’ de V tal que V' es la tnica com-
ponente irreducible de V' que contiene a u y w es un punto no singular de
V. Un conjunto algebraico se dice no singular si todos sus puntos son no
singulares.

Sean Vi C C", Vo C C™ dos conjuntos algebraicos. Una funcién f :
Vi—=V4 es un morfismo algebraico (Q-definible) si su grafico es un conjunto
algebraico de C"*™. En particular, los morfismos polinomiales (Q-definibles)
son algebraicos (ver por ejemplo [BCR98]). Sean u € Vi e v := f(u). El mor-
fismo diferencial asociado al morfismo f en el punto u € V7 es el morfismo
lineal d,, f : T,,(V1) — Ty, (V2) inducido por la matriz Jacobiana D f(u) de f
en u. Un elemento w € Vi es un punto critico de f si el rango del morfismo
diferencial d,f : T, (V1) — T,(V2) es menor que la dimensién de V;. Un
valor critico de f es la imagen por f de un punto critico.

El grado de un conjunto algebraico irreducible W C C" de dimensién r
se define como

sup {#(W N L); L es subespacio afin de dimensién n — r tal que #(W N L) < oo}

(ver [Hei83]). El grado de un conjunto algebraico arbitrario se define como
la suma de los grados de sus componentes irreducibles.

Todo morfismo f : Vi — V5 entre dos conjuntos algebraicos Vi € C™,
Vo € €™ induce un homomorfismo de anillos f* : Q[Va]—Q[V;]. Un morfis-
mo f : V3 —=V4 se dice finito si el homomorfismo de anillos correspondiente
f*: Q[Va] — Q[V4] es inyectivo y define una extensién entera de anillos,
es decir, si cualquier elemento de Q[V;] satisface una ecuacién polinomial
moénica con coeficientes en Q[Vz]. Si un morfismo f : V3 — V4 es finito,
entonces la fibra f~!(y) de todo punto y € V5 es un conjunto finito no vacio
(ver por ejemplo [Sha94]).
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Sean F1,...,F, polinomios de Q[Uy,...,U,,T] y W C C"*! el con-
junto algebraico que definen. Supongamos que W es equidimensional. Sea
Jr la matriz Jacobiana de F := (F},...,F,) con respecto a las variables
Ui,..., Uy, y m: W—C el morfismo inducido por la proyeccion en la tulti-
ma coordenada. Supongamos que 7 es finito. Diremos que una fibra 771(¢)
es no ramificada si Jr es no singular para todo punto en la fibra. Ademas, di-
remos que el morfismo 7 es genéricamente no ramificado si existe un abierto
Zariski no vacio U de C (es decir, el complemento de un conjunto algebraico
de C) tal que para todo t € U la fibra 77 1(¢) es no ramificada, o equivalen-
temente, si el ideal generado por Fy, ..., F, en Q(T)[Uq,...,U,] es radical.

En estas condiciones, tenemos que Q[T] — Q[W] es una extensién en-
tera de anillos que transforma Q[W] en un Q[T]-médulo libre cuyo rango
rankgrQ[W] se acota por deg W' (ver [GHS93], [AS95]). Una solucion geo-
métrica del sistema Fy = 0,..., F,, = 0 (o del conjunto algebraico W definido
por Fi,..., F,) consiste de los siguientes elementos:

» Una forma lineal L € Q[U] que induce un elemento primitivo de la ex-
tension Q[T'] — Q[W], es decir, un elemento ¢ € Q[W] cuyo polinomio
minimal @ € Q[T Y] sobre Q[T satisface gry Q) = rangogrQ[W].

= Kl polinomio Q.

= Una “parametrizacién” genérica de W por los ceros de @), dada por

polinomios Vi, ..., V,, € Q[T,Y]. Estos polinomios satisfacen las condi-
ciones %(T, LYU; — Vi(L) € (Fy,...,F,) v grpV; < grp@ para i =
1,...,n.

En particular, para cada t € Q tal que ¢ := Q(¢,Y) es libre de cuadra-
dos en Q[Y], los polinomios L,q,v; := Vi(t,Y),...,v, := V,(t,Y) definen
una solucién geométrica del conjunto algebraico cero-dimensional 71 (t), es
decir, cumplen las condiciones:

» 7)) ={ueC": q(L(u)) =0, ¢(L(u))u; = vi(L(u)) i =1,...,n}.

» El polinomio g es ménico de grado #7~1(¢), y los polinomios v, . .., v,
tienen grado estrictamente menor que #m1(t).

5.2. Una familia de sistemas

En esta seccién introducimos una sub—familia de sistemas de ecuaciones
polinomiales de la familia de sistemas (5.1) y analizamos su estructura. En
las préximas secciones vamos a obtener una cota inferior exponencial, con
respecto a la cantidad n de indeterminadas, sobre la complejidad de resolver-
la. Esto implica que la resolucién de la familia de sistemas definida por (5.1)
resulta inviable desde el punto de vista simbdlico.
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Sean n,p,q > 2 fijos. Sean A, B,T,Uy,...,U, indeterminadas sobre Q,
E:=(A,B)yU:=(U,...,U,). Consideramos los siguientes polinomios de
QE, T, UJ:

F =Uy— U — BLU?,
Fy:=Ugy1 —2U, + Uy_y — BT?U? (2<k<n-1),
Fp:=U,_1 — U, — BLUE + ATU{.

Parat # 0, « # 0y 8 # 0, los polinomios Fy(§,t,U),..., Fh(&,t,U) de-
finen un sistema polinomial SP, (£, t), donde £ := (a, ). Para poder
obtener una cota inferior de la complejidad de resolver la familia de sis-
temas (SPy pq(&,t))npqg>2 necesitamos algunos resultados técnicos sobre la
estructura del polinomio minimal de cierta proyeccion lineal del conjunto de
soluciones V (SP,pq(&,t)) C C™

En lo que sigue usamos la notacién Ny := (p*~' —p)/(p — 1) para 2 <
k <n.

Lema 5.1 Para 2 <k <n y—1<j < N, existen racionales c;y,cj > 0
tales que las identidades

Ny, ‘
Up — Uk-1 = Po(E,T,U1) 1= 3 ejp BIHT2IH 0P (5.9)
§=0
Up = Pu(E,T,01) = Y & BHT2typ i (5.3
j=—1

son vdlidas en Q[Z,T,U]/(Fi,...,Fy).
Demostracion: Utilizamos induccién en k. Para k = 2 tenemos No =0 y
T2
Uy—-U; = B7U{’ méd (Fy,..., Fp).

Esto prueba (5.2) y (5.3) para k = 2.
Ahora, supongamos que valen (5.2) y (5.3) para k — 1 > 2. Tenemos que

Uy — U1 = Ug—1 — Up—o + BT?UY | méd (Fi,..., F,). (5.4)

Combinando la hipétesis inductiva con (5.4) concluimos que Uy — Ug_1 y
Uy pueden parametrizarse en funcién de Uy, By T médulo (F,. .., Fy), es
decir, existen polinomios Py, P, € Q[Z, T, U] tales que

Upg = U1 = Pk(E’Ta Ul) y Uk = ﬁk(EaTv Ul) mad (Fh' . aFn)

Nos queda demostrar que P, ]Sk tienen una expansién monomial como en
(5.2) y (5.3). Sea € := (a,b,c) € (Z>0)® el exponente correspondiente a un
coeficiente no nulo en la representacion densa de Pj.
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Afirmacién 5.2 Ezxiste 0 < j < Ny tal que a = j+1,b=2(j+1) y
c=(p-1)j+p.

Demostracién de la afirmacién: Si (BTX;) := B*T°U{ aparece en
la representacion densa de Up_1 — Up_o vy no en la de BT2U£_1, entonces
la afirmacién vale por la hipétesis inductiva. En caso contrario, por (5.4)
el monomio (BT'U;)¢ debe aparecer en la representacién densa de la para-
metrizacién de BT2U£71 en términos de B, T y U;. Esto quiere decir que
existen exponentes €; := (a1, b1,¢1),..., € = (ap, bp, ¢p) tales que

e=(1,2,0) + e+ +¢p.

Por la hipétesis inductiva vemos que para 1 < ¢ < p existe —1 < j; < Ng_1
talque a; = 5; +1, b, =2(j; + 1) y ¢; = (p — 1)j; + p. Por lo tanto,

p p p
€ = <1+Zai,2+Zbi,ZCi>
=1 =1 =1
p p p
= (p+1+d g2+ D+2) G+ - 1)) i)
=1

i=1 =1
p p p
= (p+ X di+12(p+ Y i +1). - D(p+ D di) +p).
=1 =1 =1

Dado que —1 < j; < Np_1 para 1l < i < d, concluimos que 0 < p+j1+---+
Jp < p+pNi_1 = Nj. Esto finaliza la demostraciéon de la afirmacién.

De la afirmacién y de la hip6tesis deducimos que existen racionales
Cjk, Cjk tales que P y Pj tiene una expansién monomial como en (5.2)
y (5.3). Es més, inductivamente concluimos facilmente que todos los coefi-
cientes de dicha expansién son racionales positivos.

Afirmacién 5.3 Todos los racionales c;, ;1 son estrictamente positivos.

Demostracion de la afirmacion: La afirmacién se deduce facilmente de
(5.4) y la hipétesis inductiva para todo cjk Y Cjk con —1 < j < Np_q. Por
otro lado, si Np_1 < j < N, tenemos que pNp_o = Np_1 —p < j—p <
Ny — p = pNj_1. Por lo tanto, existen Nyp_o < j1,...,Jp < Ni_1 tales que
Jj—p =71+ +jp. Cada monomio en la representacién densa del segundo
término TQU,f_1 de (5.4) consiste de la suma de monomios con coeficiente
racional positivo. En particular, para j = ji + --- + j, + p como antes, un
término en dicha suma proviene del monomio

P p
7 [ e 720 DU P00 — ( 11 Cji,k—1> T2y,
=1 i=1
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Dado que ¢j, -1 > 0 para 1 < ¢ < p, concluimos que ¢;j > 0. La afirma-
cién para ¢;j se deduce combinando la desigualdad c¢;j > 0 con (5.4) y la
hipétesis inductiva. Esto finaliza la demostracién de la afirmacion.

De las afirmaciones anteriores se deduce inmediatamente el enunciado
del lema. n

Observemos que Fi,...,F, forman una base de Grobner reducida del
ideal que generan en Q(Z,T)[U] con respecto a cualquier orden graduado.
Sean det(.J) := det(0F/0U) el determinante Jacobiano de F' := (F1,..., Fy)
respecto a las variables U e 7 := (Fi,...,F,) C Q[E,T,U] el ideal genera-
do por Fi,..., F,. Entonces el ideal Z¢ := (Fy,..., F,) C Q(Z,T)[U] tiene
dimensién cero y, por lo tanto, la proyeccién m : V(T : det(J)>®) — C?
definida por w(§,t,u) := (§,t) es dominante. En particular, = induce una
extensién algebraica de cuerpos Q(Z,T') — Q(Z,T)[U]/Z¢. Sea Y una inde-
terminada sobre Q(Z,7T) y sea L := \U; + - -+ + AU, € Q[U] una forma
lineal. Un polinomio no nulo @ € Q(Z,7T)[Y] tal que Q(E,7,L) = 0 en
Q(E,T)[U]/Z¢ se denomina un polinomio de eliminacion para L médulo Z°.
Andlogamente, un polinomio no nulo Q € Q[E,7,Y] tal que Q(E,7,L) =0
en Q[=,T,U]/(Z : det(J)>°) se denomina un polinomio de eliminacion para
x médulo (Z : det(J)>). Observamos que un polinomio ) € Q[Z, T, Y] elimi-
nante para L moédulo Z¢ es también un polinomio eliminante para L mddulo
(T : det(J)™), y la reciproca es consecuencia del Lema 5.5 que enunciamos
y demostramos mas adelante.

Como consecuencia del Lema 5.1 obtenemos una expresién explicita de
un polinomio de eliminacién para U; moédulo 7.

Corolario 5.4 Sean N®) := (p* —p)/(p—1) y N9 :=
Existen racionales ¢; >0 (0<j < N®) y & >0 (0<i
se cumple la siguiente identidad en Q[Z,T,U]/ZL:

g(p" ' =1)/(p—1).
< N@) tales que

N®) N(@
Z chj“TQ(jH)Ul(p’l)J“’ _ Z @ABszjHUl(pfl)JJrq. (5.5)
=0 j=0

Demostracion: Reescribimos la identidad F,, = 0 de Q[Z,T,U]/Z de la
siguiente forma:
T2
U,—Up_1+ B?Uﬁ = ATU/].
Reemplazando U,, y U, — U,_1 por las correspondientes parametrizaciones
P,(E,T,Uy) y P.(E,T,U;) de acuerdo a las igualdades (5.3) y (5.2) para
k = n, obtenemos la siguiente igualdad en Q[=Z,T,U|/Z:

2

Pu(E,T,Uh) + B Pa(E.T. U1 = ATP,(2,T,Uy). (5.6)
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Argumentando como en la demostracién del Lema 5.1 vemos que existen
racionales ¢; > 0 (0 < j < N)) tales que

()
T2 - N . . Y
Pn(Ea T) Ul) + B 2 Pn(E7 Ta Ul)p = E : CjBJ+1T2(J+1)U1(p 1)]+p’
=0

Argumentando como en la demostracion de la primera afirmacién del Lema
5.1 vemos que existen ¢; >0 (0 < i < N(q)) tales que

N(@)
P, (2, T,U)? = Z EijTQle(P—l)J-Fq'
j=0

Escribimos Py, = Uy S0 &1, BITY UL Sea 0 < j < N = g(Np+1)
fijo. Entonces existen 0 < ji,...,j; < N, +1 tales que j = j1 +- - -+ jq4. Por
lo tanto, al igual que en la demostracion de la segunda afirmacién del Lema
5.1, vemos que el monomio

q . 1 ] —1Dj
U{I(ngi—LnTQ]iUl(p_l)]l) - Uf(ngi—Ln)TQ]Ul(p v
P i=1

es un sumando en la expansién monomial de P,(Z,T,U;)?. Esto muestra
quec; >0para0<j <N (@) y prueba que la identidad (5.5) tiene la forma

deseada. 2
Definimos
POET,U,) = Z;\f:(g) Cij+1T2j+1U1(p—1)j+p_r?
POET,U,) = AZ;VZ(S) ’5ijT2jU1(P*1)J'+q*T’

P(E,T,Uy) UrT(PA(E,T,Uy) — PO(E,T,Uy)),

donde r := min{p, ¢}. El Corolario 5.4 asegura que P es un polinomio de
eliminacién para U; médulo Z. Consideremos una factorizacion

N

P=p(ET) H(U1 - pi(E,T))
i—1

de P sobre una clausura algebraica de Q(Z, T'), donde N := max{N® N@}
Cada factor de P puede identificarse con una componente irreducible de
V = V(Z : det(J)*>) C C""3. En particular, el factor U] de P representa la
componente irreducible C' := {U; = --- = U,, = 0} de V para los polinomios
.o F,.

Consideramos a V' como la familia paramétrica de variedades cero—di-
mensionales definidas por la proyeccién 7 : V —=C? dada por m(&,t,u) :=
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(a, B,t). Desde este punto de vista, dejando de lado la componente irredu-
cible obvia C, vamos a calcular el polinomio

P*(E,T,U,) := PP, T,U,) — PY(E, T, U)).

Notamos V* := V' \ C a la clausura Zariski de V' \ C' y como I(V*) C
Q[E,T,U] el ideal de V*. Sea I(V*)¢ := Q(E,T) ® I(V*). En el siguiente re-
sultado damos una caracterizacion de la familia de polinomios de eliminacién
que vamos a considerar:

Lema 5.5 El polinomio P*(Z,T.,Y) es irreducible en C[=,T,Y]. En parti-
cular, P*(Z,T,Uy) es el polinomio minimal (primitivo) de Uy en la extension
de cuerpos Q(2,T) — Q(=,T)[U]/I(V*)°.

Demostracion: Por construccion, es claro que P*(Z,7,Y) es un polinomio
de eliminacién para U; médulo el ideal I(V*)¢ C Q(Z,T)[U].
De acuerdo a las identidades (5.2), (5.3) y F;, = 0, tenemos que

~ - - 1 -
P(E,T,Y)=TPI(E,T,Y)A (Pn(z, 1Y)~ Poa(ETY) + 5 BI*PUET, Y)).

Esta identidad prueba que podemos considerar a P(Z,7,Y’) como un poli-
nomio en A con coeficientes en Q[B,T,Y]. Sea Q(B,T,Y) € Q[B,T,Y] un
divisor primo de los coeficientes de P(Z,T,Y) € Q[B, T, Y][A]. Como Q di-
vide a TP;Z(NE, T,Y), entonces Q =T o Q divide a P,(E,T,Y). En caso que
Q divida a P,(=,T,Y), usando que @ divide a P, (Z,T,Y) — P, 1 (5, T,Y) +
BT?P}(2,T,Y)/2 deducimos que Q divide a P,,_1(E,T,Y). Argumentando
recursivamente concluimos que @ divide a Pi(Z2,7,Y) = Y. Por lo tanto,
Q =To@ =Y. Teniendo en cuenta que TY" es el monomio de mayor grado
enY y T que divide a P, vemos que P*(Z,T,Y") es un elemento primitivo de
C[B,T,Y][A]. Més aun, como P* es un elemento de Q[B,T,Y][A] de grado
1 en A concluimos que es irreducible en C(B,T,Y)[A]. Entonces el Lema de
Gauss asegura que P*(Z,7,Y) es irreducible en C[Z,T,Y]. [

5.3. La complejidad del calculo de proyecciones li-
neales

Considerando a V* como la familia de variedades cero—dimensionales de
C" definida por la proyeccién 7 : V* —=C3, nos concentramos en el proble-
ma de calcular el polinomio P*(¢,¢,Y) para ¢ € C2 y t € C' dados. Més
precisamente, nos concentramos en el problema del cdlculo del polinomio
minimal

M(£,t,0,Y) i= P*(at®tDa=n+1 gyp=1)* pp=1 4=@+1)y) (5.7)
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de la proyeccién de 7~ (at®tD@=r)+1 gi(p=1)* pp=1) determinada por la
forma lineal t**1U; para ¢ € C! dado. Con el objetivo de calcular com-
plejidad de resolver este problema, vamos a usar un modelo de algoritmos
robustos de eliminacién simbdlica presente en [CGHT03].

5.3.1. Un modelo para algoritmos de eliminacién simbdlica

En esta seccion exhibimos un modelo de los algoritmos simbdlicos que
calculan el polinomio M (&,t,¢,Y) de (5.7) para valores de «, 3, t y £ arbi-
trarios. En tal sentido, nuestra estructura de datos D C C* es el siguiente
conjunto de valores “admisibles”:

D = {(at® D@41 gyl gt pt) (e 6, 1,0) € O

Cada instancia admisible (71,72, 73,74) € D, o c¢ddigo de entrada, deter-
mina o codifica un problema de eliminacién, u objeto de entrada, es decir, el
vector de representacién densa

(F1(7-177—27T37 U)7 o 7Fn(7—17 72,73, U)7T4U1)~

El conjunto de todos los objetos de entrada @ C Cf se denomina la clase
de objetos de entrada y se define de la siguiente forma:

O:={(Fi(r1,72,73,U),.... Fo(11, 72,73, U), 74aU1))€CR : (71,72, 73, 74)€ D},

donde R := (n—1)(” Zi?l) + (méx{%i}fnﬂ) + 1. En este sentido, tenemos

un morfismo de conjuntos construibles

w: D — O
(7-177_277_377—4) = (Fl(T1a7—277-37U)7"‘7Fn(7_177_27T3aU)’7-4U1)

que intuitivamente representa el conjunto de problemas de entrada admisi-
bles con su correspondiente codificacién. Remarcamos que toda codificacion
considerada aqui estd dada por una restriccién de un morfismo polinomi-
al del correspondiente espacio ambiente de la estructura de datos y de la
clase de objetos que consideramos. En particular, w es la restriccion de un
morfismo polinomial C* — C%.

Como indicamos anteriormente, la salida de cada problema de elimi-
nacién w(at®@ra=—+1 gip=1% pp=1 1p+1) ¢ O es la representacién densa
del polinomio de eliminacién M (&,t,¢,Y) € C[Y], esto es, el vector de coefi-
cientes de dicho polinomio. Todos estos objetos de salida constituyen la clase
de objetos de salida O* de la familia de problemas de eliminaciéon dados por
w : D—0, que esta definida de la siguiente forma:

1

0% ={M(&,t,0,Y) e Cm&palr" ™"+ (qppHD(@=n)+1 gip=1)% pp=1 41y e D).
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Maés aun, tenemos un morfismo de conjuntos construibles que asocia los
objetos de entrada con los correspondientes objetos de salida (en su repre-
sentacién densa), es decir,

D : 0O — O
w(at(pﬂ)(qfr)ﬂ’5t(p71)2,gtpfljtp+1) — M, 0,Y).

En estos términos, ahora podemos decir lo que entendemos por un pro-
cedimiento de eliminacion tipo Kronecker.

Definiciéon 5.6 Un procedimiento de eliminacién tipo Kronecker que re-
suelve la familia de problemas de eliminacion determinada por w : D — QO
estd dado por un conjunto construible D* C C°, llamado la estructura de
datos de salida, con una codificacion (polinomial) w* : D* — O* de O*, y
un morfismo polinomial U : D —D* tal que V(T) resuelve el problema de
eliminacion w(t) para todo T := (ozt(pﬂ)(q_r)ﬂ,ﬂt(p_l)zjﬂtp_l,tp+1) €D,
es decir, la codificacion de M(&,t,0,Y) = ® o w(7) estd representada por
V(7). En otras palabras, el siguiente diagrama conmuta:

4

D D*
w w*
@ o*

5.3.2. La nocién de robustez

Todo los procedimientos de eliminacién conocidos poseen una propiedad,
vamos a denominar robustez ([HMPWO98], [Par00], [GHO1], [CGH'03]). Por
esta razon, en lo que sigue restringimos nuestra atencién a algoritmos de
eliminacién robustos.

La familia de problemas de eliminacién w : D — O depende de cua-
tro parametros continuos: «, (3, t y £. Como es habitual en la teoria de
eliminacién efectiva, nuestros objetos de salida dependen de forma racional
de los parametros de entrada. Dado que todos los algoritmos de eliminacién
conocidos poseen versiones libres de ramificaciones del mismo orden de com-
plejidad, solo consideramos algoritmos libres de ramificaciones para resolver
la familia de problemas de eliminacion w : D — O. Pero en este caso, cier-
tos objetos de entrada admisibles pueden producir objetos de salida mal
definidos. Con el objetivo de evitar esta dificultad, admitimos en lo que
sigue ciertos procesos limites (algebraicos) que modelamos usando la nocién
de places (ver, por ejemplo, [ZS60]).

Ma3s precisamente, admitimos un morfismo racional ¥ : D —D*  junto
con la correspondiente codificaciéon polinomial w* : D* — O*, como una
solucién de nuestra familia de problemas de eliminacién w : D — O, si el
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valor W(7y, 79, 73, 74) puede determinarse en el espiritu de la regla de I’Hopital
para todo (71, 72,73, 74) € D. Estos algoritmos de eliminacién se definen de
la forma:

Definicién 5.7 Un algoritmo de eliminacion w* : D*—0%, ¥ : D—=D" se
llama robusto si, para todo T € D y para todo place ¢ : C(D)—CU{o0} que

es finito sobre el anillo local C[Dloy, , el valor ¢(V;) de la j-ésima coordenada
U, de U = (Vyq,...,¥g) es finito y solo depende de T para 1 < j < S.

Remarcamos que la definicién anterior se puede expresar equivalentemente
de la siguiente forma: para todo 7 € D, tenemos que

C[D]sm, — C[D]om, [¥1,. .., ¥s]

es una extensién integral de anillos.

Una clase importante de ejemplos de procedimientos de eliminacién ro-
bustos es la de los procedimientos de eliminacion invariantes (ver [HMPW98],
[CGH103]). En nuestro contexto, a dos puntos 7 := (at®P+1@=m)+1, Btr=1?
op=t ety = (/e tDan) L gry(=D)? =l ety e €4 los llama-
mos equivalentes (en simbolos: 7 ~ 7') si w(7) = w(7’). Observemos que
7 ~ 7/ implica M (§,¢,0,Y) = M(&',t',¢')Y). Llamamos a polinomios I'; €
k©,U], T'e € k[©,Y] y I's € k[O] invariantes (con respecto a ~) si para
todo par de puntos equivalentes 7,7/ € C* se cumplen las identidades
Ii(r,U) =T1(7,U), Ta(7,Y) =To(7,Y) y I's(r) = T3(7).

Supongamos que el procedimiento de eliminaciéon ¥ : D — D* es to-
talmente libre de divisiones (es decir, la solucién general M (£,¢,¢,Y) de un
problema de eliminacién dado estd en Q[r|[Y]). Llamamos a ¥ invariante
(con respecto a la relacién de equivalencia ~) si Wy, ..., ¥g son polinomios
invariantes. Que el procedimiento de eliminacién ¥ sea invariante significa
que para cualquier cédigo de entrada 7 € C* el cédigo w(r) € D* del corres-
pondiente objeto de salida M (&, t,¢,Y") depende solo del objeto de entrada, y
no de una representacién particular 7. En otras palabras, un procedimiento
de eliminacién invariante produce la solucién de una instancia particular del
problema de una forma independiente de las diferentes representaciones de
dicha instancia.

Dado que todos procedimientos de eliminacion tipo Kronecker conocidos
producen representaciones libres de ramificaciones y totalmente libres de
divisiones del polinomio de salida, y dado que se basan en la manipulacién
del objeto de entrada (y no en su representacién particular) con técnicas de
algebra lineal o de bases de Grobner, concluimos que dichos algoritmos son
procedimientos de eliminacién invariantes y robustos.
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5.3.3. La complejidad de los algoritmos de eliminacién ro-
bustos

Para un procedimiento de eliminacién w* : D* ¢ C¥—0*, ¥ : D—=D*,
la dimension S del espacio ambiente D* se llama la complejidad del proce-
dimiento de eliminacion w*, ¥, y se denota por u(D,O* V). La minima
complejidad (D, O*, ¥) de todos los procedimientos de eliminacién que re-
suelven la familia de problemas de eliminacién w : D— 0O, & : O — O* se
llama la complejidad de la familia de problemas de eliminacion w : D—= O,
® : O — O*, y se denota por pmin(D, O*). En simbolos, fiyin(D,0*) :=
ming u(D, O*, V).

Remarcamos que esta nocién de complejidad es una generalizacién de
tres medidas de complejidad estandar en la teoria de eliminacién efectiva:
el tamano de la representacién densa o rala y la longitud (no escalar) de la
representacion por medio de straight—line programs. De hecho, es claro que el
tamano minimo de la representacion rala o densa de una familia “continua”
F ={Q; : j € J} C C[Uy,...,Uy] de polinomios de grado acotado es
una cota inferior para la complejidad del calculo de dicha representacion
de un miembro genérico de F. En otras palabras, el costo de un algoritmo
cuya salida es la representacién densa o rala de los miembros de F se acota
inferiormente por la dimensién del menor espacio ambiente C° que contiene
a F. Por otro lado, para un polinomio F' € C[Uy, ..., U,| dado, consideramos
la minima longitud no escalar L(F') de un straight-line program que evalia
a F.Sean L € Ny Wy :={F € C[Uy,...,U,] : L(F) < L}. De [BCS97,
Exercise 9.18] (ver también [HS82, Theorem 3.2]) deducimos que Wy, es
un subconjunto construible de CE+7+D? v 1a dimensién (L + n + 1)2 del
espacio ambiente de W, refleja la complejidad (no escalar) de un straight—
line program para un polinomio genérico F' € Wr,.

5.4. La cota inferior

En esta seccién probamos que cualquier algoritmo robusto que resuelve la
familia de problemas de eliminacién w : D—=0 tiene complejidad Q(gp"2),
esto es, (D) salvo términos polinomiales en p y q.

Mas precisamente, vamos a mostrar que, dado un procedimiento de eli-
minacién robusto ¥ : D — D*, w* : D* — O* que resuelve nuestra familia
de problemas de eliminacién w : D — O, ® : O — O*, la dimensién S
del espacio ambiente C° de D* es al menos N@ 41 = Q(qp™?). Esto es
una consecuencia del hecho de que el espacio tangente de D* en 0 tiene
dimensién al menos N@ + 1. Con el objetivo de probar este hecho, vamos
a exhibir N@ 4+ 1 curvas contenidas en D* que pasan por 0 con vectores
tangentes C-linealmente independientes. Estas curvas se obtienen fijando
a,B,¢ € C\ {0} y variando t.

Ahora enunciamos y probamos nuestro resultado principal.
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Teorema 5.8 Con las notaciones e hipdtesis anteriores, tenemos la si-
guiente cota inferior:

Demostracién: Sea w* : D* C AS —O*, ¥ : D—D*, un procedimiento
de eliminacion robusto que resuelve la familia de problemas de eliminacion
w:D—0,9:0—0"

Dado que

D = {(at@HD@+ gi(p=D® o=l yp+ly . (e ¢ 0) € C1Y,
identificamos C[D] con
CJATWH )@=+l pp@=1* pre=1 7rtl] « [T, Z, L],
el ideal maximal Mo C C[D] con
(AT(pH)(qu)H’BT(pfl)z’LTp%?TpH) c C[T,Z, L],
el cuerpo de funciones racionales C(D) con el cuerpo de funciones racionales
C(ATPHOa=n+1 g1 ppr=1 TPl c (T, B, L)

y el anillo local C[D]gy, con S™IC[AT®Da—)+1 BTe-1)* pTr—1 Trtl]
donde S es el conjunto multiplicativo

S:={p(AT@ D=+ pp@=17% L rp=1 Ty« heClYy,Ya,Ys,Y4],p(0,0,0,0£0}.

Consideramos las coordenadas ¥q,...,¥g € C(D) de ¥ como elementos de
C(5, TP Da—n)+1 2= pr=1 Tp+l)  C(T,Z,L). De la definicién
de robustez vemos que ¥, ..., Vg son integrales sobre C[D]gn,, 0 equivalen-
temente, sobre S~1C[AT(P+D(g=r)+1 BT®=-V? Tp-1 TP+ c s7ICIT, =, L).
Dado que S™'C[T, Z, L] es integralmente cerrado en su cuerpo de fracciones,
deducimos que ¥y, ..., Vg pertenecen a S~!C[T, Z, L].

Fijamos 1 < j < Sy escribimos ¥; = a;/b; con a; € C[T,E,L] y b; € S.
Tenemos una ecuacién de dependencia entera

(&)’"f‘ n M(@)mﬂ g0y
b jm;—1 \bj 45,0

con pji, qji € (C[AT(pH)(q_’")“, BT(p_l)Q, LTP=1 TP y g;; € S para 0 <
1 < m; —1. La condicién Pji> Qi € C[AT(erl)(qﬂ")Jrl, BT(pfl)Q, LTpfl, Tp+1]
para 0 < ¢ < mj—1 implica que p;;(0,=,L) € Cy ¢;(0,Z, L) € C. Ademas,
como ¢;; € S, tenemos que ¢;;(0,=,L) # 0 para 0 < i < m; — 1. En
consecuencia, tenemos que

U,(0,2,L) eC paral<j<6S. (5.8)
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Por la definicién de robustez se deduce que ¥(t,&,¢) estd bien definida
para todo (¢, t,£) € C*. En particular, para todo (¢,#) € C3 en un entorno
del (0,0,0) € C3 tenemos que ¥(0,¢,#') estd bien definida.

Fijemos ¢ € (Q\ {0})? y consideremos N@ + 1 niimeros racionales
distintos {o,...,{nw € Q. Sea 7; : C! — C* el morfismo definido por
v;(t) := (t,€,4;) para 0 < j < N(@. Los argumentos previos muestran que
el morfismo o : C1—=0O* dado por ;(t) := w*o(¥y,..., ¥g)oy;(t) estd bien
definido y es holomorfo en un entorno de 7' = 0 en C!. Ademds, de (5.7) se
deduce la identidad

0j(t) = ®owon;(t) =tPA (€, 4;,Y) — =Dt p(e . y) (5.9)

en un entorno de T = 0 en C! para 0 < j < N@ donde, con abuso
de notacién, por P (&,4;,Y) nos referimos en realidad a la representacion
densa de dicho polinomio para ¢ = 1,2. Si r > 2, entonces, aplicando la regla
de la cadena a (5.9), obtenemos

Da;(0) = PP(&,4;,Y) = Dw*(¥(0,&,£;)) - D(T 0;)(0).

Por (5.8) tenemos que ¥(0,§,¢;) € C* es un vector complejo independiente
de ¢;. Por lo tanto, M := Dw*(¥(0,&, ¢;)) es una matriz compleja de tamafio
(méx{p,q}p" 1) x S independiente de ¢;. Dado que Da;(0) = M - D(¥ o
7v;)(0) para 0 < j < N@, concluimos que el vector Do;(0) = P®) (&,¢5,Y)
se encuentra en la imagen de M para 0 < j < N,

De la representacién densa de P(?) deducimos que, para elecciones genéri-
cas de lo, ..., N € Q, los vectores Do;(0) son linealmente independientes.
Efectivamente, descartando los coeficientes nulos, estos vectores forman una
matriz de Vandermonde V (€2, ... ,K?V(q)) de tamano (N@ +1) x (N@ +1).
Por lo tanto, para una eleccién de fy, ..., ¢y € Q con (2 # 6]2- para 0 <
i < j < N9, deducimos que {Do;(0) : 0 < j < N@} es un conjunto
Q-linealmente independiente. Esto muestra que S > rank M > N@ 41 y
finaliza la demostracién del teorema. |

El Teorema 5.8 demuestra que, independientemente de la estructura de
datos y del procedimiento de eliminacién (robusto) usado para resolver (5.1),
un factor del orden DY) necesariamente aparece en la estimacién de com-
plejidad en el peor caso, donde D es el nimero de Bézout del sistema (5.1).
Por otro lado, observamos que la magnitud de la constante subyacente en la
notacién Q(1) si depende de la estructura de datos en consideracién. En el
caso de la representacién rala y la representaciéon por medio de straight—line
programs, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.9 Sea w* : D* — O*, ¥ : D — D* un procedimiento de

eliminacion que resuelve la familia de problemas de eliminacion w : D—=QO,
®: O — O*. Entonces:
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1. Si la estructura de datos de salida w* : D* — O* corresponde a la
representacion rala del polinomio minimal M(&,t,0,Y), entonces ¥
realiza Q(qp™~2)operaciones aritméticas en Q.

2. Sila estructura de datos de salida w* : D*—O* corresponde a la repre-
sentacion por medio de straight-line programs del polinomio minimal
M(&,t,0,Y), entonces U realiza Q(\/qp™~2) operaciones aritméticas
en Q.

Demostracion: Supongamos primero que la codificacién w* : D* —O* es
la codificacién rala de los polinomios M (&,t,¢,Y"). Entonces por el Teorema
5.8 concluimos que deben calcularse al menos €(gp™~2) coeficientes de los
polinomios M (§,¢,¢,Y"). Esto muestra que el correspondiente algoritmo debe
realizar al menos Q(gp"~2) operaciones aritméticas en Q y demuestra la
primera afirmacion.

Ahora supongamos que la codificacién w* : D* — O* es la codificacién
straight-line program de los polinomios M (£,t,¢,Y), es decir, el correspon-
diente algoritmo W calcula los pardametros de un straight-line program que
evalia los polinomios M(&,t,¢,Y) para una entrada admisible. Del Teore-
ma 5.8 concluimos que este straight—line program no puede describirse con
menos de N@ 41 pardmetros. Teniendo en cuenta que la variedad formada
por todos los polinomios en C[Y] que se evalian por un straight-line pro-
gram de longitud al menos L pertenecen a un subconjunto construible de
C(L+2)? (ver, por ejemplo, [BCS97, Theorem 9.9] o [HS82, Theorem 3.2]),
concluimos que el straight—line program construido por el algoritmo ¥ tiene
longitud al menos Q(y/¢gp™—2). Esto finaliza la demostracién del corolario. m

Observamos que las cotas inferiores del corolario son casi optimales para
cada codificacién. En efecto, la cota inferior (gp™~2) de la primera afirma-
cién del corolario esta cerca de la cota inferior optima, max{p,q}p"~* + 1,
para la codificacién rala de polinomios univariados de grado max{p, ¢}p"~!.
Por otro lado, la cota inferior de la segunda afirmacion estd cercana a la
cota inferior optima de Paterson—Stockmeyer, Q(y/méx{p, ¢}p"~1), para los
straight—line program que codifica los polinomios univariados de grado como
mucho méx{p, ¢}p" ! (ver, por ejemplo, [BCS97, Proposition 9.2]).

Finalmente, cabe destacar que, de acuerdo con [DDMO05, Theorem 13],
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.10 Eziste un algoritmo simbdlico que calcula la representacion
densa del polinomio minimal de una proyeccion lineal arbitraria del conjunto
de soluciones complejas del sistema (5.1) con O(D?) operaciones aritméti-
cas, salvo términos logaritmicos.

A partir del Corolario 5.9(1) deducimos que el algoritmo del Teorema 5.10
tiene complejidad “cercana” a la éptima.
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Capitulo 6

Condicionamiento numeérico

Sean g1 v g2 funciones de clase C3 en R y analiticas en « = 0 tales que
gi(0) =0, gi(xz) >0, g/'(x) >0y g/"(x) > 0 para todo > 0 con i = 1,2.
Consideramos nuevamente el siguiente sistema de ecuaciones:

0 = —(Uz—Ul) —I—h;gl(Ul),
0 = —(Urp1 —2Uk 4+ Up_1) + W21 (Uy), (2<k<n-1),
0 = —(Un1 —Un) — hAga(Up) + g1 (Uy).

(6.1)

En el Capitulo 5 mostramos que los métodos simbélicos que calculan la
solucién positiva de (6.1) para un valor dado de A requieren una cantidad
exponencial en n de operaciones aritméticas, de lo cual deducimos que (6.1)
esta mal condicionado para su resolucién por medio de algoritmos simbdlicos.
Por lo tanto, en este capitulo analizamos la factibilidad de resolver (6.1)
utilizando métodos numeéricos.

Mas precisamente, fijemos n € Ny a® > 0. Con el fin de calcular en forma
aproximada la solucién positiva de (6.1) para estos valores de n y A := o,
partiendo de un valor o, de A donde se pueda aproximar la solucién corres-
pondiente con buena precisién, vamos a seguir la curva determinada por las
soluciones positivas de (6.1) cuando A recorre el intervalo cuyos extremos
son o v . El costo de esta estrategia queda esencialmente determinado
por el nimero de condicién de la curva en consideracién, cuyo analisis es el
objetivo central de este capitulo.

Sea F := F(A,U) : R"*! —=R" la funcién definida por la parte derecha

63



de (6.1). La matriz Jacobiana de F' con respecto a las variables U es

r, -1
oF -1 .-
J(AU) = —(AU) := 6.2
(,)8U(7) S (6.2)
-1 T,
con
Iy = 1+ 3h%gi(Uh),
r; = 2+h291(U2>1 (2§Z§n_1)7
T, = 1+ 1n%g|(U,) — hAgy(Uy).

El ntmero de condicién que vamos a estudiar estd esencialmente determi-
nado por la inversa de la matriz Jacobiana J(A,U), y el vector gradiente
(OF JOA)(A,U) en la curva en cuestién. En este capitulo demostramos la in-
versibilidad de dicha matriz Jacobiana, y obtenemos una forma explicita de
su inversa. Ademads, obtenemos una cota superior del nimero de condicién
de dicha curva.

En primer lugar, recordamos que, a partir del sistema (6.1), se deducen
las siguientes relaciones recursivas (ver (3.5) del Capitulo 3):

Ur(u1) = wu,

(w) = w+ g (wm),

Ups1(ur) = 2Ux(u1) — Up—1 () + 221 (Ug(ur)), (2<k <n—1),
A(wr) = (3(Un = Up-1)(w1) + 591 (Un(u1))) /g2 (Un(w1)).

U2 (75}

u1

(6.3)
Ademsds, como en los capitulos anteriores, consideramos las siguientes fun-
ciones auxiliares.

g1(z)
g2(z)°

Definicién 6.1 v Llamamos g : Rsg — Rag a la funcion g(x) :=

= Llamamos G1 : R — R a la funcién primitiva de g1 que cumple
G1(0) = 0.

= Llamamos G : R.g — Rog a la funcion G(z) = G1(x)/g3(x).

6.1. Inversibilidad de la matriz Jacobiana

Sea (a,u) € (Rsp)™*! una solucién de (6.1). Derivando respecto de Uy en
(6.3) y sustituyendo U; por u; obtenemos el siguiente sistema tridiagonal:

Cy(ur) —1 1 0

-1 Up(ur) | :
U : - 0
—1 Tp(w) Uy (u1) hga(Un(u1)) A’ (u1)



Para 1 < k < n — 1, notamos por Ag(A,U) al k-ésimo menor principal
de la matriz J(A,U), esto es, la matriz formada por las primeras k filas y
las primeras k columnas de J(A,U). Por la regla de Cramer deducimos las
siguientes identidades:

hga(Un(w))A'(u1) = det (J(a,u)), (6.4)
det (J(a,w))Up(u1) = hge(Un(u1))A' (u1)det (Ap_1(c,u)), (6.5)

para 2 < k < n. A partir de estas identidades obtenemos el siguiente resul-
tado.

Teorema 6.2 Sea (o, u) € (Rso)" ! una solucion de (6.1). Si A'(uy) # 0,
entonces la matriz J(o, u) es inversible y det (J (o, u)) A’ (uq) > 0.

Demostracién: Sea (a,u) € (Rso)"™! una solucién de (6.1). Dado que
hga(u1) > 0, gracias a la identidad (6.4), observamos que A’(u1) # 0 si 'y
solo si det (J(a,u)) # 0. Mds aun, A’(u;) > 0 si y solo si det (J(a, u)) > 0,
de donde deducimos el enunciado del teorema. |

Del Teorema 6.2 se deduce el siguiente corolario que caracteriza la es-
tructura de J(a, ).

Corolario 6.3 Sea (o, u) € (Rs)"* una solucion de (6.1). Si A’(uy) # 0
entonces el menor principal Ap_1(c,u) es simétrico definido positivo. Mds
ain, si A'(u1) > 0 entonces la matriz J(o,u) es simétrica definida positiva.

Demostracién: Sea (a,u) € (Rg)"*! una solucién de (6.1). Las matri-
ces J(a,u) y Ap—1(a,u) son simétricas por definicién. Por lo tanto, falta
demostrar que las matrices J(a,u) v A,—1(,u) son definidas positivas.
Supongamos que A’'(u1) # 0. Entonces, combinando (6.4) y (6.5) con el
Teorema 6.2, se deducen las siguientes identidades:

Up(u1) = det (Ap_1(c,w))(u1) (2<k<n). (6.6)

Combinando (6.6) con el Lema 3.2 vemos que det (Ag(o,u)) > 0 para
1 <k < n— 1. Entonces el criterio de Sylvester nos muestra que la matriz
Ap—1(a, u) es definida positiva. Es més, si A'(u1) > 0, entonces det (J (o, u)) >
0 y, por el mismo criterio, la matriz J(«,u) es definida positiva. [

6.2. Una factorizacion de la inversa de la matriz
Jacobiana

Habiendo mostrado la inversibilidad de la matriz J(a, u) para la solucién
(a,u) € (Rsg)™™! de (6.1) en los casos que estamos estudiando, el préximo
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paso consiste en obtener una expresién explicita la matriz inversa J~!(a, u).
Con este fin, enunciamos el siguiente resultado sobre la estructura de la
matriz J (o, u).

Proposicién 6.4 Sea (a,u) € (R=o)" ™! una solucion de (6.1). Si A'(uy) #
0, entonces la matriz J~ (o, u) tiene la siquiente factorizacion:

1 1 1 1
b w, u’z
!
L o I %
uf ul, Uz Uz
1 ) . .
J Ho,u) = ,
1 ur 1 LIQ Un—1
A W, i
1 1 ul Up g up,
aan  dy v A dlh

donde d(J) := det (J (o, u)) y u}, := Uj(w1) para 2 < k < n.

Demostracion: Por el Corolario 6.3, la matriz A,_1(«,u) es tridiago-
nal, simétrica y definida positiva. Por lo tanto, tiene una factorizacion de
Cholesky, es decir Ap,—1(a,u) = LDL!, donde las matrices L := L(a,uy) y
D := D(«,up) estan dadas por

—1 Ln—l Ln—l

con In =11y Ly =T} — ﬁ para 2 < k < n — 1 (ver, por ejemplo,
[Meu00, §1.7]). Dado que Ag(c, u) es el k-ésimo menor principal de J(a, u),
se cumple que

det (Ag(o,u)) =Ly -+ Ly (6.7)

paral < k < n—1, de donde se deduce que Ly > Oparal < k <n—1. Porlo
tanto, a partir de la factorizacién de A,,_1 (o, u) obtenemos una factorizacién
similar para J(a,u), es decir J(o,u) = LDL!, donde las matrices L :=
L(a,u1) y D := D(a,up) son las siguientes:

L 1 1571
L = D =
( v Ly > ’ < L, ) ’

conv:=(0,...,0,—-1) e R*=D gy =T, — ﬁ Ademés, tenemos que

Li(u1) -+ Lp(w) = det (J(a, u)). (6.8)
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Asimismo, combinando (6.7) con (6.6) deducimos las siguientes identidades:
Ll(lﬂ)---Lk,l(ul) :U,g(ul) (2 Skﬁn) (6.9)
De acuerdo con la proposicion, se trata de determinar la existencia de

una factorizacién de la matriz inversa de J(«,u) como en el enunciado. A
tal efecto, si invertimos la matriz L obtenemos

1 1
Ly Ug
1 Ly 1w
L1L L1L ! !
1 1L2 1L2 Uz Usg
L = = . . )
1 Ly Ly..Ln—1 1 ul ul

con d(J) :=det (J(a,u)) y u}, := Uj(w1) para 2 < k < n, donde la segunda
identidad es una consecuencia de (6.9) y (6.8). Como se cumple la identidad
Ja,u) = (L71)'D™1) - L7, la segunda matriz de la factorizacién de
J (v, u) del enunciado de la proposicién es L~!. Por otro lado, la primera
matriz de la factorizacion de J~!(a, u) del enunciado se obtiene facilmente
multiplicando (L~!)! por la matriz diagonal D~! = diag(L,...,L,) =
diag(uh, uh/ub, ..., d(J)/ul,). m

Combinando los resultados de este capitulo con los del Capitulo 4 pode-
mos enunciar un teorema de inversibilidad y factorizacién de J(A, U) en las
soluciones de (6.1).

Teorema 6.5 Sea (a,u) € (Roo)"*! una solucion de (6.1) y sean g, G1 vy
G las funciones de la Definicion 6.1. Entonces valen las siguientes afirma-
ciones:

» Si g es decreciente en Ry, entonces la matriz J(a,u) es inversible y
det (J(a, u)) < 0.

= Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones

e cxiste d € [0,1) tal que (ln(G‘li(x)/g%(x)))/ >0 para todo x > 0,
e G"(x) >0 para todo z > 0.

Si g y G son sobreyectivas, entonces existe M (o)) > 0 tal que la matriz
J (o, u) es inversible y det (J(a,u)) > 0 para todon > 1+ M(a)/(2 -
2d). Mds aun, la matriz simétrica J(o,u) es definida positiva.

Ademds, en ambos casos J~'(a,u) se factoriza como en la Proposicion 6.4.

Demostracion: Combinando el Teorema 6.2 con el Teorema 4.6 deducimos
la primera afirmacién del enunciado. Por otro lado, combinando el Teorema
6.2 y el Corolario 6.3 con el Teorema 4.9 obtenemos la segunda afirmacion.
Ademads, en ambos casos se cumplen las hipétesis de la Proposicion 6.4, de
donde obtenemos la existencia de la factorizacién de J~!(a,u). [
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6.3. Cotas superiores del nimero de condicién

A partir de la obtencién de una forma explicita de la inversa de la matriz
Jacobiana J(A, U) en los puntos de la curva determinada por (6.1), podemos
obtener estimaciones del nimero de condicién de dicha curva.

Sean a® > 0y a, > 0 constantes independientes de h. Entonces el Teore-
ma 4.13 demuestra que, bajo ciertas condiciones, el sistema (6.1) tiene una
Unica solucién real positiva con A = «, para todo « en el intervalo real Z :=
I (s, a*) determinado por o, y a*, que notamos como (u1 (), Uz (ui (), . . .,
Un (ul(a))). En lo que sigue vamos a acotar el nimero de condicién

K = max{||¢'(a)||oo : @ € I},

asociado ala funcién ¢ : T—R"™, p(a) := (u1(a), Uz (u1(e)), ..., Up(ui())).
Con este propésito, por el Teorema de la funcién implicita tenemos que

| (G e vten) g (asten)]

= [ (e p0) 2 (e o)

(@)oo

HOO

Observamos que (0F/0A)(a, p(a)) = (0, ...,0,—hgs (Un(ul(a)))>t. Por el

Teorema 6.5 tenemos una factorizacién de J—* (a, @(a)) como en la Proposi-
cién 6.4. Si multiplicamos dicha factorizaciéon por (0F/0A)(c, ¢()), obte-
nemos la siguiente identidad:

h92 (u1(a)))
det Q, go(a)))

Combinando esta identidad con (6.4) concluimos que

¢/ (@) ||oe = H (I,Ué(ul(a)),...,U;L(ul(a)))tH

o0

l¢'(@)llec = HM(l,Ug(m(a)), @)

Por el Lema 3.2, vemos que 1 < Uj(u1(a)) < --+ < U}, (u1(a)) y deducimos
la siguiente proposicion.

Proposicion 6.6 Sean a.,a™ > 0 constantes independientes de h y sean
g, G1 y G las funciones de las Definicion 6.1. Entonces valen las siguientes
afirmaciones:

» Si g es sobreyectiva, ¢'(x) < 0 en Rog y o > *, entonces

Uy, (u1(e))

o' (@)oo = m

para todo a € [a*, a].
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= Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones

e cxiste d € [0,1) tal que (ln(G‘f(a;)/g%(x)))/ >0 para todo x > 0,
e G'(x) >0 para todo x > 0.

Si g y G son sobreyectivas, entonces existe M ([, a*]) > 0 tal que

I @l = )

para todo a € [a, o] yn > 1+ M([ax, a*])/(2 — 2d).

Combinando la Proposicién 6.6 con las cotas de A’ (ul(a)) obtenidas en los
Corolarios 4.7 y 4.10, deducimos el siguiente resultado.

Proposicion 6.7 Sean a.,a* > 0 constantes independientes de h y sean
g, G1 y G las funciones de la Definicion 6.1. Entonces valen las siguientes
afirmaciones:

= Si g es sobreyectiva, ¢'(x) <0 en Rsg y ax > a*, entonces

g(un(a))
alg’ (un(@))]

para todo o € [a*, v, donde uy () := Uy (u1(a)).

" (@)oo <

= Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

o criste d € [0,1) tal que (ln(G‘f(@/g%(:p)))/ > 0 para todo x > 0,
e G'(x) >0 para todo x > 0.

Si g y G son sobreyectivas y o, < o, entonces existe M (o, a*]) > 0
tal que

4G (un(a))
(1 = d)ag (un(a))
para todo o € [, @] yn > 14+ M([aw, a*]) /(2 —2d), donde u,(a) =
Un (u1(a)).

A modo de ejemplo, consideramos nuevamente el siguiente sistema de ecua-
ciones:

e’ (@)oo <

0 = —(U—Uh)+2UP,
0 = —(Uks1—2Ux +Up_1) +R2UY, (2<k<n-1) (6.10)
0 = —(Un1—Uy)+ UL — ARV,

con p > 2y q > 2. Entonces, utilizando los Corolarios 4.8 y 4.11, la Proposi-
cién 6.7 se puede reescribir de la siguiente forma.

69



Proposiciéon 6.8 Sean ay,a* > 0 constantes dadas independientes de h.
Entonces valen las siguientes afirmaciones:

m Sip<qya.>a*, entonces

1 up(a)
l¢' (@)oo < ————
q—p «

para todo o € [a*, o], donde uy(a) := Uy (u1(ar)).
m Sip+1>2qya, <a*, entonces

4 U (@)
p+1—-29 «

l" (@)oo <

para todo a € (o, o] yn > 14+ M([aw, *])/(2 —2d), donde u,(a) :=
Un(ur(a)), d:=2q/(p+1) y

(a*)2>(p+1—2q)/2(p—q)

M([ay, a7]) == p((l — zlil)@—l)/(pﬂ—m)'

+ (™) 5

Volviendo al caso general del sistema (6.1), a partir de la Proposicién
6.7 deducimos el resultado principal de este capitulo, que nos provee una
cota del nimero de condicién independiente de h, lo que refleja el buen
condicionamiento de ¢(a).

Teorema 6.9 Sean oy, a* > 0 constantes dadas independientes de h y sean
g, G1 y G las funciones definidas en (6.1). Entonces valen las siguiente
afirmaciones

» Si g es sobreyectiva, g'(x) <0 en Rog y i > o, entonces existe una
constante k1([a*, a.]) > 0 independiente de h tal que

k < K1([o, o).

= Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones

o cziste d € [0,1) tal que (ln(G‘f(x)/g%(x)))/ > 0 para todo x > 0,
e G"(x) >0 para todo x > 0.

St g y G son sobreyectivas y o, < o, entonces existen constantes
ko ([ow, @*]) > 0 y M (o, o]) > 0 independientes de h tales que

k < Ka([aw, ™)),

para todo n > 1+ M (o, o*])/(2 — 2d).
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Demostracion: Por el Teorema 3.21 tenemos que ¢(«) pertenece a un
subconjunto compacto de (R-()™ para todo « en el intervalo real determina-~
do por a, y o*. Como todas las funciones involucradas en nuestro problema
son continuas en Ry, a partir de la Proposicién 6.7 deducimos la existencia
de cotas para k independientes de h. |

Finalmente, enunciamos el resultado correspondiente para el sistema (6.10).

Teorema 6.10 Sean ay,a* > 0 constantes independientes de h. Entonces
valen las siguiente afirmaciones

m Sip<qya.>a*, entonces

(o) (a—P+1)/(p~0)
K<

q—p
= Sip+1>2qya, <a*, entonces

4 Cl(a*)
p+1—-29 o

K<
para todo n > 1+ M([aw, a*])/(2 — 2d), donde d :=2q/(p+ 1),

+ (%) ,

p+1 )(p+172q)/2(pfq)

oD+ 1>1/(p+172q)
p+1—2¢q

Ci(a*) := (((a*)2 .

(a*)Q)(erl—QQ)/?(p—q)

M ([ovi, @) :zp((l — 2121)(”_1)/(7’“—2(1)'

+ (a*) 5
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Capitulo 7

Un algoritmo de
aproximacion numérica

Sean g y g2 funciones de clase C? en R y analiticas en z = 0 tales que
gi(0) =0, gi(xz) >0, g/'(x) >0y g"(x) > 0 para todo > 0 con i = 1, 2.

(2
Consideremos nuevamente el siguiente sistema de ecuaciones

0 = —(UQ—Ul) +}§i91(Ul),
0 = —(Uk+1 —2Uk—|—Uk_1) —|—h291(Uk), 2<k<n-1),
0 = —(Un1 —Un) — hAg2(Up) + g1 (Uy).

(7.1)

Fijamos n € Ny a® > 0. Con el fin de calcular la solucién positiva de
(7.1) para estos valores de n y A := «o*, vamos a determinar un valor a, > 0
de A donde se pueda aproximar la correspondiente solucién de (7.1) con
buena precisiéon y vamos a seguir la curva determinada por las soluciones
positivas de (7.1) cuando A recorre el intervalo cuyos extremos son o, y a.
Por los resultados del Capitulo 6, en los casos que estamos estudiando, el
nimero de condicién de dicha curva admite una cota superior independiente
de n. Como consecuencia de este buen condicionamiento, en este capitulo
exhibimos un algoritmo que calcula las soluciones positivas de (7.1) para A =
a*. Este algoritmo se basa en un método de homotopia (ver, por ejemplo,
[OR70, §10.4], [BCSS98, §14.3]) y tiene un costo lineal en n.

Existen dos enfoques distintos para estimar el costo de un método de
homotopia: usando estimaciones del tipo de Kantorovich, como en [OR70,
§10.4], y usando estimaciones del tipo de Smale, como en [BCSS98, §14.3]. En
lo que sigue, nosotros usamos el primer enfoque, ya que podemos controlar
el nimero de condicién en un entorno de la curva real determinada por las
soluciones positivas de (7.1) al mover el parametro a.
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Sea a, > 0 una constante independiente de h. Entonces tenemos que
la curva definida por las soluciones positivas de (7.1) con a € [ay, ] (o
a € [a*, ay]) es suave, y se cumplen las estimaciones del Teorema 6.9. Sea
u(%) una aproximacién de la solucién positiva ¢(a.) de (7.1) para A = .
Vamos a exhibir un algoritmo que, a partir de (%), calcula una aproximacién
de p(a*), siendo ¢ la funcién que asocia cada o > 0 con la solucién positiva
(u1(a), Uz (ui(a)),...,Un(ui(c))) de (7.1) para A = .

Antes de comenzar con la descripcién del algoritmo introducimos algunas
definiciones y notaciones. Sea F := F(A,U) : R"*1—~R" la funcién definida
por la parte derecha de (7.1). Sea J(A,U) la matriz Jacobiana de F' con
respecto a las variables U, es decir,

I -1
oF -1
JAU) = —(AU) = 7.2
(4.0) = 5(4,0) T
-1 T,
con

r, := 1—{—%h29’1(U1),

I, = 2+hggi(Ul)a (2§Z§n_1)7

L, = 1+ 1n%g|(U,) — hAgy(Uy).

Asimismo, como en los capitulos anteriores, consideramos las siguientes fun-
ciones auxiliares.

Definicién 7.1 v Llamamos g : Rog — Rsg a la funcion g(x) :=

= Llamamos G1 : R — R a la funcion primitiva de g1 que cumple

G1(0) = 0.

» Llamamos G : R.g — Rug a la funcion G(z) = G1(x)/g3(x).

7.1. El caso de absorcién “lenta”

En esta seccién mostramos un algoritmo para aproximar la solucion del
sistema (7.1) para A = o*, cuando se cumplen las condiciones

= g sobreyectiva,
» ¢'(x) <0 en Ry,
« ¢"(x) > 0 en Rop,

donde ¢ es la primera funcién de la Definicién 7.1. De acuerdo al Teorema
3.21, las coordenadas de la solucién del sistema (7.1) estdn contenidas en
un intervalo cuyos extremos solo dependen de « y tienden a cero cuando «
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tiende a infinito. En estas condiciones, para « suficientemente grande pode-
mos obtener una buena aproximacién de la solucién del sistema (7.1) para
A = « y luego recorrer la curva de soluciones hasta obtener una aproxi-
macion del sistema para A = o*.

En lo que sigue vamos a considerar el cambio de variables B := 1/A, que
nos permite trabajar en el conjunto acotado (0, 3*] en lugar del conjunto
[a*,4+00). Asi, se trata de aproximar la solucién positiva del sistema

0 = —(UQ—U1)+%291(U1),
0 = *(Uk_;,_l*QUk+Uk_1)+h2_gl(Uk), (QSkSTL*l),
0 = —(Un-1—Uy) —hB lg(Uy) + 2 g1 (U,)

(7.3)
para B = %, donde §* :=1/a*.
Sea 0 < B, < [* una constante independiente de h a determinar. Fijemos
B € [Bx, 3%]. Del Corolario 3.9 se deduce que ¢(3) es un punto interior del
conjunto compacto

Kg:={ueR": |lullw <29 (1/8)},

donde ¢ es la funcién que asocia cada 3 € [Bx, 3*] con la solucién positiva
de (7.3) para B = 3. Més precisamente, ¢ se define de la siguiente forma:

0 B, 0] —R", o(B) := (ul(ﬁ), Uy (ul(ﬁ)), ol Un(ul(ﬂ)))

En lo que sigue vamos a notar por ux(3) a Ug(u1(5)) para 2 < k < n.
Primero probamos que la matriz Jacobiana Jg(u) := (0F/0U)(B,u) es
inversible en un subconjunto de Kg. Sean u € R" y v € R" puntos tales que

[u=@(B)lloe < b, llv=0(B)llec < s,

donde dg > 0 es una constante a determinar. Notemos que la condicién
6 < g~ 1(1/B) asegura que u € Kz y v € Kz. Entonces, por el Teorema
del valor medio vemos que las entradas de la matriz diagonal Jg(u) — Jg(v)
satisfacen las estimaciones

|(Jslu) = Jp(v),
|(Jstw) = Ts(0),,

Por el Teorema 6.5 y la Proposicién 6.4 tenemos que la matriz Jacobiana
Jo3) = Ja((B)) = (OF JOU) (B, ¢(B)) es inversible y

(L) Zl Ui(n(9)Uj(ua(8)) U} (w(8))Uj(ur(8))
o U (1 (8) Vg (w1(8)) ~ Up(a(8)) det(p(s))

< 207 (297'(1/B))ds, (1<i<n-—1)

< 2hméx{gy (29~ 1(1/8))/6,9{ (297 (1/B)) }ép-

k=méx{i,j}
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< n. Por el Lema 3.2, sabemos que U}, (u1(8)) > ---
En consecuencia,

Y

para 1 < 4,j
Us(u1(B)) > 1.

HJ;(lﬂ)(Jﬂ(“) - Jg(v))” <

o0

h? + 3070 h2UL (ua(B)) + hU, (ul(ﬂ)))
‘ det(J(p(g))‘

hU;, (Ul(ﬁ))
+ ‘ det(J¢(ﬂ))| ) ’

< 133 (2 + (7.4)

< 2ngds (1

donde ng := 2méx{gy (297" (1/8)), 95 (297" (1/8))/5}. Dado que B = 1/4,
por el Teorema 4.6 deducimos que B'(u;) = —A'(u1)/A%(u1) > 0 para
todo z > 0. Combinando esta afirmacién con (6.4), obtenemos la siguiente

identidad:
WUy (u1(8)) _ Uy (u1(8)) B (u(8))
|det(Jy)]  B'(w1(8))g2(un(B))

Por el Corolario 4.7 tenemos que

WU, (us(8)) _ Up(u1(8) B> (ua(8)) _ g(un(B)) B (ua(6))
|det(Ju3)| B (u1(8))g2(un(B)) ~ 19 (un(B))lg2(un(B))

De la definicién y la monotonia de g deducimos que

19" (un(B)1g2(un(B)) _ g1(un(3))g5(un(B)) = g1 (un(5))g2(un(5))

9(un(B)) 91(un(B))

(7.5)

Asimismo, como g; y g2 son funciones analiticas en x = 0 y se anulan en
dicho punto, existe r > 0 tal que, para todo z con |z| < r, tenemos que

o0 o
gi(z) = exa®, go(w) = dpa®,
k=p k=q

con ¢, # 0y dy # 0, donde p y g son constantes mayores que 1. Por lo tanto,
vale la siguiente identidad:

oy (1~ ey o

2
7=0 g1(x)g5(x)

Teniendo en cuenta que u,(3) € (0,g-1(1/8*)] para todo 3 € [Bs, 3*], con-

cluimos que
|9’ (un (8))|g2(un(B)) _ -
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donde p* es una constante que solo depende de 3*. Combinando la ltima
desigualdad con (7.4) y (7.5) obtenemos

Jo5n (st = )| < 2masa(1-+ eI
< 2n55ﬁ(1+ T B(;)l)(g) p*)

Por el Teorema 3.21, existe una constante C(3) > 1 tal que

HJ;(lﬁ) (JB(U) - Jﬁ(v)) Hoo < 23 (1 + 7 (g—l(C(ﬂ)ﬁ/ﬂ))(l — p*))%. (7.6)

Ademas, C(3) cumple la siguiente condicién:

lim C(B) =
Jim, C(8)

Finalmente, como ¢'(x) < 0 para todo x > 0, tenemos que

3 _ )
g5 (g7 H(C(B)/B)) (1 — p*) g5 (g7 HC(8)/8))g(9(C(B)/B)) (1 — p*)
C(B)
91 (g7H(C(B)/B)) (1 = p*)

Combinando esta desigualdad con (7.6) deducimos que

<

i (00— )| = 7 2BOADED
con 6* := (1 — p*)gi(g~1(1/8*)). Por lo tanto, si definimos
0g »=min {gl( 8:7;(9(* J)r/f))é(( 3 7 9‘1(1/@}, (7.8)
obtenemos la siguiente cota:
- st < & o

En particular, si v = (), esta cota nos permite considerar Jg(u) como
una perturbacion de Ji,3). Mds precisamente, utilizando un lema de pertur-
bacién esténdar (ver, por ejemplo, [OR70, Lemma 2.3.2]) deducimos que la
matriz Jacobiana Jg(u) es inversible para todo u € Bs,(¢(8)) y obtenemos
la siguiente cota superior:

4

HJﬁ(u)—l,J@(ﬁ)H <3 (7.10)
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Con el objetivo de describir nuestro método necesitamos una condicién
suficiente de convergencia de la iteracion de Newton estandar asociada a
(7.3) para todo (3 € [B«, 3*]. Argumentando inductivamente como en [OR70,
10.4.2] deducimos la siguiente observacién, que en particular implica que la
iteracion de Newton que estamos considerando es convergente.

Observacién 7.2 Sea 6 := min{dg : § € [Bs, 5*]}. Fijemos B € B, 6% y
consideremos la iteracion de Newton

wk D) — (k) _ Jg(u(k))_lF(ﬁ,u(k)) (k> 0),

comenzando con u®) € Kg. Si ||u®) — p(B)|l0o < J, entonces tenemos que

1\ %k
(k) _ z
[u® —(B)lle < (5) 0
para todo k > 0.

Ahora podemos describir nuestro método de homotopia. Sea Gy := G <
1 < -+ < O := [* una particién uniforme del intervalo [G, %], con N a
definir. Consideraremos la siguiente iteracion:

ub T = u® — g @) TR, ) (0 <k <N 1), (7.11)
uNHRHD = (NHR) g (f(NER) LR g%y (NTRY) (k> 0). (7.12)

Para ver que a partir de la iteracién (7.11)—(7.12) obtenemos una apro-
ximacién de la solucién positiva ¢(8*) de (7.3) para B = *, necesitamos
una condicién que nos asegure que la iteracién (7.11) produce un punto de
atraccion para la iteracién de (7.12). Esto depende de una eleccién adecuada
para N, que discutimos a continuacion.

Por el Teorema 6.9, tenemos que

le(Biv1) —e(Billloe < méx{]|¢'(B)lloo : B € [Be; B7]} Bis1 — Bil

*

< ,‘-{,1

= "N
para 0 < ¢ < N — 1, donde k1 es una cota del nimero de condicién inde-
pendiente de h. Entonces, para N := [35*k1/d] + 1 = O(1), obtenemos la

desigualdad
0
lip(Bi1) = (B0 oo < 5 (713)
para 0 < ¢ < N — 1. El siguiente lema muestra que, a partir de la iltima
estimacién, la iteracién (7.11) nos provee un punto de atraccién para la

iteracion (7.12).

Lema 7.3 Sea N := [38*k1/d8] + 1. Entonces, para todo u(®) con ||ul®) —
©(B:)|lso < 9, el punto uN) definido en (7.11) es un punto de atraccién para
la iteracion de Newton (7.12).
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Demostracién: Por hipétesis tenemos ||u(®) —p(3,)|co < 0. Argumentando
inductivamente, supongamos que se cumple ||u*) — o(6;)||0 < & para 0 <
k < N. Por la Observacién 7.2 deducimos que u*) es un punto de atraccién
de la iteracién de Newton asociada al sistema (7.3) para B = ;. Ademds,
la Observacién 7.2 muestra que ||u*t1) — o(8)||loo < §/3. Entonces

[ — o(Briloe < 1u®D = (B)loo + 19(Bk) — @(Brsn)lloe
< ls+lo<y,

donde la desigualdad ||¢(Bk+1) — ¢(Bk)||oo < 9/3 se deduce de (7.13). Esto
completa el argumento inductivo y muestra en particular que uN) es un
punto de atraccién para la iteracién de Newton (7.12). n

Ahora consideramos la convergencia de (7.12), comenzando con un punto
uN) que satisfaga la condicién ||[u™) — p(8%)eo < § < §p+. Combinando
esta desigualdad con (7.8) deducimos que uN e K g+. Ademads, vemos que

¥ = (B low = [0 = g (u))~ (B, 6™ 9(5°) o

= Vo (@) (e () (D p(8)) = F (8%, u™) +-F (57, 0(8%) | _
< W (u™) T gyl
| Ty U (@) (@) = p(87)) = F (87, u™)+-F (5, 0(57) | _
<15 (™) gyl Iy (T () = T (€)) el (™) —(8%)) [
(7.14)
donde ¢ es un punto en el segmento que une a uV) y ©(5*). Combinando
esta estimacién con (7.7) y (7.10) deducimos que

[ = ()l < 5[0y (o () =T () | 8-

con c:= (20 (0*+1)C(8%)) /(91 (¢~ (C(B8*)/B*)) (1—p*)). Por un argumento
inductivo concluimos que la iteracién (7.12) esta bien definida y converge a
la solucién positiva p(3*) de (7.3) para B = $*. Asimismo, el vector u(N+5),
que obtenemos a partir del vector ©Y) después de k pasos de la iteracién
(7.12), satisface la estimacién

Nk . o _ 1\
[0 — o8 oo < e(%05)" <2(3)
con ¢ := 3/4c. Por lo tanto, para obtener una e-aproximacién de ¢(5*) tene-
mos que realizar [log, logs(3/4ce)] pasos de la iteracién (7.12). Resumiendo,
tenemos el siguiente resultado.

Lema 7.4 Sea ¢ > 0 fijo. Entonces, para todo u™) € (Rso)™ que satisface
la condicion ||u™N) — p(8)||leo < 6, la iteracién (7.12) estd bien definida y
tenemos la estimacion |[uN %) — o(6%)|leo < € para k > logy logs(3/4ce).
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Sea e > 0 fijo. Supongamos que tenemos u(®) € (R.o)" tal que [[ul® —
©(Bs)]loo < 0. Con el fin de calcular una e-aproximacién de la solucién po-
sitiva de (%) de (7.3) para B = (%, realizamos N iteraciones de (7.11)
y ko = [logylogs(3/4ce)] iteraciones de (7.12). De los Lemas 7.3 y 7.4
concluimos que la salida u(V+%0) de este procedimiento satisface la condicién
[uN+k0) — 5(8*)||o < e. Observemos que la matriz Jacobiana Jg(u) es
tridiagonal para todo 3 € [Bs, 3] y todo u € Kg. Por lo tanto, la solucién de
un sistema lineal con la matriz Jg(u) puede obtenerse con O(n) operaciones
aritméticas. Esto implica que cada iteracion de (7.11) y (7.12) requiere O(n)
operaciones aritméticas (sin tener en cuenta los errores de redondeo). En
conclusién, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 7.5 Sean ¢ > 0 y u(® € (Rog)” con |[u® — o(B)]lee < 6,
donde 0 se define como en la Observacion 7.2. Entonces la salida de la
iteracion (7.11)—(7.12) es una e-aproximacion de la solucién positiva ¢(3*)
de (7.3) para B = (3*. Esta iteracion puede realizarse con O(Nn + kon) =
O(nlogylogy(1/€)) operaciones aritméticas.

Finalmente, discutimos la eleccién de un punto inicial ©(9) € (Rsg)” que
satisfaga las condiciones de la Proposicion 7.5. Si 8, > 0 es una constante
independiente de h, estudiamos el comportamiento de

§ :=min{dg : 5 € [Bx, 5]},
donde

_galg(C(B)/B)A—p") _
dg == mm{ ! 830 + C(B) 9 1(1/5)}.

Como g1 y g2 son funciones analiticas en © = 0, en un entorno de cero
podemos reescribir 73 de la siguiente forma

ng = 2méx{gy(2971(1/8)), 95 (297 (1/8))g(g~ ' (1/5))}
[ - -2
= 2méx{51(8), 528} (g~ (1/8))" ",
donde p es la multiplicidad del cero como raiz de ¢g; y S; es una funcién
analitica en x = 0 tal que limg_ S;(8) # 0 para i = 1,2. Teniendo en

cuenta que (3 € (0, 5*], concluimos que existe una constante n* > 0, que solo
depende de 3*, tal que

ns < 20*(g71(1/8))" 2,

para todo 3 € (0,3*]. Mas aun, con argumentos similares deducimos que
existe una constante ¥* > 0, que solo depende de (*, tal que

01— p") (9‘1(0(5)/@
16n*(6* + 1)C(B) \  g~'(1/B)

dg > min{

)p_l,l}g’l(l/ﬁ). (7.15)
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Afirmamos que
-1
i 971C0)/9)
p—ot g=1(1/p)
A fin de demostrar esta afirmacién, como C(5) > 1y g~
tenemos que

=1. (7.16)

I es decreciente,

9~ (C(B)/B)
PRI .
Por otro lado, existe £ € (1/5,C(5)/5) tal que

g (CEB)/s) _ g /B + () (©((C(B) -1)/8)

7 11/5) T 11/)
3 9(9~'(1/8)) B
- Y@ @Y

> 1+

Utilizando el hecho de que g1 y g2 son analiticas en x = 0y que limg_,g+ C(8) =
1, deducimos que

o 9(671(1/8))
g0t g'(971(1/B)) g1 (1/B)
De esto se concluye facilmente la validez de (7.16).

Combinando (7.15) y (7.16) concluimos que existe una constante C* €
(0,1], que solo depende de (*, tal que

(C(B)—1) =0.

dp > C* g~ (1/9).

Por lo tanto,

5= min{ds: B € (B3]} = Cg 7 (1/8.). (7.17)

Por el Teorema 3.21, sabemos que

(Be) € lg7 1 (C(B)/B.), g7 (1/B)]"

Més aun, por (7.16) deducimos que si B« > 0 es suficientemente chico, en-

tonces
(1 _ g_l (C(ﬂ*)/ﬁ*)
971 (1/8s)

Combinando esta desigualdad con (7.17), concluimos que

lu = @(B)lloc < g7 (1/84) =g (C(B.)/B:) < 6 (7.18)

)o7(1/8.) < C*g7 (1)),
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para todo u € [g7(C(B.)/B:), 97 (1/B:)]™. Por lo tanto, si elegimos B, <
B* que satisfaga la segunda desigualdad de (7.18) y un punto arbitrario
u(9) € R” en el hipercubo [g~* (C(B.)/Bx), 97 (1/B.)]", tenemos que

[t = o(B:)]loo < 6.

Entonces, aplicando la Proposicion 7.5, obtenemos el resultado principal de
esta seccion.

Teorema 7.6 Sea € >0 dado. Entonces podemos calcular una e-aproxima-
cion de la solucidn positiva de (7.3) para B = (* con O(nlogylogy(1/e))
operaciones aritméticas.

Como en los capitulos anteriores, consideramos el caso particular en el
que g1 y go son las funciones gi(z) := aP y go(x) := x? respectivamente,
con p,q > 2. En tal caso, queremos aproximar las soluciones positivas del
siguiente sistema:

0 = (- U3) + 5L,
0 = —(Ups1 —2Up +Up—1) + R2UL, (2<k<n-1), (7.19)
0 = —(Up1—U,) —hB7UL+ 2 UP.

para B = * y p < ¢. El enunciado correspondiente para el sistema (7.19)
es el siguiente resultado:

Teorema 7.7 Sea ¢>0 dado. Definimos

P p(q —p) \(1-9)/(a-p)
€* = min {1, S, }

4qn* (ﬁ*)(p—Q)/(q—p) (0" + 1)0(5*)(,1_1)/(1)_(1)
- p(q — p)(B*)P—1/(a-p) ,

con C(*) = ™ 0% = (¢ —p)M*/q, n* = q(¢g — 1)297% y M* :=
p(8*)®=D/a=P) . Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

C:

n 5 C* =1, entonces para todo

’U,(O) c [(C(ﬂ*)/ﬁ*)l/(qip), (l/ﬁ*)l/(q_p)]n,

la iteracion (7.12), con N = 0, estd bien definida y el vector u*)

es una e—aproximacion de la solucion positiva de (7.19) para k >
logy logs(3/4ce).
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= SiCr <1y
(g—p)/(p—1)
B < (~In(1 = C)ap)

entonces, para todo

I

u(O) c [(C(ﬂ*)/ﬁ*)l/(fI*p)’ (1/ﬁ*)1/(q—p)]n7

la iteracion (7.11)-(7.12) estd bien definida y el vector uN**) es una
e—aproximacion de la solucion positiva de (7.19) para

3(3*)@a-2p+1)/(a-p)
Ni= (q — p)C=pY/ @)

y k > log, logs(3/4ce).

7.2. El caso de absorcion “rapida”

De modo similar a la seccién anterior, en esta seccién mostramos un
algoritmo para aproximar la solucién del sistema

0 = —(Ua—1h) + 2 (),
0 = —(Uks1 —2Uk 4+ Up—1) + h2q1(Ug), (2<k<n-1),
0 = —(Un1—Up) —hAga(Uy) + 2 g1(Uy),

(7.20)
para A = o, cuando G y g cumplen las siguientes condiciones:

= (G y g son sobreyectivas,
= existe d € [0, 1) tal que (ln(G‘f(a;)/g%(a:)))/ > ( para todo = > 0,
» G"(z) >0y ¢"(x) > 0 para todo = > 0,

donde G y g son las funciones de la Definicién 7.1. De acuerdo al Teorema
3.21, las coordenadas de la solucién del sistema (7.20) estan contenidas en un
intervalo cuyos bordes solo dependen de « y tienden a cero cuando « tiende
a cero. En estas condiciones, para o > 0 suficientemente chico podemos
obtener una buena aproximacién de la solucién del sistema (7.20) para A = «
y luego recorrer la curva de soluciones que obtenemos “moviendo” « a fin
de conseguir una aproximacion del sistema para A = a*.
Sea 0 < i, < o una constante independiente de h a determinar. Fijemos
o € [ay, a*]. Recordemos que ¢ : o, o] —R", p(a) := (u1(a), Uz (u1(e)),
., Un(u1(@))) es la funcién que asocia cada o € [, a*] con la solucién
positiva de (7.20) para A = «. En lo que sigue vamos a notar por ug(a) a
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Ug(u1(a)) para 2 < k < n. Del Lema 3.20 se deduce que ¢(«) es un punto
interior del conjunto compacto

Ka = {U & Rn : HuHoo S 202(04)}7

donde

con

y M := g1 (Ci(e)).
Primero probamos que la matriz Jacobiana Jy(u) := (0F /0U)(c, u) es
inversible en un subconjunto de K. Sean u € R™ y v € R™ puntos tales que

[u = @(a)lloo < da, [[v=p(a)llco < da

donde d, > 0 es una constante a determinar. Notemos que si pedimos que se
satisfaga la condicién 0, < Ca(ar), podemos asegurar que u € K, y v € K.
Entonces, por el Teorema del valor medio, vemos que las entradas de la
matriz diagonal J,(u) — J,(v) satisfacen las estimaciones

’(Ja(“) = Ja(v)),,

|(Jalw) = Ja(v),,,

< 2R%g{(202(a))da, (1<i<n—1)

< 2hméx{agy (2C2()), g{ (2C2(e)) }oa.

Por el Teorema 6.5 y la Proposicién 6.4 tenemos que la matriz Jacobiana
Jo(a) = Jalp(a)) = (0F /0U)(a, p()) es inversible y

3 no! U/ (u1()) Ul (ur () Ul (u1(a)) Ul (ur ()
1 _ j j
(J@(a))ij kzng);[i,j} U;, (ul(a))Ul’H_l (u1 (a)) U/l (u1 (a)) det(Jy(a))

para 1 < 4,7 < n. Por el Lema 3.2, sabemos que Uq’i(ul(a)) > 0 >
U} (ul(a ) > 1, lo cual implica que
HJ;(E) (Ja(u) - Ja(v)) Hoo §

< mde (2 N h? + Z;:zl hQUJ’» (ui(a)) + RU}, (ul(a))> o

- [ det(J(a))] (7.21)
hU! (ul(a))

S 27704504 <1 + n))

|det(<]go(a))|
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donde 7, := 2max{g} (2C2(cv)), agy (2C2())}. De (6.4) obtenemos la iden-

tidad
rU], (ul(a)) _ U, (ul(a)))
’ det(Jcp(oc))| A (Ul (a))QQ (un(a)) '

Asimismo, por el Corolario 4.10 tenemos que

rU], (ul(a)) _ U, (ul(oz)) - 4G, (un(a))
| det(Jp)| A’ (u1(a)) g2 (un(@)) = (1 = d)gi (un(@)) g2 (un(e)) A(ur(a))
(7.22)

El Lema 3.5 implica que G'(z) > 0y ¢'(x) > 0 en R.g, donde G y g son las
funciones de la Definicién 7.1. Del hecho de que G es una funcién creciente

deducimos que

G1 (un(a)) 1

< .
g1 (un(@))g2 (un(a)) ~ 295(un(a))
Combinando esta desigualdad con (7.21) y (7.22) obtenemos

HJ;(la) (Jou(t) — Ja(v))HOO < 20l <1 a0 (un?a))A(m(a)))-

Finalmente, combinando el crecimiento estricto de g con el Corolario 3.9,
deducimos que vale la siguiente desigualdad:

2
J 1 (Ja(w) = Ty <2, 1 O
H @(a)( (u) (U))Hoo = ( * g (g~ Ha))(1 —d)a)
Mas aun,
_ AN (0 + 1) )
I (Talu) — Jo < Sa- 7.23
[ (et — Tato))|_ < (gé(gl(a))(l —d)a (7.23)
con 0* := gh(g7(a*)) (1 — d)a* /2. Por lo tanto, si definimos
oy 9597 (@) (1 = d)a
0o = mln{ 67a(0" +1) ,C’g(a)}, (7.24)
obtenemos la siguiente cota:
_ 1
ij(la) (Ja(u) — Ja(v))HOO <7 (7.25)

En particular, si v = ¢(a), esta cota nos permite considerar J,(u) como

una perturbacién de J,(,). Del mismo modo que en la seccién anterior,

utilizando el lema de perturbacién [OR70, Lemma 2.3.2], deducimos que

la matriz Jacobiana J,(u) es inversible para todo u € Bs, (p(a)) y vale la
estimacion

4

| 3

Ja(u)_l‘]@(a)Hoo < (7.26)
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Con el objetivo de describir nuestro método, necesitamos una condicién
suficiente para la convergencia de la iteracién de Newton estandar asociada
a (7.20) para todo a € [au,a*]. Argumentando inductivamente como en
[OR70, 10.4.2] deducimos la siguiente observacién, que en particular implica
que la iteracién de Newton que estamos considerando es convergente.

Observacioén 7.8 Sea 0 := min{d, : a € [, a*]}. Fijemos a € [, o*] y
consideremos la iteracion de Newton

uk D = o — g W) TR, u ™) (k> 0),

comenzando con ul®) € K. Si |[u®) — ()]s < 6, entonces tenemos que

u® — @)l < (5)'0

para todo k > 0.

Ahora podemos describir nuestro método de homotopia. Sea ag := o, <
a1 < -+ < ay = «* una particién uniforme del intervalo [, a*], con N a
definir. Consideramos la siguiente iteracion:

u* D = B g WY R (g, u™) (0 < k< N —1),(7.27)
D = (NHR) g (N LR o NFRY) () > 0). (7.28)

Para ver que la iteracién (7.27)—(7.28) nos provee una aproximacién de
la solucién positiva p(a*) de (7.20) para A = a*, necesitamos una condicién
que nos asegure que la iteracién (7.27) produce un punto de atraccién para
la iteracién de (7.28). Esto depende de una eleccién adecuada de N, que
discutimos a continuacion.

Por el Teorema 6.9, tenemos

lp(eitt) = p(@i)llee < max{[[¢'(a)lloo : @ € [, @]} i1 —

a*

< '@ﬁ
para 0 < ¢ < N — 1, donde ko es una cota del niimero de condicién inde-
pendiente de h. Entonces, para N := [3a*ky/d] + 1 = O(1), obtenemos la
siguiente desigualdad para 0 <i < N — 1:

5

li(ase) = plan)lo < 5. (7.29)

El siguiente lema muestra que podemos obtener un punto u) tal que,

comenzando con u™Y), la iteracién (7.28) converge a la solucién de (7.20) que
estamos buscando. La demostracion de este lema procede mutatis mutandis
como la del Lema 7.3, por lo que no vamos a reproducir el argumento.
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Lema 7.9 Sea N := [3a*ko/d8] + 1. Entonces, para todo u® con ||u® —
()|l < 8, el punto u™N) definido en (7.27) es un punto de atraccién para
la iteracion de Newton (7.28).

Ahora consideramos la convergencia de (7.28), comenzando con un punto
u™) que satisface la condicién [|[u™N) —p(a*)||o < § < §o+. Combinando esta
desigualdad con (7.24) deducimos que uV) € K~. Ms aun, argumentando

como en (7.14) tenemos que existe un punto £ en el segmento que une u(V)
con p(a*) tal que

[N —p(a*) 0

S ||<](y* (U(N))iljap(oc*) Hoo HJL;(;*) (Jo/* (U(N)) 7(]04* (g)) HOOH (U(N) 790(04*)) Hoov
Combinando esta estimacién con (7.23) y (7.26) concluimos que

[0 = p(a) oo < 5l ) (e ()= o ()] B

4c 52 1

con c:= (4nq+(0*+1)) /(g5 (97 (o)) (1 — d)a*). Por un argumento inductivo
concluimos que la iteracién (7.28) estd bien definida y converge a la solucién
positiva ¢(a*) de (7.20) para A = o*.

Asimismo, tenemos que el vector u! , que obtenemos a partir del
vector u(N) después de k pasos de la iteracién (7.28), satisface la estimacién

N+k)

(N+k) * A( e o _ 1\

[u® ) — (0o < e(¥00)” <2(5)

con ¢ := 3/4c. Por lo tanto, para obtener una e-aproximacién de ¢(a*), tene-
mos que realizar [log, logs(3/4ce)] pasos de la iteracion (7.28). Resumiendo,
tenemos el siguiente resultado.

Lema 7.10 Sea ¢ > 0 fijo. Entonces, para todo u™) € (Ro0)™ que satisface
la condicion ||u™) — o(a*)||oe < 6, la iteracion (7.28) estd bien definida y
se satisface la estimacion |uN1R) — p(a*)||oo < € para k > logy logs(3/4ce).

Sea ¢ > 0 fijo. Asumamos que tenemos u(?) € (R.q)™ tal que [|ul®) —
©(x)]|oo < 9. Con el fin de calcular una e-aproximacién de la solucién po-
sitiva de ¢(a*) de (7.20) para A = a*, realizamos N iteraciones de (7.27)
y ko := [log,logs(3/4ce)] iteraciones de (7.28). De los Lemas 7.9 y 7.10
concluimos que la salida u(NV+%0) de este procedimiento satisface la condicién
|uNFk0) — p(a*)||oo < €. Dado que la matriz Jacobiana J, (u) es tridiagonal
para todo a € [ay, ] y todo u € K,, cada iteracién de (7.27) y (7.28)
requiere O(n) operaciones aritméticas. En conclusién, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 7.11 Sean ¢ > 0 y u(® € (Ro)” con ||ul®) — ()]s < 6,
donde § se define como en la Observacion 7.8. La salida de la iteracion

87



(7.27)-(7.28) es una e-aprozimacion de la solucion positiva (o) de (7.20)
para A = o. Dicha iteracidn se calcula con O(Nn+kon) = O(nlogylogy(1/2))
operaciones aritméticas.

Finalmente, discutimos la eleccién de un punto inicial u(9) e (R-0)™ que
satisfaga las condiciones de la Proposicién 7.11.
Si ay > 0 una constante independiente de h, estudiamos el compor-
tamiento de
§ :=min{d, : a € [, @]},

donde
g5(9~ (@) (1 = d)a
1674 (6* + 1)

0o := min {

con

o= (el () + 5)

y M = ¢ (C()).

-~

Como C(a) > 1, tenemos que

e = 2max{g](2Cs(a)), g5 (2C2(a))a} )
< 2méx{g] (2C2(a)), g5 (2C2(ax)) (G_l(G(g_l (aC(a))))) 1,
< 2méx{g] (2C2(a)), g5 (2C2(r)) g (Ca2(ar)) },

Dado que g1 y g2 son funciones analiticas en « = 0, tenemos la siguiente
cota para 1, en un entorno de cero:

g
9

Mo < 2méx{S1 (), Sa(a) }(Ca(@))? 2,

donde p es la multiplicidad de cero como raiz de g; y lim,_,0 S;(a) # 0 para
i = 1,2. Teniendo en cuenta que a € (0,a*], concluimos que existe una
constante * > 0, que solo depende de a*, tal que

Nl < 20* (Ca(a))? 2,

para todo o € (0, a*]. Asimismo, con argumentos similares deducimos que
existe una constante ¥9* > 0, que solo depende de «o*, tal que

(A —d) g (@)\r2 Caa) | _
0o > mm{lGn*(ﬁ* Y ( Cr(0) ) 2 }g Ya). (7.30)
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Afirmamos que
lim -2
a—0t gil(a)

=1. (7.31)

En efecto, como 5(04) >1yg!

es creciente, tenemos que
Ca(a)
o)

Por otro lado, existen & € (G(g_l(oza(a))),G(g_1 (aa(a))) + %2) y & €

(cv, aa(a)) tales que

> 1.

<

Cae) _ g7 (aCla) + (G7Y(&)F
9~ (a) gHa)
_ g7 @) + (g (€@)a(Cla) — 1) + (G (&)Y
g Ha)
a(A(oa)—l) a?
= @)@ 20 (g  (a0@))g )

< 1+

7 (g (@) (a) 26 (g1(a))g (@)

Utilizando el hecho de que g1 y g2 son analiticas en z = 0, deducimos las
siguientes identidades:

lo que demuestra la afirmacién (7.31).
Combinando (7.30) y (7.31) concluimos que existe una constante C* > 0,
que solo depende de o, tal que

0o > C* g7 (a).
Por lo tanto,
§ =min{6y : @ € [, a*]} > C* g~ Haw). (7.32)

Por el Teorema 3.21, sabemos que

plas) € [97" () /e min{C1(a), Cala) )™

Observemos que, con argumentos similares a los de la demostracion de
(7.31), vemos que

Ci(a) 14 1-v1—d -1

g ) Vi

89




donde ¢ es la multiplicidad de cero como raiz de go. Por lo tanto, se cumple

que
m Ci(e) 1= 1-vi-d £ 0.

a—ot g~ () (p—a)V1—d

Entonces, teniendo en cuenta que

Cy(a)

a—0t g~ Ha)

—1=0, (7.33)

si elegimos
pla) € lg7H () /eM, Cala)]",
por (7.33) deducimos que, para «, > 0 suficientemente chico, resulta

<C’2(a*)eM - 1> g7 M o) _ (c*Q(a*)eM

g9~ (o) e T\ g o)

- 1>gl<a*> < C'V(aw).
Combinando esta desigualdad con (7.32), concluimos que
lu = () oo < Caan) — g™ Haw) e <6 (7.34)

para todo u € [g7 ! (ax)/eM, Ca(as)]™. Por lo tanto, si elegimos .. < a* que
satisfaga la desigualdad de la derecha de (7.34) y un punto arbitrario u(®)
en [g7 (o) /eM, Oz(aw)]™, tenemos que

1@ = o(a) |0 < 6.

Entonces, aplicando la Proposicion 7.11, obtenemos el resultado principal
de esta seccion.

Teorema 7.12 Sea >0 dado. Entonces podemos calcular una e-aproxima-
cidn de la solucidn positiva de (7.20) para A = o con O(nlogylogy(1/¢))
operaciones.

Finalmente, como en la seccién anterior, consideramos el caso en el que
g1y g2 son las funciones gy (z) := 2P y ga(x) := 2%, con p,q > 2. En tal caso,
queremos aproximar las soluciones positivas del siguiente sistema:

0 = _(U2 - Ul) + %Qva
0 = —(Up41 —2Up+Up1) + KU, 2<k<n-1), (7.35)
0 = —(Un1—Uy) — hAUS + 2 Up

para A = o y p+ 1 > 2¢. El enunciado correspondiente para el sistema
(7.35) es el siguiente resultado.
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Teorema 7.13 Sea € >0 dado. Definimos

(0

donde Cy(a), Ca(t), C(a) y M = pCy ()P~ se definen (de forma ezplicita)
como en el Teorema 3.22, en tanto que

ge . A +1—2g)(a")P" V070
B 2(p+1)

y n*i=p(p—1)2"77

Entonces, para todo

al/ (p—q)

u® e [* i o),

con

p—aq

o, < min { <2<a*>g_2 (VIFCrpii2a_1) ) =4 o (In(VTH CF)p) " }
= 26(@*) — 24+ (p + 1)(@*)% ’ C1(a*)P—q ,

la iteracion (7.27)-(7.28) estd bien definida y el vector uN1*) resultante es
una e—aprozimacion de la solucidn positiva de (7.35) para A = o,

N {( 120*Cy (o)

— +1, Kk > logylogs(3/4ce),
p+1-2q)ak q“p—qC*w 2loms(3/1e2)

8(p+1)(0" + 1) max {p(p —1)(2C(a*))P~2, q(q — 1)(2Cz(a*))q‘2a*}
qlp+1—2¢) (a*)(p—l)/(p—q)

y para todo n > 1+ M ([ax, a*])(p+1)/(2p+ 2 — 4q), donde d :=2q/(p+1)
y M([ax, a*]) se define como en el Teorema 6.10

Cc:=
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