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Ideales de operadores multilineales en espacios de Banach
y espacios de sucesiones

Resumen

En este trabajo definimos el espacio de sucesiones asociado a un ideal de operadores mul-
tilineales en espacios de sucesiones. Es decir, para cada ideal de operadores multilineales 2,
para cada par de espacios de sucesiones F y F y para cada n € N, asociamos un espacio de
sucesiones que lo notamos £,,(2(; E, F'). Vamos a utilizar dicho espacio para comparar los ideales
de operadores multilineales nucleares, integrales, extendibles y continuos en espacios de sucesio-
nes £,. También vamos a estudiar caracteristicas estructurales de dichos espacios de sucesiones
—como maximalidad, minimalidad y dualidad— en relacién con ciertas caracteristicas del ideal
y de los espacios de sucesiones involucrados. Damos aplicaciones para los ideales de operadores
multilineales r-dominados y (F, p)-dominados.

Definimos la propiedad de Radon-Nikodym vectorial para un ideal de operadores multi-
lineales y mostramos, bajo ciertas hipotesis, que los ideales de operadores multilineales con
dicha propiedad coinciden isométricamente con su nicleo minimal en espacios Asplund. Como
consecuencia, probamos la existencia de ciertas estructuras en algunos ideales de operadores
multilineales clasicos (existencia de bases, separabilidad o la propiedad de Radon-Nikodym).
Por otra parte, damos una demostracion alternativa a dos resultados ya conocidos. Uno es la
version vectorial del Teorema de Littlewood-Bogdanowicz-Pelczynski que dice que los operado-
res multilineales de ¢y X - - - X ¢y en Y son aproximables si y solo si Y no contiene copia de ¢q. El
otro dice que el ideal de operadores multilineales Pietsch-integrales coincide isométricamente
con el ideal de operadores multilineales nucleares en espacios Asplund.

Palabras clave: Ideales de operadores multilineales, espacios de sucesiones, productos
tensoriales, normas tensoriales, estructuras en productos tensoriales.



Ideals of multilinear operators on Banach spaces
and sequence spaces

Abstract

In this work we define the sequence space associated with an ideal of multilinear operators
between sequence spaces. That is, for each ideal of multilinear operators 2, for each pair of
sequence spaces F and F' and for each n € N, we associate a sequence space that we note
(,(A; ELF). We will use that space to compare the ideals of nuclear, integral, extendible and
continuous multilinear operators between ¢,-spaces. We will also study structural characteris-
tics of such sequence spaces — as maximality, minimality and duality — regarding certain
characteristics of the ideal and the sequence spaces involved. We will give applications to the
ideals of r-dominated and (FE, p)-dominated multilinear operators.

We define the vector Radon-Nikodym property for an ideal of multilinear operators and
show, under certain assumptions, that the ideals of multilinear operators with that property
coincides isometrically with its minimal kernel on Asplund spaces. As a consequence, we prove
the existence of certain structures in some classical ideals of multilinear operators (existence
of bases, separability or the Radon-Nikodym property). Furthermore, we give an alternative
proof of two results already known. One is the vector version of the theorem of Littlewood-
Bogdanowicz-Petczynski that says that the multilinear operators from ¢y X -+ X ¢g to Y are
aproximables if and only if Y does not contain a copy of ¢y. The other one says that the
ideal of multilinear operators Pietsch-integral coincides isometrically with the ideal of nuclear
multilinear operators on Asplund spaces.

Keywords: Ideals of multilinear operators, sequence spaces, tensor products, tensor
norms, structures on tensor products.
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Introduccion

En 1920, Stefan Banach presenta su tesis doctoral [Ban22|, en la que define los espacios
de tipo (B), como espacios vectoriales normados y completos. A partir de 1928, Fréchet los
llama espacios de Banach. Ejemplos de dichos espacios ya se conocian: Cla, b, el espacio de las
funciones continuas en el intervalo [a,b] (Hadamard, 1903); Ls[a, b], el espacio de las funciones
de cuadrado integrable (Fréchet y Riesz, 1907) y su generalizacion L,[a,b], para 1 < p <
oo (Riesz, 1909), etc. En particular, la teoria de los espacios ¢, el espacio de las sucesiones
absolutamente p-sumantes, habia sido desarrollada por Riesz en 1913. Mas adelante, en el ano
1934, Kéthe y Toeplitz publican el libro “Lineare Rdume mit unendlich vielen Koordinaten
und Ringe unendlicher Matrizen” |[KT34] donde desarrollan una teoria general de espacios de
sucesiones (luego usada fundamentalmente para el estudio de espacios localmente convexos).

En 1932, Banach publica su libro “ Théorie des opérations linéaires”|Ban32| ([Ban32t] tra-
duccion al inglés) que puede considerarse el punto de partida de la teoria de espacios de Banach
y uno de los libros mas importantes del Analisis Funcional. En este libro se definen, entre otros,
los conceptos de isomorfismo, isometria, metric surjection, distancia de Banach-Mazur y di-
versas nociones sobre sucesiones en espacios de Banach. En esa misma década, se estudian los
espacios de formas y operadores lineales, es decir, el espacio de funciones lineales continuas
de un espacio de Banach en el cuerpo de escalares y el espacio de funciones lineales continuas
entre espacios de Banach, respectivamente. Por consiguiente, se estudia el espacio dual X’ de
un espacio de Banach X, sus relaciones y sus propiedades, como también se demuestran los
teoremas de la aplicacion abierta, del grafico cerrado y de extension de Hahn-Banach, pilares
fundamentales de la teoria.

Los productos tensoriales aparecen por primera vez en el Analisis Funcional en una se-
rie de trabajos de Murray y Von Neumann sobre operadores en espacios de Hilbert en la
década del '30. Pero es Schatten en la década del 40 (luego Schatten-Von Neumann) quien
realiza un estudio de productos tensoriales en espacios de Banach en las publicaciones “The
cross-space of linear transformations” (I, IL y II1) y en el libro “A theory of cross-spaces” (ver
[Sch43], [Sch46l ISVN46|, SVN48|, [Sch50]). Ya en el primero de esta serie de trabajos [Sch43],
Schatten define la norma tensorial (cross norm) mas grande y la norma tensorial méas chica —
actualmente denominadas norma proyectiva m y norma inyectiva e— como también las normas
tensoriales llamadas “razonables”, que son aquellas mayores que la norma inyectiva y menores
que la norma proyectiva, con las que usualmente se trabaja. Pero el paso fundamental lo da
Grothendieck en “Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques” [Grod3|
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y en su tesis doctoral “Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires” |Grod5|. Dichos
trabajos contienen una teoria general sobre normas en productos tensoriales entre espacios de
Banach. En ellos se describen distintas maneras de construir nuevas normas tensoriales a partir
de normas conocidas y se estudia la dualidad entre estas normas. Ademas, se sientan las bases
de lo que hoy se llama “teoria local”, es decir, el estudio de espacios de Banach en términos de
sus subespacios de dimension finita. Quizas por su dificil lectura el trabajo de Grothendieck
en esta area no fue reconocido por muchos anos, hasta que en 1968 Lindenstrauss y Petcynski
en “Absolutely summing operators in Ly-spaces and their applications” |[LP68| redescubrieron
el trabajo de Grothendieck y le dieron el merecido reconocimiento. El objetivo de Lindentrauss
y Petczynski era “traducir” el Résumé de Grothendieck a un lenguaje mas moderno y com-
prensible como también dar nuevas aplicaciones a los resultados del “ Résumé” sin el uso de los
productos tensoriales. Asi dan una nueva interpretacion del “théoréeme fondamental de la théo-
rie métrique des produits tensoriels” (el resultado mas importante del Résumé y el inico con
demostracion) como una desigualdad entre matrices en espacios de Hilbert, que hoy es conocida
como la desigualdad de Grothendieck. Ademés presentan aplicaciones de esta desigualdad so-
bre operadores absolutamente p-sumantes. Estos operadores, que habian sido definidos un ano
antes por Pietsch [Pie67], son el punto de partida para que él, junto a su escuela de analistas
funcionales en Jena, desarrollara el estudio de los ideales de operadores. Es importante remarcar
que la teoria la exponen de manera categorica, es decir, mediante construcciones generales y
propiedades universales pero sin el uso de los productos tensoriales. Este estudio culmina con
la publicacion del libro “ Operator ideals” [Pie80], uno de los més importantes en esta area del
Analisis Funcional, que presenta de forma enciclopédica lo conocido hasta ese momento.

Grothendieck en su Résumé plantea la conjetura de que las normas proyectiva e inyectiva
nunca resultan equivalentes en el producto tensorial de dos espacios de Banach de dimension
infinita. Sin embargo, Pisier en 1983 [Pis83| resuelve la conjetura por la negativa, construyendo
un espacio de Banach de dimension infinita X que satisface X ®, X = X ®. X. En 1986, Pi-
sier publica el libro “Factorization of linear operators and geometry of Banach spaces” [Pis86)
en donde presenta los resultados que se generaron a partir del Résumé desde el articulo de
Lindenstrauss y Pelcyniski en adelante. Este trabajo de Pisier motiva que muchos mateméti-
cos comenzaran a usar las técnicas tensoriales (relegadas hasta ese momento) que permiten
establecer una dualidad entre normas/productos tensoriales en espacios de Banach e ideales de
operadores. Esta dualidad representa una herramienta fundamental en el desarrollo de esta teo-
ria ya que da nuevos y provechosos enfoques para atacar un mismo problema. En 1993, Defant
y Floret publican el libro “ Tensor norms and Operators ideals” [DF93], en el que describen la
teoria de productos tensoriales y la teoria de ideales de operadores en conjunto. Este compendio
es uno de los libros mas influyentes en esta area del Analisis Funcional y representa el punto
de partida para que los investigadores utilicen ambos lenguajes indistintamente.

En el mencionado libro “Théorie des opérations linéaires”, Banach plantea la necesidad de
desarrollar una teoria para operadores no lineales y anticipa su proyecto de escribir un segundo
tomo con estos contenidos. Lamentablemente, muere en 1945 sin haber podido realizarlo. De
todas maneras, diversos autores —Fréchet, Gateaux, Michal, Nachbin entre otros— se abocan
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a ese objetivo y comienzan a desarrollar las teorias de operadores multilineales y polinomios en
espacios de Banach como una herramienta para el estudio de funciones holomorfas en espacios
de dimension infinita (ver [Muj86, IDin99|). En 1984, Pietsch presenta “Ideals of multilinear
functionals (designs of a theory)’ |Pie84] donde extiende el concepto de ideal de operadores
(lineales) al de ideal de formas multilineales y sienta las bases para su desarrollo futuro. Dice: “En
orden de extender esta maquinaria (lineal) al caso no lineal, consideramos —como primer paso—
ideales de funcionales multilineales. Luego, generalizando este escenario de valores escalares,
podemos definir ideales de operadores multilineales. Finalmente, resulta natural el introducir
las clases de funciones a valores vectoriales sobre espacios de Banach que son diferenciables
u holomorfas tales que sus derivadas de Fréchet tienen propiedades especiales”. Basicamente,
un ideal de operadores es un subespacio del espacio de operadores continuos que es cerrado al
componerlo con operadores lineales y donde se tiene definida una norma que hace del subespacio
un espacio de Banach.

Una forma de describir las relaciones entre distintos ideales de operadores y también la
estructura interna de cada uno de ellos es estudiarlos sobre los espacios de Banach mas simples:
espacios £, (no sélo por simpleza, sino porque se pueden deducir propiedades generales a partir
del comportamiento en dichos espacios). Mas atin, podemos estudiar cierta clase de operadores
que tienen sentido en espacios de sucesiones llamados operadores diagonales. En los trabajos de
Carl [Carl76], Konig [Kon75| y Pietsch |[Pie80] para espacios ¢, y en el de Garling [Gar74] para
espacios de sucesiones generales, se estudian los operadores lineales diagonales y se define el
concepto de “limit order”, que resulta ser una herramienta tutil para poder comparar diferentes
ideales. En [CDS06] y en [CDS07] se extiende el concepto de limit order para formas multilineales
y se estudian los ideales de formas multilineales nucleares, integrales, extendibles, r-dominados,
multiple sumantes y continuas sobre espacios ¢,. En pocas palabras, el limit order de un ideal de
operadores (lineales o multilineales) indica el “tamafio maximo” que pueden tener los coeficientes
de un operador diagonal para pertenecer al ideal. Mas precisamente, dado o = (ay)gen una
sucesion de escalares, llamamos T, € L£("(,;{,) al operador n-lineal diagonal asociado a «, que
esta dado por

To(zy,. .. @) = (cu - 21 (k) - - -mn(k))keN.

Si A es un ideal de operadores n-lineales y 1 < p,q < oo, el limit order se define como
(2 p, q) = Inf {)\ : para cada a € {5, T, € Ql(”fp;fq)} )

Por otro lado, dado un ideal de operadores 2 podemos considerar dos ideales asociados
a este: el ideal mas chico y el ideal més grande que coincide con 2l sobre subespacios de
dimension finita. Se los llama 2A™™ y A respectivamente. A partir de estas definiciones
surge una pregunta natural, ;bajo qué condiciones se tiene que A™" = A™%? Esto es lo que se
denomina un resultado de coincidencia. En 1977, Lewis estudia problemas de esta naturaleza
en el contexto lineal [Lew77|, que en términos de normas y productos tensoriales se traducen
en coincidencias de la forma X'®,Y’ = (X®,Y). Basados en sus resultados, Carando y
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Galicer [CG11] estudian un problema andlogo en el contexto de ideales de formas multilineales
y de polinomios homogéneos con valores escalares. En ambos casos, dos de los ingredientes
fundamentales son la extendibilidad del ideal y la propiedad de Radon-Nikodym para normas
tensoriales.

Comenzamos la investigacion de esta tesis proponiendo una generalizacion del concepto de
limit order. Definimos el espacio de sucesiones asociado a un ideal, que nos permite describir
explicitamente los elementos diagonales presentes en cada ideal. Ademas, a diferencia del limit
order, podemos definirlo para espacios de sucesiones cualesquiera (no necesariamente espacios
(,). Especificamente, para un ideal de operadores n-lineales 2 y espacios de sucesiones E y F,
definimos el espacio de sucesiones asociado como

CLEF)={a€ly : T, € UA"E;F)},

donde T, es el operador diagonal asociado a «.

Uno de los teoremas centrales del Analisis Funcional es el Teorema de Hahn-Banach, que
dice que toda forma lineal sobre un espacio de Banach se extiende a cualquier superespacio,
preservando su norma. El hecho de que este teorema no se pueda generalizar al contexto de
operadores lineales, multilineales o polinomiales sobre espacios de Banach, ni siquiera relajando
la condicién de preservar la norma, gener6 gran cantidad de lineas de investigacion sobre este
tema como puede verse, por ejemplo, en los trabajos [KR98| [(Car99, [(CZ99. [CGJ01L [Car01], I[CLO5,
JPPGV07, [CS14]. Una de estas lineas se refiere al estudio de operadores extendibles, que son
los que si se extienden a cualquier superespacio. En relacion a esto, nuestro enfoque se centra en
estudiar la relacion sobre espacios ¢, del ideal de operadores multilineales extendibles con otros
ideales de operadores multilineales habitualmente estudiados: nucleares, integrales, acotados.
Es importante notar que en [Vil03| se prueba que si el espacio de llegada de un operador
multilineal estd complementado en su bidual (por ejemplo si es un espacio dual, como son los
espacios £,), entonces los operadores multilineales Pietsch y Grothendieck integrales coinciden.
En este caso, los llamamos integrales y los notamos con Z(™{,; ¢,). Sabiendo que los operadores
multilineales nucleares son integrales (considerando medidas atémicas) y que los operadores
multilineales integrales son extendibles [CL05|, se tiene la siguiente cadena de inclusiones entre
los ideales de operadores multilineales

N ("l bg) © Z(Mp3 ) € E(Mly; £g) S L(My; Lg),

que se traduce en la siguiente cadena de inclusiones entre los espacios de sucesiones asociados
a cada uno de ellos

Co(N5p,q) Cla(Z;p,q) C 4u(E;p,q) C 4n(Lsp,q).

A partir de estas inclusiones, nos preguntamos cuando (es decir, para qué valores de p, ¢ y n)
los operadores multilineales diagonales extendibles son “lo méximo posible” (i.e. los operadores
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multilineales continuos son extendibles) y cuando son “lo minimo posible” (i.e. los operadores
multilineales extendibles son integrales).

A continuacion, buscamos dar una teoria general sobre el espacio de sucesiones asociado a un
ideal de operadores multilineales en espacios de sucesiones cualesquiera y estudiamos relaciones
estructurales que vinculan al ideal con los espacios de sucesiones involucrados. Las propiedades
en las que nos concentramos son las que se refieren a maximalidad, minimalidad, dualidad y a
algunas relaciones con espacios de sucesiones asociados a ideales de operadores lineales.

Por tdltimo, atacamos el problema de buscar condiciones bajo las cuales un ideal 2 coincide
isométricamente con su niicleo minimal 2A™". Definimos la propiedad de Radon-Nikodym para
ideales de operadores multilineales en el sentido de [Lew77, [CG11] (donde se dan propiedades
similares para normas tensoriales) del siguiente modo: Dado Y un espacio de Banach, decimos
que un ideal de operadores n-lineales 2 tiene la Y-propiedad de Radon-Nikodym si la aplicacion
natural

(L(1)E ... B0(J)BY ;) = Alca(L), .. co(n); V),

resulta una metric surjection para todo Ji,...,J, conjuntos de indices. Esta definicion esta
relacionada con un resultado de coincidencia en espacios cy. Es decir, si % tiene la Y-propiedad
de Radon-Nikodym entonces se tiene que

Ql(Co(Jl), oo ,Co(Jn>; Y) é Q(min(CO(Jl), e ,CO(J”); Y)

para todo Ji,...,J, conjuntos de indices (donde = quiere decir isomorfimo isométrico). En el
caso en que un ideal 2 tenga la Y-propiedad de Radon-Nikodym para todo espacio de Banach
Y, decimos que el ideal 2 tiene la propiedad de Radon-Nikodym vectorial. Vamos a usar esta
propiedad para poder extender el resultado de coincidencia mencionado sobre espacios ¢y a un
resultado de coincidencia sobre espacios Asplund.

A continuacién, pasamos a describir los contenidos de cada capitulo.

Capitulo [1; Preliminares

Este capitulo contiene el material necesario para comprender esta tesis. Introducimos las
notaciones, definiciones y resultados basicos sobre ideales de operadores multilineales y presen-
tamos los ideales con los que trabajaremos en los demas capitulos. Damos las definiciones de
los productos y las normas tensoriales y mostramos la dualidad entre los ideales de operado-
res multilineales y los productos tensoriales. Resumimos también las notaciones y resultados
bésicos sobre espacios de sucesiones e intruducimos conceptos de maximalidad, minimalidad y
dualidad tanto para ideales de operadores multilineales como para espacios de sucesiones.

Capitulo [2; Operadores y formas multilineales diagonales en espacios ¢,

Definimos el espacio de sucesiones asociado a un ideal de formas y operadores multilineales
en espacios £,. En la primera seccién de este capitulo mostramos en términos del espacio de
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sucesiones asociado los resultados sobre limit order de ideales de formas multilineales nucleares,
integrales, extendibles y continuos que se encuentran en [CDS06] y en [CDS07]. En el caso
del espacio de sucesiones asociado al ideal de operadores multilineales extendibles, pudimos
caracterizar explicitamente el caso 1 < p < 2, desconocido hasta el momento. Especificamente,
probamos, en Proposicion que 0, (E;p) = Ly 2 para 1 < p < 2. Este proceso nos devela
también un comportamiento inesperado de las formas multilineales diagonales: mientras que
cuando toda forma n-lineal en X; x .-+ x X, es extendible, resulta que toda forma (n — 1)-
lineal en (n — 1) de esos espacios debe ser extendible, este comportamiento no se mantiene
al restringirnos a formas n-lineales diagonales. En virtud del Lema [2.1.4] toda forma trilineal
diagonal en ¢ x {1 x {5 es extendible, pero existen formas bilineales diagonales en ¢; x /5 no
extendibles.

En la segunda seccion de este capitulo nos abocamos al estudio de las sucesiones asociadas
a ideales en el contexto vectorial. Caracterizamos estos espacios para los ideales de operadores
multilineales nucleares, integrales, extendibles y continuos de £, X - - - x £, en £,. Unicamente en
el caso de los operadores extendibles cuando 1 < p < 2 nuestra descripcién no es completa pero
obtenemos aproximaciones que de todas maneras nos sirven para poder comparar si los elemen-
tos diagonales de cada ideal coinciden o no. Para conseguir estos resultados usamos las normas
tensoriales asociadas a los ideales y la dualidad entre productos tensoriales e ideales de ope-
radores multilineales como también ciertos aspectos de la teoria de operadores absolutamente
sumantes.

Capitulo [3; Operadores multilineales en espacios de sucesiones

En la primera seccion de este capitulo definimos, para E y F espacios de sucesiones, el
espacio de sucesiones ¢, (2(; E, F') asociado a un ideal 2 de operadores multilineales de Ex---x E
en F. Demostramos, para el ideal de los extendibles £, que £,(E;p, F') = F para todo p > 2y
cualquier F'. Ademaés, relacionamos el espacio de sucesiones asociado a un ideal con un cierto
espacio de multiplicadores. En particular, mostramos que para los operadores multilineales
continuos vale que £, (L; E, F*) = M(F,0,(L; E)) y que si el espacio F' es n-convexo se tiene
que ¢,(L; E, F) también lo es.

En la segunda seccidon obtenemos una version del density lemma para operadores multi-
lineales diagonales en ideales maximales que resulta una herramienta fundamental para po-
der dar resultados generales sobre maximalidad (ver [DF93, Section 13.4]). Demostramos que

(A B F)ymor < Cy(Amer: |F*X)) de donde se deduce que si el ideal 2 y el espacio F' son ma-
ximales, entonces el espacio £,,(2; E, F') es maximal. También probamos los resultados analogos
sobre minimalidad, es decir, que £,(2; E, F)™" =X L, (™ B F™) v que si el ideal 2 y el
espacio F' son minimales, entonces el espacio ¢, (2; E, F) es minimal.

En la tercera seccion, desarrollamos la dualidad entre el espacio de sucesiones asociado a

un ideal 2 y el espacio de sucesiones asociado a su adjunto 20*. Probamos que ¢, (2; E, F)* =

(A% E* F*) y que si 2y F son maximales, entonces ¢,(; E, F) = o (A EX FX)%.
En la cuarta seccion, presentamos aplicaciones de los resultados obtenidos en las secciones
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anteriores. Mostramos que a partir de los resultados generales podemos deducir los espacios de
sucesiones asociados a los ideales de operadores multilineales nucleares e integrales (obtenidos
en el Capitulo 2 por otro camino). Relacionamos el espacio de sucesiones del ideal de opera-
dores multilineales r-dominados con el espacio de sucesiones asociado al ideal de operadores
lineales absolutamente r-sumantes. Obtenemos teoremas de inclusién y composiciéon para el
ideal de operadores multilineales (E, p)-dominados y probamos que si los espacios Xi,..., X,
tienen cotipo 2, entonces los operadores n-lineales (£, 1)-dominados definidos en X x --- x X,
coinciden con los (€, (L, lo,, F), 2)-dominados. Esto extiende un resultado de [DMMO02| sobre
operadores lineales absolutamente (F,p)-sumantes. Mostramos también algunos ejemplos de
espacios de sucesiones asociados a los ideales de operadores multilineales integrales y continuos
sobre espacios de Lorentz.

Capitulo [4: Resultados de coincidencia entre un ideal y su nicleo minimal

Comenzamos este capitulo definiendo, para un ideal de operadores multilineales 2, la Y-
propiedad de Radon-Nikodym y la propiedad de Radon-Nikodym vectorial. Demostramos que
L("cp;Y) = Lapp("co;Y) si y solo si Y no contiene una copia de ¢y, lo que puede verse
como la version vectorial del conocido teorema de Littlewood-Bogdanowicz-Pelczynski (ver
|ILit30, BoghT7, Pel57] y también [Din99]) que establece que toda forma multilineal 7' : ¢y x

- X ¢g — K es aproximable. Utilizamos aquel resultado para probar el teorema princi-
pal del capitulo que establece que para ideales extendibles (ideales en donde todo opera-
dor multilineal puede extenderse a cualquier superespacio del dominio) que tienen la propie-
dad de Radon-Nikodym vectorial vale que A™"(X, ..., X,;Y) coincide isométricamente con
A(Xq, ..., X, Y) st Xy, ..., X, son espacios Asplund. Este resultado generaliza lo probado por
Lewis (ver [DEF93, Theorem 33.3]) para ideales de operadores lineales y por Carando y Galicer
(ver [CG11l, Theorem 3.5|) para ideales de formas multilineales. También relacionamos propie-
dades intrinsecas del espacio A(Xy,..., X,,;Y) con propiedades de los espacios X7,...,X,,Y
y de su producto tensorial como por ejemplo, la existencia de base de Schauder, la separabili-
dad, la propiedad de Radon-Nikodym y la propiedad Asplund. Demostramos que bajo ciertas
hipoétesis sobre el ideal 21 y sobre la existencia de base de Schauder de los espacios involucrados
podemos definir un orden adecuado (el square ordering) para hallar una base de Schauder para
el ideal 2. También probamos que bajo hipotesis adecuadas sobre el ideal 2, si X7,..., X eY
son separables, resulta 2A(X7,..., X,,;Y) separable. Ademas, mostramos que para un ideal 2
extendible maximal con la Y'-propiedad de Radon-Nikodym son equivalentes que X,..., X,,,Y
son Asplund, que (X1®...®X,8Y;a’) es Asplund y que el espacio (X1, ..., X,;Y’) tiene la
propiedad de Radon-Nikodym.

En la segunda seccion, damos aplicaciones de los resultados obtenidos en la primera secciéon
para los ideales de operadores multilineales extendibles £ y Pietsch (y Grothendieck) integrales
PZ (GT). Respecto al ideal de operadores multilineales extendibles, probamos que si X, ..., X,
son espacios Asplund e Y’/ no contiene una copia de ¢y, entonces E™"(Xy,..., X,,;Y’) es iso-
métricamente isomorfo a £(Xy,..., X,;Y’). Es més, obtenemos que si X7,..., X/ e Y’ tienen
base de Schauder, entonces los monomios con el square ordering forman una base de Schauder
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de £(Xy,...,X,;Y’). Con hipdtesis adicionales, deducimos resultados similares en el caso en
que el espacio de llegada no sea necesariamente un espacio dual. Por tltimo, probamos que el
espacio (X1, ..., X,;Y’) tiene la propiedad de Radon-Nikodym si y solo si Xi,..., X, e Y son
espacios Asplund.

Un resultado clasico demostrado por Alencar [Ale8ba| establece que el espacio de operadores
multilineales Pietsch integrales coincide isométricamente, sobre espacios Asplund, con su niicleo
minimal (es decir, con el espacio de operadores multilineales nucleares). Nosotros obtenemos
este resultado como consecuencia del teorema principal de este capitulo. Es decir, damos una
prueba independiente de este hecho sin usar la maquinaria de la teoria de medidas vectoriales
como hizo Alencar si no que usando técnicas sobre productos tensoriales y el hecho de que el
ideal PZ tiene la propiedad de Radon-Nikodym vectorial. Encontramos también resultados de
coincidencia para el ideal de operadores multilineales Grothendieck-integrales.

Para finalizar, en la tercera seccién, poveemos las definiciones necesarias y propiedades
béasicas sobre ideales de polinomios homogéneos, definimos los ideales de polinomios homogéneos
extendibles P, y el ideal de polinomios homogéneos Pietsch-integrales Ppz. Asi demostramos
los resultados de coincidencia anélogos en el contexto de ideales de polinomios homogéneos.

Apéndice [A]

El apéndice contiene definiciones generales y propiedades sobre espacios de Banach y ope-
radores lineales absolutamente sumantes que aparecen en resultados que comentamos a lo largo
de la tesis. Damos definiciones y algunas propiedades sobre espacios de Banach como la de tipo
y cotipo, las propiedades de extension y de aproximacion, la propiedad de Radon-Nikodym
y la propiedad Asplund. También exponemos definiciones y propiedades sobre bases en espa-
cios de Banach. Presentamos los conceptos de bases equivalentes, incondicionales, achicantes y
acotadamente completas, y mostramos las relaciones entre dichos conceptos y el principio de
seleccion de Bessaga-Petczyniski. Por tltimo, definimos y damos los resultados méas importantes
sobre los operadores lineales absolutamente sumantes como el Teorema de inclusion, el Teorema
de composicion y los teoremas de dominacion y de factorizacion de Pietsch.

Los resultados presentados en el Capitulo 2 y en el Capitulo 4 forman parte de los articulos
[CDSV14] y [GV15] de reciente publicacion.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo (junto con el Apéndice) contiene todo el material previo necesario para una
lectura de la tesis. Daremos las nociones bésicas sobre ideales de operadores multilineales y de
productos tensoriales. Daremos también las notaciones que usaremos y mostraremos la duali-
dad entre ideales de operadores multilineales y productos —y normas— tensoriales. También
daremos las nociones bésicas sobre espacios de sucesiones.

Notacilones

A lo largo de esta tesis X, Y y Z seran espacios de Banach sobre el cuerpo de escalares
K =R o C, X’ el espacio dual de X y Jy : X — X” la inclusiéon candnica de X en su bidual.
Llamaremos Bx a la bola unitaria cerrada y FIN(X) a la clase de subespacios de dimension
finita de X.

Notaremos £(X;Y') al espacio de los operadores lineales continuos de X en Y provistos de la
norma supremo y usaremos las letras A, B para sus elementos. Diremos que un operador lineal
suryectivo A : X — Y es una metric surjection si vale que ||A(z)|ly = inf {||Z||x : A(Z) = A(z)}
para todo z € X y que un operador lineal I : X — Y es una isometria si ||[z||y = ||z||x para
todo x € X.

Los simbolos - y <y indicaran una metric surjection o una isometria respectivamente.

Escribiremos X = Y en el caso que X e Y sean isométricamente isomorfos (i.e. existe una
isometria suryectiva I : X — Y'). Por tltimo, utilizaremos la notacion X < Y si la inclusion

. <1 . . ., .
de X en Y es continua y X < Y si la inclusiéon de X en Y es de norma 1 pero podria no ser
una isometria.
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1.1. Ideales de Operadores Multilineales

Sean X1,..., X, e Y espacios de Banach. La expresion £(X,..., X,,;Y) notara al espacio
de operadores n-lineales continuos de X; x --- x X, en Y, que resulta un espacio de Banach
con la norma supremo

1Tl cexyxnyy = sup [T (21, @)y
xiEBXi

En el caso Y = K, notaremos L£(X7,...,X,) a L(X1,...,X,;;K) (y llamaremos formas mul-
tilineales a sus elementos). En el caso X; = --- = X, = X indicaremos L("X;Y) en vez de
L(X,...,X;Y). Usaremos las letras R, S, T para nombrar a los operadores multilineales.

El ejemplo més simple de operador multilineal estd dado por

T =24 () ()

donde z, € X! (1 < i < n) ey €Y. Llamaremos operador multilineal de tipo finito a los
operadores multilineales que se escriben como sumas finitas de dichos operadores, es decir, T’
es de tipo finito si

m

T=) @4() i) ve
k=1
Notaremos L¢(X1,...,X,;Y) al espacio de operadores n-lineales de tipo finito de X; x---x X,
en Y. Observemos que Ly es un subespacio de £ pero no es cerrado (por lo que no resulta un
espacio de Banach). Si consideramos la clausura de £7(Xq,..., X,;Y) (con la norma supremo),
obtenemos L,,,(X1,...,X,;Y) que es espacio de los operadores n-lineales aprozimables de
Xq,...,X,enY.

Para la teoria de operadores multilineales (y polinomios) en espacios de Banach, nos referi-
mos a los libros de Dineen [Din99] y Mujica [Muj86|

El concepto de ideales de operadores multilineales aparece por primera vez en [Pie84], donde
Pietsch traslada lo estudiado para ideales de operadores lineales al contexto multilineal.

Un ideal normado (resp. de Banach) de operadores n-lineales continuos es un par (2, || - ||2)
que satisface las siguientes propiedades:

(1) A(Xq,..., X Y) =ANL(Xq,...,X,;Y) es un subespacio lineal de L(X7,..., X,,;Y)
para todo Xi,..., X,,,Y y |- ||a es una norma que hace del par (Ql(Xl, X Y- ||91)
un espacio normado (resp. de Banach).

(i) Si B; € L(X;;Z;) paral < 5 < n, T € WZ,...,Z,;U) y A € L(U;Y) entonces
AoTo(By,...,B,) € A(Xy,..., X;;Y) y

[AoT o (Bi,...,Bn)lly < Al ([Tl Bl -+ [| Ball-



Capitulo 1. Preliminares 17

(iii) Dados Aq,..., A\, € K, la aplicacion (Ay, ..., A\,) = Ay -+ A, pertenece a A("K; K) y tiene
norma 1.

Observemos que en el caso que Y = K obtenemos ideales de formas multilineales y sin =1
obtenemos ideales de operadores lineales.

Notemos que L es trivialmente un ideal (de Banach) de operadores multilineales y que L
y Lapp también resultan ideales de operadores multilineales con la diferencia que L,,, es un
espacio de Banach y £ no lo es.

Otro ejemplo de ideal provisto de la norma usual es el ideal de los operadores multi-
lineales débilmente secuencialmente continuos que lo notamos L,s. Recordemos que T €
Lopse(X1, ..., Xp;Y) si para toda sucesion débilmente convergente wxy s a2, en X, (1 <
k <n), se verifica que T'(z1,...,2n;) = T(21,...,2,) en Y.

Es importante remarcar que para definir un ideal de operadores multilineales es de relevancia
tanto dar la forma de sus elementos como definir la norma que se va a utilizar. A continuacién
veremos otros ejemplos de ideales donde la norma definida no es la del supremo, sino una norma
particular para que, en cada caso, el espacio definido resulte un espacio de Banach con dicha
norma.

= Operadores multilineales Nucleares.

Un operador multilineal 7" € £( X7, ..., X,;Y) se dice nuclear si puede escribirse como
T(x1,. o) = Y ah (@) -2 (20) - U, (1.1)
keN

donde 7, € X/ e y €Y para todo k € Ny 1 <i <n y satisfacen que
D Nl Nl il - sl < oo
keN

El espacio de operadores n-lineales nucleares lo notamos N (Xy,...,X,;Y) y resulta un
ideal de operadores multilineales de Banach si consideramos la norma

1T r(xs... X2y = inf {Z [l gl -l el IkaII} :

keN

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones nucleares de 7' como en (1.1)).

= Operadores multilineales Integrales.

En este caso definiremos dos tipos de operadores integrales. Decimos que un operador
multilineal T € L( X, ..., X,;Y) es Pietsch integral (resp. Grothendieck integral) si existe
una medida regular boreliana p de variaciéon acotada en (Bx; X - -+ X Bxz;w*) con valores
en Y (resp. en Y"”) tal que T" admite una representacion integral de la forma

T(x1,... ) :/ i (21) - 2 () dp(zy, .. 27,) (1.2)
BXiXWXBX';L
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para todo x; € X.

Los espacios de operadores n-lineales Pietsch integrales y Grothendieck integrales los
notamos PZ(Xy,...,X.;Y) y GZ(Xy,...,X,;Y) respectivamente y resultan ideales de
operadores multilineales de Banach si consideramos la norma integral de 7" como el infimo
de las variaciones de pu, tomado sobre todas las medidas p donde T puede escribirse como

en (L.2) y la notamos con [T prcx;...x.) (resp. [T llezex...x0)-

= Operadores multilineales Extendibles

Un operador multilineal T' € L( X7, ..., X,,;Y) se dice extendible si para todo superespacio
Z; O X; (1 <4 < n), existe una extension T e L(Zy,...,Zy;Y) de T. Notamos con
E(X1,...,X,;Y) al espacio de operadores n-lineales y resulta un ideal de operadores
multilineales de Banach con la norma dada por en infimo de las constantes C' > 0 tales
que para todo Z; D X; existe una extension T € L(Zy,...,Zy;Y) con |T|| < C y la
notamos ||T||g(x,,..x;v)-

La definicion de este ideal de operadores multilineales fue introducida por P. Kirwan y
R. Ryan [KR98| en el contexto de ideales de polinomios homogéneos.

En el contexto de operadores lineales, una clase sumamente importante es la de los operado-
res absolutamente p-sumantes (ver definicion y resultados en Apéndice . Aparecieron por
primera vez a fines de la década del 60 en dos trabajos fundamentales [Pie67, [LP6S|. En este
ultimo, surge esta clase de operadores al reinterpretar el famoso Résumé de la théorie métrique
des produits tensoriels topologiques de Grothendieck |[Gro53|. En el libro de Diestel, Jarchow
y Tonge [DJT95] se resumen muchos de los resultados obtenidos hasta ese momento sobre los
operadores absolutamente sumantes y se muestra que hay cuatro resultados fundamentales en
la teoria de los operadores lineales absolutamente p-sumantes que son: El Teorema de inclu-
sion, el Teorema de composicion y los teoremas de Factorizacion y de Dominaciéon de Pietsch.
A partir de estas propiedades surgen en el contexto multilineal muchas extensiones posibles
para los operadores absolutamente p-sumantes donde se intenta que se siga verificando alguna
de las propiedades fundamentales —por ejemplo los operadores multilineales dominados fueron
definidos para que cumplan el teorema de dominacion— (ver [CP07, [PG05]). A continuacion
veremos algunos ejemplos de dichas extensiones, para ello, necesitamos definir la norma fuerte
y la norma débil para sucesiones en espacios de Banach.

Sea X un espacio de Banach, una sucesion (xy)reny € X se dice fuertemente p-sumable si
(lzkllx ) ken € £p. Llamamos £,(X) al espacio de sucesiones en X que son fuertemente p-sumables
que resulta un espacio de Banach con la norma

1/p
[(@k)kenlle,x) = (@) kenllp == (Z H%Hp> :

keN
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Una sucesion (xy)reny C X se dice débilmente p-sumable si (2/(xy))ken € £, para todo 2’ € X'.
Llamamos E;’(X ) al espacio de sucesiones en X que son débilmente p-sumables que resulta un
espacio de Banach con la norma

1/p
wp((xk)keN) ‘= sup (ZW(%)VD) ‘

’
x EBX/ keN

= Operadores multilineales absolutamente sumantes

Sean 0 < q,p1,...,pn < 00 tales que % < pil—l—- . -—I—p—ln, decimos que un operador multilineal
T € L(X1,...,X;Y) es absolutamente (q;p1, ..., pn)-sumante si existe una constante
C > 0 tal que para todas las sucesiones finitas x; = (z1,)"; C X1,..., T = (25); C X,
vale que

m 1/q
(Z 1T (x4, - - - wn,i)\lqy) < Crwp (1) - wp, (). (1.3)
i=1

Notamos Il(gp,.. p.)(X1,..., X, Y) al espacio de operadores n-lineales (g;p1,...,pn)-
sumantes que resulta un ideal de operadores multilineales de Banach con la norma dada

por
Tigprpn)(T) =1 {C >0 : T verifica (1.3) }.

Es decir que T € gy, p)(X1,..., X, Y) si y solo si el operador n-lineal inducido
T2 (X)) % x 0 (X,) = (,(Y) dado por T(w1,...,20) = (T(@14,- .., T0s)) | Tesulta
continuo. En tal caso, vale que ||T": £ (X1) x -+ x £ (X,) = La(Y)|| = Tgipr,oop) (1)
Sipp = -+ = p, = p (v entonces p < ng), decimos que T € L(Xy,...,X,;Y) es
absolutamente (g; p)-sumante y lo notamos con (I ,); Tgp))-

» Operadores multilineales (g, p)-dominados

Decimos que un operador n-lineal T' € L(Xy,...,X,,;Y) es (¢, p)-dominado, con p < g,
si es absolutamente (Z;p, ..., p)-sumante. Es decir, si existe C' > 0 tal que para todas las
sucesiones finitas 1 = (z1,)%, C Xi,..., T, = ()", C X, vale que

m n/q
<Z [FACIRI axn,i)”qy/n) < C-wy(w) - wy(an). (1.4)
i=1

Se denota Dy, (X1,..., X,;Y) al espacio de operadores n-lineales (g, p)-dominados que
resulta un ideal de operadores multilineales de Banach con la norma dada por

Digpm(T)=mf{C >0 : T verifica (1.4) }.

En el caso que p = ¢ = r, decimos que 7' es r-dominado lo notamos (DT, Dr).
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= Operadores multilineales Multiple r-sumantes

Decimos que un operador n-lineal T € L( X7, ..., X,,;Y) es muiltiple r-sumante si existe
C > 0 tal que para toda eleccion de sucesiones finitas 71 = (z1,4,);/L; € X1, ..., 7, =

Mn

MY,y M 1/r
(Z ||T(x1,i1,...,xn,in)||§,> < Cwp(my) - we(ay,). (1.5)

117---7in:1

Se denota M,.(X1,...,X,;Y) al espacio de operadores n-lineales multiple r-sumantes que
resulta un ideal de operadores multilineales de Banach con la norma dada por

M.(T):=if{C >0 : T verifica (L) }.

La definicion de este ideal de operadores multilineales fue introducida independientemente
por M. Matos [Mat03| y por F. Bombal, D. Pérez-Garcia y 1. Villanueva [BPGV04].
» Operadores multilineales fuertemente (g, p)-sumantes

Decimos que un operador n-lineal T € L(X,...,X,;Y) es fuertemente (q,p)-sumante,
con p < g, si existe C' > 0 tal que para todas las sucesiones finitas ©; = (x1,;)7", C X;,...,
Tp = (Tni) € X, vale que

m 1/q m 1/p
(Z T (21, ... ,xm)ug) <C-  sup (Z o1, .- ,xm-)\p> . (1.6)
=1 =1

Se denota Sy (X1,...,X,;Y) al espacio de operadores n-lineales fuertemente (q,p)-
sumantes que resulta un ideal de operadores multilineales de Banach con la norma dada
por

Stgp)(T) :==f {C >0 : T verifica (L.6)}.

Si p = q, decimos que T es fuertemente p-sumante y lo notamos con (Sp, Sp).

La definicién de este ideal de operadores multilineales fue introducida por V. Dimant
[Dim03].

1.1.1. Nucleo minimal

El nicleo minimal de un ideal de operadores n-lineales (2, || - [|a) es el ideal de composicion

lein ::§02[O(§7~-‘7§>
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donde F representa el ideal de operadores lineales aproximables, es decir, un operador n-lineal

T pertenece a A™"(X,, ..., X,;Y) si admite una factorizacion de la forma
Xi XX Xy — 20—V | (1.7)
(Bi,..., Bn)l TA
1 X X Iy 5 U
donde los espacios 71, ..., Z,,U son espacios de Banach, los operadores lineales A, By,..., B,
son aproximables y el operador multilineal S € A(Z;, ..., Z,;U). La norma minimal de 7" viene
dada por

T lgmin = tnf {| Allz - 1Sl - [ Ballg -~ | Bull5}

donde el infimo se toma sobre todas las factorizaciones como en (1.7)).
Se tienen las siguientes propiedades, que pueden encontrarse en |[Flo01]

LoAmm C A con || - flo < - [lagmen.
2. (Yminymin L gpmin,
3. A™" es el ideal de operadores n-lineales méas chico que satisface
A (M, ..., My,; N) = A(Mjy, ..., My,; N) para todo My, ... M,, N € FIN.

4. Si X1,...,X] eY tienen propiedad de aproximacion métrica (ver definicion en Apéndice
. : 1
A.1)), entonces se tiene que A™"( Xy, ..., X,,;Y) = A(Xy, ..., X,,; V).

Ademis 27 (X, X V) £ 25060, X V)

Decimos que A es minimal si (2A, || - [ja) = (A™", || - ||gumin ).
Por ejemplo, los ideales de operadores multilineales aproximables y nucleares son minimales.
Es més, se tiene que (GZ)™" = (PZ)™" =Ny (L£)™" = L,

(ver [Murl0] para la version polinomial de estas igualdades).

1.1.2. Capsula maximal

Sea (2, || - |la) un ideal de operadores n-lineales, para cada T € L£(X,..., X,;Y) se define
la norma

|7 ||gumax == sup {[|Q} o T o (I])V%, oIyl s My € FIN(X;),L € COFIN(Y)},

donde I35 : M — X es la inclusion de M en X, QY : Y — L es la proyeccion de Y sobre Ly
COFIN(X) representa la clase de subespacios cerrados de codimension finita de X. A partir
de dicha definicion, se define la cdpsula mazximal del ideal 21 como

leé,x(Xh o 7Xn,Y) = {T (- [,(le. .. ,Xn;Y) : HT

Qmax < OO}
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Se dice que (2, - ||a) es mazimal si (A, || - ||a) = (A ||| g )
Los ideales maximales satisfacen las siguientes propiedades que se pueden encontrar en
[ETo01].

L A CA™E con || - ||gmae < || - ||t
5. (gurarymos L gumas
3. AMe* eg el ideal de operadores n-lineales més grande que satisface
A (M ... My N) = A(Mj, ..., M,; N) para todo M, ... M,, N € FIN.

4. Si Ay,... A,, B son ideales de operadores maximales y 21 es maximal, entonces 3o 2 o
(Ai,...,A,) es maximal.

5. (leax)min i lezn y (Q(min)maac é Q(ma:c'

Por ejemplo, £, GZ, D,, Z. son maximales y se tienen las siguientes relaciones (N)™% = GZ
maxr __
Y (Lapp) =L.
Para ver que D, e Z, son maximales es necesario usar el Teorema de representaciéon para
ideales maximales que veremos mas adelante (ver Teorema [1.2.3]).

1.2. Productos y normas tensoriales

Sean Xj,..., X, espacios de Banach, notamos con X; ® --- ® X,, = ® X, su producto
tensorial y con 3 7" Aj- 21, ® - @7, a sus elementos. Observemos que cuando el cuerpo en
el que estamos trabajando es el de los ntimeros complejos, los escalares no son necesarios en la
expresion anterior. Por simplicidad, usaremos la notacién compleja aunque los resultados valen
también para el caso real.

El producto tensorial ®!' X, identifica operadores n-lineales de X; x --- X X,, en Y con
operadores lineales de ®7' ; X; en YV

L(Xy,..., X Y)=L(R, X;Y), T ~ T,

donde TL(Z;RZI L1, K- ® x’fhj) = Z;nzl T(ZELJ‘, . ’x’fhj)'

Por otro lado, hay una identificacion canoénica entre el espacio L¢( Xy, ..., X,;Y) v el produc-
to tensorial ®7_; X] ®Y". En efecto, dado un operador de tipo finito 7' = 37", @ ;(-) - -~ 27, ;(*) -

y; € Li(X1,...,X,;Y) decimos que el tensor z := Y ", Ty ;@ @, ®y; representa a T
Andlogamente, dado z = 37" | 7} ; @ - ® 2, ; ®y; € @, X]® Y, siempre representa a un
operador n-lineal de tipo finito (por ejemplo representa a T'= "% | 2 ;(*) - - - 27, () - y;)-
Dados operadores lineales A; € £(X;;Y;) con 1 < i < n, podemos considerar el operador
lineal (A1 ®---® A4,) : @, X; — ®F,Y; definido en los tensores elementales como (A; ® -+ ®
A1 @ ®@xy) = A1(1) @ -+ ® Ay () y luego extendido por linealidad a todo ®7_; X;.
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No hay una referencia general para normas tensoriales de orden n sobre productos tensoria-
les de espacios de Banach, aunque podemos encontrar la definiciéon y algunas propiedades en
|[FHO2]. Toda la teorfa que usaremos para normas tensoriales se obtienen como generalizaciones
naturales de las normas tensoriales de formas bilineales, hacemos referencia a [DF93| para dicha
teoria.

La teoria de ideales de operadores lineales esta estrechamente relacionada con la teoria
de productos tensoriales de espacios de Banach. Esta relacion comenzé con el trabajo de A.
Grothendieck (ver |[Grob5|), quien definié las normas proyectiva e inyectiva en el producto
tensorial entre dos espacios de Banach X e Y.

La norma proyectiva de orden 2 esta dada por

Ta(2; X @ Y) := inf {Z |- Nyl =2 = ®%} :
j=1 j=1

Y la norma inyectiva de orden 2 esta dada por

> @ (x5) -y (yy)

j=1

go(2; X ®Y) = sup {

x’'€Bx1,y €Byr

:z—ij(X)yj}.
j=1

En general los espacios (X ®,, Y) y (X ®., Y) no son completos por lo que notamos con
(X émY) y con (X <§>52Y) a sus completaciones respectivamente.

Grothendieck probo el siguiente teorema que relaciona el producto tensorial de espacios de
Banach con espacios de operadores lineales en X.

Teorema 1.2.1. Sean X e Y espacios de Banach. Entonces
(X&,Y) =L(X;Y) vy  (X&®,Y) = Laz(X;Y),
donde Loz denota los operadores lineales Grothendieck integrales.

Estas definiciones se generalizan de manera natural al contexto multilineal, la norma pro-
yectiva 7 (de orden n) se define como

7(z) = inf {Z @14 - - H%JH} 7
j=1

donde el infimo se toma sobre todas la representaciones de z de la forma E;”:l T1; Q- QTy -

Notamos con (®?:1 Xi;ﬂ') al producto tensorial provisto de la norma proyectiva. La norma
tensorial 7 estd univocamente determinada por la siguiente propiedad

1

(®?:1Xi;77)/ = L(Xy,...,X,)
TL s T
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( i1 Xi?”)

La norma inyectiva ¢ se define como

Z% T1,5) T (Tng)| s

EZ = 8sup
:CEBX/

m . ., .
donde 77 21 ® - ® x,,; es cualquier representacion fija de z. Notamos con (®r, Xi;e) al
producto tensorial con la norma ¢ y satisface, por definicion,

(@1 Xize) & L(XT,..., X)),
Es decir,

(@ Xije) = (®z | X))

esto muestra que € es de alguna forma dual a 7.
Al igual que para productos tensoriales de orden 2, notamos con (@?ZlXi; 7r) y con (@;L:lXi; 5)
a las completaciones de (®F_,X;;7) v de (®F_,X;; ) respectivamente.

El siguiente resultado relaciona normas tensoriales (de orden n) con ideales de operadores
multilineales.

Teorema 1.2.2. Sean Xi,...,X, eY espacios de Banach. Entonces

1. L(Xq,...,X,,;Y) = L L ((®z (X m); Y). En particular, para formas multilineales vale que
L(X1,. ., X)) = (@1, X5 ).
2. £<X17 s 7Xn; Y/) é ((é)?:lea 7T) ®7r2 Y)/ é ( ?:1 XZ ® Y; 71-)/-

3. PL(Xy,...,X;Y) = Lpr ((é?lei;s); Y). Lo mismo sucede para el ideal de operadores
Grothendiek integrales. En particular, aplicando el Teorema[1.2.1), se tiene que

GT(Xy,. ., X3 Y') = Loz (B, Xis2); V') = (81, X1;6)8,Y) = (B, X,0Y5¢) .

Se dice que « es una norma tensorial de orden n si a asigna a cada n-upla de espacios
normados (X7, ..., X,,) una norma « ( - ; ®"_; X;) en el producto tensorial @7, X;, que satisface

. e <a<men ®",X;. (norma razonable).
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2. [A1 @ @A, (L, X ) = (@1, Y;; )] < |JA1]l - - ||An]l para todo A; € L(X;,Y;)
(metric mapping property).

Notamos con (®!,X;; «) al producto tensorial ®!" , X; provisto de la norma « ( - ; ®" ,X;)
que no siempre resulta completo y escribimos (@?ZlXi; «) a su completacion.

Una norma tensorial a de orden n es finitamente generada si para toda n-upla de espacios
normados (Xi,...,X,) vy para z € ®_, X; se tiene que

oz @7, X;) = Inf {a(z; @7 M;) : M; € FIN(X;), 2 € M1 ® -+ @ M, }.

Por ejemplo, 7 y € son normas tensoriales finitamente generadas.

Si « es una norma tensorial de orden n, se define o' la norma dual de «. Primero se la
define en F'IN como la norma correspondiente al dual del producto tensorial con la norma a.
Es decir, por la relacién

n Lo WL n 1N
(®i M5 ) = (®7 Mj; @)

y se extiende su definicion a NORM (la clase de espacios normados) de la siguiente manera
o (2, @0, X;) =nf {o/(z; QL M) : z € M1 ® -+ @ M, },

donde el infimo se toma sobre todos los subespacios de dimension finita M; € FIN(X;) tales
que z pertenece a su producto tensorial (ver [DE93| Section 15]). Por definicion, o’ siempre es
finitamente generada y si « es finitamente generada entonces vale que o’ = . Por ejemplo, es
sabido que 7' = ey & = 7.

Dado (2] - |la) un ideal de operadores n-lineales, se define la norma tensorial asociada a
2(, como la tinica norma tensorial « finitamente generada de orden n + 1 que satisface

A(Mi,..., My N) = (M{ @ -+ & M}, ® N; ),

para todo M; € FIN(X;) y todo N € FIN(Y), en este caso escribimos 2 ~ «.
Es decir, dado z € ®}_; M/ ® N, tiene una escritura de la forma 2 = > 77" | 2} ; @ -+ @1, ; @y,
consideramos T, € L(M, ..., M,; N) el operador n-lineal asociado a z dado por

m

T.(x1,...,0,) = Zx’lj(xl) oo x;j(:vn) -y
j=1
La norma tensorial satisface a(z) = a(z; @ M @ N) = |||, M N)-
Para z € @ X/ ® Y, definimos
a(z; @ X! ®Y)=hf{a(z; @ M;®N) : z€® M @ N},

donde M; € FIN(X;)y N € FIN(Y).
Por ejemplo, £ y Ly, estan asociados a la norma ¢ y PZ, GZ, N estan asociados a la
norma 7. Notemos también que si 2 esta asociado a una norma tensorial finitamente generada,



Capitulo 1. Preliminares 26

entonces ™™ y A" estan asociados a la misma norma tensorial ya que coinciden en espacios
de dimensién finita.

Cada z € (®",X; ® Y;«a) se identifica con un operador multilineal continuo de X; X
-+ X X, en Y'. Luego, diferentes normas tensoriales producen diferentes ideales de operadores
multilineales.

Hay una fuerte relaciéon entre ideales maximales y su norma tensorial asociada como puede
verse en el siguiente teorema de representacion que se puede encontrar en [FH02].

Teorema 1.2.3. Sea (2, || - ||a) un ideal de operadores n-lineales. Entonces son equivalentes:
(1) (] - |l«) es mazimal.
(2) Existe 5 una norma tensorial finitamente generada de orden n + 1 tal que
Xy, XY= (X1 @ ®X,@Y;8),
WXy, X V)= (X1 @@ X, @Y 8) NL(X, ..., X Y).
En particular, si « es la norma tensorial asociada a 2, tenemos que:
A (X, XY )= (X0 ® X, ®Y;a).

Por otro lado, si 2 ~ «, también existe una relacion entre (X; ® --- ® X,, ® Y;a) y
Amn(X,, ..., X,;Y) dada en el siguiente teorema de representacion que puede verse en [Flo01]
Theorem 4.2]

Teorema 1.2.4. Sea 2 un ideal de operadores n-lineales minimal asociado a la norma tensorial
a, entonces hay una metric surjection natural:

n oy~ 1
(®j:1Xj®Y; @) - AXy, ..., X Y),

definida en ®§?:1X]’. ®Y dada por

En particular, para un ideal cualquiera 2 ~ « (no necesariamente minimal), se tiene que

—n - 1 , . : :
(®j:1XJ’.®Y;oe) — A™( X, ..., X,;Y). Observemos también que si X7,..., XY tienen la
propiedad de aproximacion acotada (ver definicion en Apéndice [A.1)), entonces

(éylej,éYv a) é Q[min(Xla s 7Xna Y))

como puede verse en [Flo01].
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Observacion 1.2.5. En general, si 2 es un ideal de operadores n-lineales asociado a la norma
tensorial o, tenemos la siguiente inclusion de norma 1 dada por

(@?legéy; a> A (XX Y) S AKX Y.
Si ademés 2 es maximal y X7, ..., X/, Y" tienen la propiedad de aproximacion métrica, entonces
(FLx@yia) Lamn(x, . X5y A, X)L (e, X0V, a)
Sea A ~ «, se define el ideal adjunto de 2l como:
A (Xy,..., XY) = (@ X, Y a) NL(Xy, ..., X Y).
Luego, para M;y,...,M,, N € FIN se satisface que
A (M, ..., My; N) = (7, M; ® N';a) = (], M! @ N;0).

Es decir, 2A* ~ «'. De la definicién se deduce que 2A* es siempre maximal aplicando el
Teorema de representacion para ideales maximales (Teorema , ademas A = A Por
ejemplo, £* = GT y GT* = PT* = L.

Observacion 1.2.6. Por ultimo observemos que N es el ideal (de Banach) mas chico y £
es el mas grande. Es decir, dado un ideal 2 se tiene que si T € N(Xy,...,X,;Y), entonces
T e Q[(Xl c. ,Xn,Y) y ademas ||T||Q[(X1...,Xn;Y) S HTH./\/'(Xl...,Xn;Y)- YsiT e Ql(Xl Ce ,Xn,Y)7
entonces T € L(X; ..., X,;Y) y ademas || T z(x,...x..v) < ||T|

AX1.., XY

1.3. Espacios de sucesiones.

Sea w el conjunto de sucesiones de elementos en K = R o C. Un espacio de sucesiones es un
subespacio de w. Nosotros trabajaremos con una clase més restrictiva de espacios de sucesiones.
Notaremos con e; (k € N) al k-ésimo vector canoénico y llamaremos co := span{ey : k € N}.
Como primera medida, vamos a trabajar con subespacios de w que contengan a cgg, es decir,
subespacios que contengan a todos los vectores candénicos. Nos interesaran aquellos espacios de
sucesiones que sean normados, més atn, los espacios de Banach. Veamos algunos ejemplos de
espacios de Banach de sucesiones.

U = {(xk)k s sup |xg| < oo} ,ocon |[(xp)klle. = 2u§ ||
€

keN
o ={ (e s Jim Jri =0 con || (@)elen. = sup o

1/p
by = {(xk)k : Z |z |P < OO} , con H(xk)k.ng = (Z |xk|p> , 1 <p<oo

keN keN
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k
bo =1 (xx)e s 3 Um > fa —ail o, con [[(@r)elloe = Y |ner — zil + 1 |z
k—o0 4 k—o00
i=1 keN
k k
bs = ¢ (Tg)k : Sup Z‘T’ <00, con |[(zg)k|lps = sup in
keN | keN |45
Utilizaremos las letras E'y F' para denotar los espacios de sucesiones y |||z (resp. ||-|| ) para

sus normas. Por otra parte, cuando decimos = € E nos referimos a que la sucesion x = (xy)
pertenece a E. En diversos casos usaremos, por comodidad, la notacion x(k) para nombrar la
k-ésima coordenada de la sucesion x y si e y son dos sucesiones, llamaremos = -y := (zy, - yx),
al producto coordenada a coordenada.

Diremos que un espacio de sucesiones es normal si satisface que si x € w e y € E son tales
que |zx| < |yg| para todo k € N, entonces z € E y ||z||lg < ||ly] .

Por ejemplo, ¢, con 1 < p < 0o y ¢y son normales. Pero el espacio bv no es normal ya que
(1,1,1,...) € bu pero (1,—1,1,—1,...) & bv y los moédulos de sus coordenadas coinciden.

La siguiente es una propiedad importante de los espacios normales.

Proposicion 1.3.1. Si E es normal con © € E y s es una sucesion tal que |sg| = 1 para todo
k €N, entonces v-s € E con ||z - s||g = ||z g

Demostracion. Sea v € E, como |(x - s),| = |zx| para todo k& € N, por la normalidad de E,
se tiene que x - s € E con ||z - s||p < ||z||g. Ahora bien, aplicando el mismo argumento sobre
r-s € F, tomando una sucesion s~* tal que s-s7' = (1,1,1,...), se tiene que z = x-s-s ' € F
con [|z|g < [z - s/

0

A continuacion, enunciamos dos propiedades méas sobre espacios de sucesiones normales.
Proposicién 1.3.2.

a) Sea E un espacio de sucesiones normado y normal y sean x € E y (T)nen una sucesion
de elementos de E, es decir, para cada n € N se tiene que x, = (x,(k))y € E. Si x, — ©
en E, entonces cada coordenada de x, converge a la correspondiente coordenada de x, o
sea, T,(k) — x(k) para cada k € N,

b) Sea E un espacio de Banach de sucesiones. Si E es normal y existen constantes Cp,Cy > 0
tales que Cy < |lex||r < Cy para todo k € N, entonces {1 — E — (.

De ahora en més, usaremos el término espacio de sucesiones para los espacios de Banach
de sucesiones normales tales que ||ex|| = 1 para todo k € N. Observemos que con esta definicion

. . . . <1 _ <1
de espacio de sucesiones, se verifica siempre que {1 = E < (,



Capitulo 1. Preliminares 29

En lo que sigue, recordamos las definiciones y algunos resultados conocidos sobre estos
conceptos cuyas demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en [Maz10].

Notaremos con Ey := span{e;,...,ex} , i% : Ex — E , 75 : E — Ey la inclusion y la
proyeccion canonica respectivamente (escribiremos iy y my siempre que sea claro a qué espacio
nos referimos) y notaremos Ey := span{ey : k € N}.

Se define el dual de Kiothe de E como

E* = {yEw ; Z|x(k‘)y(kz)| < o0 para todo x € E },
keN

que resulta un espacio de sucesiones con la norma dada por

lyllex == sup > [a(k)-y(k)| = sup [z ylle,-

HIHEgl kEN Hx”Egl

La norma también puede expresarse como

> alk)-yk)|.

keN

[yllex :== sup (1.8)

[=ll<1

(Ver |[LTII79, page 29| donde se define una nociéon anéloga en un contexto mas general, el de
Banach lattices).

Dado y € E*, consideramos ¢, € E’ dada por ¢,(z) = >, yz(k) - y(k) que satisface por
definicion que ||yl = ||y||zx, lo que nos da la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3.3. Sea E un espacio de sucesiones. La aplicacion definida por
EX — F
Yy = Py

resulta una inyeccion isométrica. Es decir, podemos pensar a E* como subespacio isométrico

de E'.

De la misma manera que definimos E* podemos considerar (E*)* := E** el bidual de

1
Ko6the y vale que F <§—> E**. Pues dado x € F, aplicando la Proposicion [1.3.3] se tiene que

[zllpxx = sup |lz-ylle, < sup |2'(2)] = ||z 5
yEBEX I’EBE/

Decimos que E es perfecto o Kdithe reflexivo si B> < E. Por ejemplo, los espacios £, con
1 < p < o0, son perfectos pero el espacio ¢y no lo es. Ademas, E* es perfecto para todo

. . . <1 )
espacio de sucesiones E. En efecto, siempre vale que £* <= E***. Reciprocamente, tenemos
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por definiciéon que x € E*** si y solo si x -y € {1 para todo y € E**. En particular, x -y € {;
para todo y € E, es decir, x € E* con

2] = sup [lz-ylle, < sup [z yllo, = [|z]|poo.
yEBE yEBExx
Decimos que E es p-convexo si existe C' > 0 tal que para todo zq,...,x, € E se satisface
n 1/p n 1/p
(Sr) | <o () 19)
i=1 B i=1
Y decimos que F es q-concavo si existe C' > 0 tal que para todo z1,...,z, € E se satisface
n 1/q n 1/q
<2N%%> s0<§]mﬂ . (1.10)
i=1 i=1 5

El infimo de las constantes que satisfacen (1.9) y (L.10) las llamamos M®)(E) y M, (E)
respectivamente y se llaman la constante de p-convexidad (resp. g-concavidad) del espacio E.

Para E y F espacios de sucesiones, se define el espacio de multiplicadores de E en F como
M(E,F):={zr€w : x-y€ F paratodoye€ E},
que resulta un espacio de sucesiones con la norma dada por

||5'3||M(E,F) = sup ||z - y||r.
yEBE

Observemos que si consideramos D,, el operador lineal diagonal de F en F' asociado a z, es
decir, D,(y) = x -y, se tiene que

M(E,F)={z€w : D,: E — F esta bien definido y es acotado},

V lzllez,ry = Dol o)

Los ejemplos més simples de espacios de multiplicadores son M (E, () = loo, M(E, () =

E* y M(ls, F) = F. También se tiene que

1| b, sip<gq;
M(fp’gq):{é,« sip>q

donde % =1_ %.
Aligual que para ideales de operadores multilineales, tenemos los conceptos de maximalidad
y minimalidad para espacios de sucesiones.
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1.3.1. Nucleo minimal

Sea E un espacio de sucesiones, se define el nicleo minimal de E como
Emm::{wa cx=y-z con ye Ey zEco}
que resulta un espacio de sucesiones con la norma dada por

||| gmin = If {||yllg - ||2]lee : 2=y-2 con yeEE y z€c}.

. .. . 1 ; . o1
Decimos que E es minimal si £ = E™" y siempre vale que E™" — F.
La siguiente proposiciéon nos da una caracterizacion atil del nicleo minimal.

Proposicion 1.3.4.

B = {J: eLl: J}im |lmn(x) —2||g = 0} = span{ey : k € N}H'”E.
—00

Teorema 1.3.5. Son equivalentes:

(1) E es minimal.

I-l=

(2) E = span{e, : k € N} .

(3) E es separable.

(4) B' = B,

(5) mn tiende a I sobre compactos.

Demostracion. Las equivalencias entre los items (1), (2), (3) y (4) son conocidas (ver [Maz10]),
por lo que solo veremos (1) <= (5) (que lo usaremos en la demostracion del Teorema [3.2.5).
Supongamos que F es minimal, y veamos que 7% tiende a I sobre compactos. Sea K C F
compacto (es totalmente acotado), entonces dado € > 0, existen yy,..., ¥y, tales que K C
Ui~ B(yj,€). Como E es minimal, existe Ny € N tal que (7% — Ir)(y;)||r < € para todo
1 <j<my para todo N > Ny. Luego, dado y € K, existe j, tal que y € B(yj,, ), entonces

I(mx = 1) W)lle < (78 = Ie)(y — yio)lle + 1178 — Te) (o)l < e ll(my — Ip)ll +e < 3,

para todo N > N, y para todo y € K.
La vuelta es trivial, ya que los puntos son compactos. O

Por ejemplo, los espacios £,, con 1 < p < 00, ¥ ¢y son minimales pero ¢, no es minimal ya
que O # 0, =L%.
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1.3.2. CAapsula maximal
Sea F un espacio de sucesiones, se define la cdpsula mazximal de E como
Emer .= {xew : x-z € FE para todo zEcO},

que resulta un espacio de sucesiones con la norma dada por

[/l e = sup [l - y|&.
yGBCO

Siempre vale que F §—1> E™* v decimos que E es maximal si F L pmaz

Observemos que ||z||gmee = || D, : ¢co — E||, donde D, es el operador lineal diagonal asociado
a x sobre co. Luego, M(co, E) = E™**.

La siguiente proposicion nos da una util caracterizacion de la cidpsula maximal.

Proposiciéon 1.3.6.
Em™ ={xcw : lasucesion (my(z))n es acotada en || - g}

y ademds, ||z[|pmer = sup |7y (2)] e
NeN

Como consecuencia, para ver que un espacio de sucesiones F es maximal, como siempre vale

<1 <1 . .
que E = E™* basta ver que E™* & FE. Es decir, que si |7, (z)||g < C para todo N € N,
entonces © € E con ||z||g < C.

En el siguiente teorema damos equivalencias de la definicién de espacio de sucesiones maxi-
mal.

Teorema 1.3.7. Son equivalentes:
(1) E es mazimal.
(2) Si(x,)n C Bg tal que x,(k) — x(k) para todo k € N, entonces © € Bp.
(8) E es perfecto, es decir, E L pxx,

Por ejemplo, los espacios ¢, con 1 < p < 0o, son maximales pero ¢y no es maximal ya que
ey =l # ¢o. Ademés, E* es maximal para todo espacio de sucesiones E.



Capitulo 2

Operadores y formas multilineales
diagonales en espacios ),

En este capitulo nos vamos a enfocar en estudiar la relacion del ideal de operadores mul-
tilineales extendibles con otros ideales de operadores multilineales habitualmente estudiados:
nucleares, integrales, acotados. Como comentamos en la introduccion de esta tesis, existe una
relacion entre estos ideales (que de momento consideramos entre espacios ¢,) dada por la si-
guiente cadena de inclusiones

N ("3 6) © T(i0,) C E("yiby) € Ly by).

que se traduce en la siguiente cadena de inclusiones entre los espacios de sucesiones asociados
a dichos ideales (ver definicion més adelante)

0o(N5p,q) C(Z;p,q) C a(E;p,q) C (L5, q). (2.1)

Nuestro objetivo estara centrado en determinar para cada valor de p, de ¢ y de n si cada una
de las dos ultimas inclusiones de la cadena resulta una inclusién propia o resulta una
igualdad. Notemos que en los casos donde determinemos que la inclusiéon es propia, obtenemos
ejemplos explicitos de operadores multilineales que pertenecen al ideal mas chico pero no al
mas grande.

Para 1 < p < oo, llamaremos p’ al conjugado de p. Es decir, p’ es el unico nimero que
verifica % + 1% =1 (donde 1 es el conjugado de oo y viceversa). Notaremos con Ki,v al espacio de

N-uplas de ntimeros en K provistos de la norma p, es decir, 62]7\’ = (KN, [ - [le,)-

2.1. Formas multilineales diagonales en espacios ¢,

Decimos que una forma multilineal ¢ : ¢, x --- x £, = K es diagonal si existe una sucesiéon
acotada de escalares a = (a(k))x tal que

Sar, . wn) = Y olk) (k) -z (k). (2.2)

keN
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En dicho caso, ¢ es la forma multilineal diagonal asociada a la sucesion « y la notamos ¢,. En
otras palabras, dado a € ¢, podemos escribir a ¢, en su forma tensorial como

ba= alk) ¢ ®- @6,

keN

donde ¢, € ¢,y denota el k-ésimo funcional coordenado.

Dado 2 un ideal de formas multilineales, nos preguntamos qué sucesiones o dan lugar a
formas multilineales diagonales que pertenecen al ideal 2. Definimos el espacio de sucesiones
asociado a A como

(o (A;p) = {a €le: P € Ql(nfp)},

que resulta efectivamente un espacio de sucesiones (Ver Proposicion [3.1.1]) con la norma dada
por
lellen@p) = ll9allacme,)-

En esta seccion vamos a describir los siguientes espacios de sucesiones: £, (N;p), £,(Z;p),
0, (E;p) vy €n(L;p). En |[Car01] y en [CDS06] se calculan —con otro enfoque— los espacios de
sucesiones asociados a los ideales de formas n-lineales nucleares, integrales y continuas en su
totalidad, mientras que para el ideal de formas n-lineales extendibles se calculan los respectivos
espacios de sucesiones asociados para los casos p =1y 2 < p < oo. Para los restantes valores
de p se dan aproximaciones. Nosotros vamos a completar este cilculo dando explicitamente
el espacio de sucesiones asociado al ideal de formas n-lineales extendibles para 1 < p < 2
(Proposicion [2.1.5).

Vamos a comenzar recordando los resultados de [Car01] y [CDS06]. Para empezar, el espacio
de sucesiones ¢,,(L;p) se puede calcular simplemente aplicando la desigualdad de Holder y se
obtiene que

lso sip<n
(o(L:p) =
fp_in sip>n

. . 1 . . .
En particular, se tiene que ¢,(L;00) = {1 y como todo espacio de sucesiones contiene a ¢4
obtenemos

Un(N:00) = €, (T;00) = £,(E;00) = £,(L;00) = {1.

Es decir, los operadores multilineales diagonales sobre £, X - - - X {4, continuos son nucleares (y
entonces son integrales y extendibles también). Por otra parte, es sabido que £, con 1 < p < 0o
es un espacio Asplund (ver definicion y propiedades en Apéndice . Luego, aplicando un
conocido resultado de Alencar [Ale85al que dice que los ideales de formas multilineales nucleares
e integrales coinciden isométricamente sobre espacios Asplund, se tiene que N ("(,) = Z(™y)
para todo 1 < p < co. Esto nos dice que basta con calcular el espacio de sucesiones asociado a
alguno de los dos ideales en este caso.
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Proposicion 2.1.1.

s sil<p<n/

1
0 (N5 p) =

0 sip>n'

En el caso p =1, se tiene que £,(N;1) Loy 0,(Z;1) /..

A partir de este resultado, podemos describir los espacios de sucesiones asociados a los
ideales de formas multilineales nucleares e integrales para todo 1 < p < oo. En particular,

como ¢, (Z;1) = (s v todo espacio de sucesiones esta incluido en /.., tenemos que
(T3 1) = La(E51) = £a(£51) = loe.

Es decir, toda forma multilineal diagonal en ¢; x --- X £; es integral y entonces extendible y
continua. Recordemos, por tltimo, los resultados para el ideal de formas n-lineales extendibles.

Proposicién 2.1.2. Sea p > 2, entonces
FEs decir, para p > 2 toda forma n-lineal diagonal extendible en £, x --- x £, es nuclear.

Ahora si vamos a completar los calculos describiendo el espacio £, (E;p) para 1 < p < 2. En
primera medida, vamos a probar un lema sobre formas n-lineales extendibles sobre ¢; x £; X
Uy X -+ x L, ,. Para esto vamos a considerar matrices de Walsh, es decir, matrices (a,)x,, de
tamafio N x N tales que |ax.| = 1 y que satisfacen la siguiente condicion

N

Z CLTkC_LTl =N (SkJ . (23)

r=1

Asumimos ademés que las matrices son simétricas. Por ejemplo, para el caso complejo las
matrices de Fourier dadas por aj, = e~ "* IDF93| Section 8.5] son matrices de Walsh simétricas
y para el caso real, se pueden considerar las matrices de Hadamard (ver [MQ10|, Section 3|)
definidas para los N que sean una potencia de 2 y que son generadas por bloques de la siguiente

forma N y
A = (1 —1> o Ao = (AQ" —AQn,) ‘

Para cada N € Ny 1 < p < oo, definimos un operador de tipo Toeplitz de Efgv en (Y como

Enplr) =) <Z aw(r)) Ck- (2.4)

r=1

La siguiente proposiciéon nos da una cota superior para la norma del operador &y .
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1
Proposicién 2.1.3. La norma del operador §n, es menor o igual a Nv'.

Demostracion. Factoricemos al operador £y, via (;:
—> N

y analicemos las normas de cada uno de los factores

: N N L
Hld:gp _>£1 H = Ssup HSEHK{V < H(l,l,...,l)"el\;:NP’
TE Z:{,V P
N N
||§N,1 Y - EQH = sup sup derx(r) < sup sup Z lz(r)] < 1.
w€B N ISkSN |} 2y 2€B,N 1<k<N [ 27
Luego, se obtiene que [|En,|| < [[id || - [|En]| < NV, O

Por ultimo, introducimos para n > 3 la siguiente modificacion de la forma n-lineal sobre
(N x -+« x (Y estudiada por Bohnenblust y Hille en [BH31, Section 2|:

Loy, wn) = > aj - ap - 21(j) - 22(k) - 23(0) -+ 20 (1) (2.5)

jikd=1

Notemos que esta forma n-lineal que definimos se construye tomando la forma trilineal definida
por Bohnenblust y Hille y extendiéndola a una forma n-lineal manteniendo la norma de la
forma trilineal original. Como la norma extendible de una forma multilineal definida sobre
(N x -+ x €Y coincide con la norma usual (ver Apéndice [A.2), se tiene por [BH3I] Section 2]
que

IZnlleeex)y = I1Dnllemeyy = N2 (2.6)
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Aplicando las propiedades de los coeficientes (ay, )x, de la ecuacion (2.3)), se obtiene

N

Ly (Enp(x1) Enplea), 3, .. 2n) = Z aji - ay - ENp(01)(F) - Enp(w2) (k) - 23(1) - - - 20 (1)

j7k7l:1

= Z aj - ay, - (Z ajy - xl(r)> : (Z ajs - x2(5)> cx3(l) -z (l)
x1(r) - x2(s) - w3(l) - - - xp(l) - (Z aj - ajr> . (Z g - aks>

k=1

= N?. <Z z1(r) - o(r) - x3(r) - 'l’n(r)> = N?- Op(21,. .., @), (2.7)

donde ® es la forma n-lineal dada por

O(ar, .. an) = Y i(k) - an(k) (2.8)

y @u es la forma n-lineal dada por sumar los primeros N términos en (2.8).

Estamos en condiciones de enunciar el lema que necesitaremos para caracterizar el espacio
de sucesiones asociado a las formas multilineales extendibles en ¢, x --- x £, para 1 <p < 2.

Lema 2.1.4. Toda forma n-lineal diagonal sobre {y x {1 X £y X - x L, , conl <p; < ooy
n > 2, es extendible.

Demostracion. El caso n = 2 es inmediato ya que, como vimos en la Proposicion 2.1.1] las for-
mas n-lineales —y en particular las forma bilineales— sobre ¢, son integrales y en consecuencia
extendibles. Para n > 3, cada forma n-lineal diagonal ¢, : €1 X {1 X £y X - X { — K se
puede factorizar de la siguiente forma

Pn—2

T O D e R G

S I %

61 X 61 X €p1 X e X gpn_Q

donde D, : ¢1 — {; es el operador lineal diagonal asociado a « (que esté bien definido para
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todo a € £). En efecto,

® o (D,,id, ... id)(x1,...,2,) = Pla-x1,29,...,7,)

= > alk)-ai(k)-aa(k)

k=1
a(iﬁl, RN ,ZL’n).

I
psS

De la factorizacion y las propiedades de los ideales de formas n-lineales, se deduce que para ver
que toda forma n-lineal diagonal sobre ¢; x ¢; x £, X ---x £, , es extendible, basta ver que
® es extendible sobre 1 X {1 X £y, X -+ X {, .

Para demostrar que ® es extendible, consideremos la forma n-lineal Ly definida y
observemos que por lo visto en la igualdad se obtiene

LN(fN’1($1),€N71($2),id(l’3), Ce ,ld(l'n)) = N2 . ®N(x17 Ce ,IEn),

donde id : £)7 — (Y. Entonces, de la Proposicion m v la identidad (2.6)), tenemos que

2

n—2
1 .
1P ller bn st ) < 75 IEN ey - Nl€nall®- [ ] 1id 6 — X
N
=1
1 2

En consecuencia, las normas extendibles de las formas n-lineales @5 (N € N) estan uni-
formemente acotadas por 1. La version del Density Lemma |[DE93| Section 13.4] para ideales
de formas multilineales maximales que se encuentra en [CDS09, Lemma 5.4] dice que si una
forma n-lineal diagonal satisface que las las normas de sus formas n-lineales truncadas estan
uniformemente acotadas en un ideal maximal, entonces la forma n-lineal diagonal original per-
tenece al ideal y su norma es menor o igual a la cota uniforme. De lo que se deduce —ya que el
ideal de formas n-lineales extendibles es maximal [Car99, Corollary 3.9]— que ® es extendible
y ademas ||®||¢ e, 01, = 1. O

oy reenslp, o)

El lema anterior, ademas de ser una herramienta para describir el espacio de sucesiones
asociado al ideal de formas n-lineales extendibles, muestra un comportamiento inesperado de
las formas n-lineales diagonales. Es facil ver que si toda forma n-lineal sobre X; x --- x X,
es extendible, entonces toda forma (n — 1)-lineal sobre cualquier (n — 1)-upla de los espacios
anteriores es extendible. Sin embargo, esta propiedad deja de valer si nos restringimos a las
formas multilineales diagonales. En efecto, el Lema muestra que toda forma trilineal
diagonal sobre £; x {1 x {5 es extendible, mientras que en [CS14| se prueba que existen formas
bilineales diagonales no extendibles sobre /1 X /5. En particular, este resultado nos muestra que
existen formas trilineales en ¢; x {1 x {5 (no diagonales) que no son extendibles.

Las formas multilineales extendibles pueden caracterizarse como aquellas que se factorizan
via espacios L, —ya que dichos espacios son inyectivos— (ver definicion en Apéndice .
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Luego, la desigualdad de Grothendieck multilineal nos permite deducir (ver [Ble8§| o [PGO6!
Corollary 2.5]) que toda forma n-lineal extendible es absolutamente (1;2)-sumante. A partir
de dicho resultado y usando técnicas de interpolaciéon, se prueba un resultado mas fuerte en
IBMP10, Theorem 3.15]: Toda forma n-lineal extendible es absolutamente (r; 2r)-sumante para
todo » > 1. En otras palabras, existe una constante K,, > 0 tal que para toda forma n-lineal
extendible ¢ vale

7T(r727~)(¢) < Kr,n : ||¢||5

Proposicion 2.1.5. Sean 1 < p < 2 yn > 2. Entonces, {,(E;p) =L, .

2

Demostracion. Si ¢, € £("C,) es una forma n-lineal diagonal extendible, por ser ¢, absoluta-
mente (%,p’)—sumante IBMP10, Theorem 3.15], resulta

N v N AN\
<k2: ’ak|g> = (kz: |¢a<ek7 ceey ek)‘p2> < 7T 4 (Qba) ((ek)l]cvzl)n = W(%’7p/)<¢a)7
=1 =1

para todo N € N. Esto implica que « pertenece a {,/. En otras palabras, lo que mostramos es
2

£n<5ﬂp) g gn(H(%’7p/)7p> g g%’?

con HO&HI, < 7T 4 <¢a) > n "¢a"8(”€p) K%n HO‘ Lo (E;p)-

Remprocamente, sea o € EL/ y definimos (o(k))x = ((k)2); —para el caso complejo—.
Consideremos el operador lineal diagonal D, : ¢, — (; y factoricemos a ¢, de la siguiente
forma

6 x b x L, x o ox —"5K.
DGJ/ Dgl idJ idJ %

6 x b4 o x l, x - x4,

Para el caso real, en vez de tomar dos veces D,, tomamos dos operadores lineales distintos D,
y D,,, donde (o1(k))r = (|a(B)[*Y?)r v (o2(k))x = (sg(a(k)) - |a(k)|/?);. Como vimos en el
Lema [2.1.4] ® es extendible y tiene norma 1, lo cual implica que ¢, es extendible y ademaés

Ballee) < N1 ®@lleer .6yt < 1D6l* = N0l = lllle,, -
2

Observemos que de esta tltima prueba, se deduce también que para 1 < p < 2 vale que

gn(gvp) :gn(H(P )7p) _g%

27

Para finalizar la seccion, resumimos todos los resultados obtenidos en el siguiente teorema
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Teorema 2.1.6. Sea n > 2, se tiene que

1. Parap=1,
(NG1) = o C loe = 0(Z51) = £,(E51) = £, (L5 1),

2. Paral <p <2,
a) sin =2, enlonces

Uo(N5p) = Uo(Z;p) = 0(E;p) = ly & loo = lo(Lsp).

b) sin >3, entonces

C,(Nsp) =0, (T;p) =4 Cly =L(E;p) C loo = €a(Lsp).

mé,x(%/,l)

3. Para 2 < p < o0,
Co(N5p) = Uo(Z;p) = 0, (E;p) = 01 € 4, (L p) = { P

4. Para p = oo,
£y(N500) = £,(Z;00) = £,(E;00) = £,(L500) = L.

Es interesante notar que para 1 < p < 2 hay una diferencia importante entre formas
bilineales y formas n-lineales con n > 3. De hecho, una consecuencia de un profundo resultado
de Pisier [Pis83] es que toda forma bilineal extendible definida en un espacio con cotipo 2 (ver
definicion en Apéndice es integral (ver los articulos [Car01l [CGJ01] donde se interpreta el
resultado de Pisier de una manera més acorde a nuestro contexto). Por lo tanto, para 1 < p < 2,
toda forma bilineal extendible en ¢, es integral. Sin embargo, el teorema anterior dice que si
1 <p<2yn > 3, existen formas n-lineales diagonales extendibles que no son integrales ya
que la inclusion £, (Z;p) C £, (&; p) es estricta. Podemos ver que también es estricta la inclusion
(o(E;p) C L(L;p) para 1 < p < ooy m > 2, por lo que en este caso existen operadores
multilineales continuos no extendibles.

2.2.  Operadores multilineales diagonales en espacios ¢,

Una herramienta importante para entender el comportamiento de los operadores multili-
neales en espacios £, es notar que hay una identificacion isométrica natural entre £("0,; ;) y
el espacio de formas (n + 1)-lineales continuas sobre ¢, X --- x £, X £, (en el caso que ¢ = 1,
tomamos ¢, como ¢y en vez de (). Se puede ver también, que esta identificacion isométrica
sigue valiendo si consideramos las clases de operadores multilineales nucleares e integrales. Sin
embargo, para la clase de operadores multilineales extendibles esta identidad no se mantiene.



Capitulo 2. Operadores multilineales diagonales en espacios £, 41

Una forma (n + 1)-lineal sobre ¢, x --- x ¢, x £, produce un operador n-lineal extendible de
U, X -+ x L, en {, (como ¢; esta complementado en su bidual, para ¢ = 1 podemos usar £, 0
co como £y ). Pero veremos mas adelante en la Observacion m que no vale la reciproca.

El teorema principal de esta seccion —Teorema [2.2.8— nos da una lista casi completa de
las condiciones de sumabilidad sobre los coeficientes que debe tener un operador multilineal
diagonal de ¢, x --- x £, en {, para ser integral o extendible. Como consecuencia, se establece
para cada p y ¢ la existencia —o ausencia— de operadores multilineales diagonales que no son
extendibles, o que son extendibles pero no integrales (ver Cuadro .

Como hemos mencionado en la introduccion de este capitulo (y de la tesis), los operadores
n-lineales en espacios /¢, nucleares son integrales y los operadores n-lineales en espacios ¢,
integrales son extendibles. Como consecuencia, tenemos la cadena de inclusiones que vimos en
la ecuacion (2.1)

Co(N5p,q) Cla(Z;p,q) C 0u(E;p,q) C 0n(Lsp,q).

Recordemos que nuestro foco esta sobre los dos casos extremos: cuando so6lo los operadores
integrales son extendibles o cuando todos los operadores lo son.

Un operador n-lineal T € L("{,;(,) es diagonal si existe una sucesion acotada de escalares

a = (a(k))y tal que para zy,...,x, € {,, podemos escribir al operador como
T(xy, ..o wn) =z 2y =Y alk) (k) 2a(k) e (2.9)
keN

En dicho caso, T" es el operador multilineal diagonal asociada a la sucesion « y lo notamos T,,.
Observemos que también podemos representar a T, de forma tensorial como

Ta:Za(/{)-e;;@---@e;@ek,

donde ey, es el k-ésimo vector canénico en el espacio ¢, y e}, es el k-ésimo funcional coordenado.
Al igual que para las formas multilineales, dado 2l un ideal de operadores multilineales
definimos el espacio de sucesiones asociado a 2 como

C,(25p,q) = {04 €l :T, € Ql(”ﬁp;ﬁq)},
que resulta un espacio de sucesiones (ver Proposicion [3.1.1]) con la norma definida por

e, @ip.g) = | Tallae,e,)-

Es decir, ¢,,(2; p, q) describe el espacio de operadores n-lineales diagonales de ¢, X --- x {,,
en ¢, que pertenecen al ideal 2(. Al igual que en la seccién anterior, nos vamos a enfocar
en el calculo de los espacios de sucesiones asociados a los ideales de operadores multilineales

nucleares, integrales, extendibles y continuos. En el final de la seccion daremos un teorema
(Teorema [2.2.8)) que resume los calculos efectuados y una tabla (Cuadro [2.1)) que muestra la



Capitulo 2. Operadores multilineales diagonales en espacios £, 42

comparacion entre el ideal de operadores multilineales extendibles con los integrales y con los
continuos.
El espacio £, (L;p, q) se puede calcular usando la desigualdad de Holder y se obtiene que

U sip < ng
(n(L;p.q) = (2.10)
I» sip > ng
donde s esta definido por == é
Las siguientes proposiciones caracterlzan los espacios de sucesiones asociados a los ideales
de operadores multilineales nucleares e integrales. Comencemos con el casop =1y q =

ﬂ

Proposicion 2.2.1. Sea T, € L("l1; ). Entonces:
(i) T, es integral y | To|lz = |||e., -
(i1) Ty es nuclear si y solo si o € cg. En este caso, || Tolln = ||c|e.. -

Demostracion. Teniendo en cuenta las siguientes identificaciones isométricas

L(M5l) = LM,
T ly) = Z("THy),
N("&;foo) é (n—i—lf)

que relacionan operadores n-lineales con formas (n + 1)-lineales, el resultado se sigue directa-
mente de la Proposicién para formas multilineales sobre £; X - -+ X /7. n

Antes de enunciar el siguiente resultado, recordemos que el ideal de formas n-lineales inte-
grales sobre £, X --- x {, se identifica con el dual del producto tensorial inyectivo (completo)
de dichos espacios (ver [DF93| y [Rya02] o Teorema teniendo en cuenta que Z = PZ = GT

sobre espacios ¢,). Es decir, Z({,,,...,¢,,) = Uy, @@L, ;€).

Proposicion 2.2.2. Sea p > 1. La aplicacion T, € L("y;{,) es nuclear si y solo si a € {4,
donde t estd definido como el mdzimo entre (;; + %)*1 y 1. En este caso, ||T,||n = |||le,-

Demostracion. Si T, es nuclear, entonces T, es integral y su forma (n + 1)-lineal asociada
O 1 by X - xl, x Ly — K dada por

Qsa(xlv s axnvy/> = <Ta($17 s 7xn)7y/>

es también integral. Ademas, vale que ||¢,||; = ||7w]|; (donde consideramos ¢, como ¢, en vez
de (o, para ¢ = 1) y que ¢, es la forma (n+1)-lineal diagonal asociada a a sobre £, X - - - X, X €.
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Luego, si consideramos su linealizacién Ly, : (®", ®@ {y;¢) — K tenemos que es e-continua.
Por lo tanto, dado N € N se tiene que

N N
S alk) Lo, (Zﬁ(k)-ek®-~-®ek®e;>
k=1 k=1

HL¢O¢H(®ng ®g,€ (ZB ek®®6k®ez)

= N Tallzme,e, € (Z Bk) er® - Dep ® e;>
k=1

IA

N
= HTaHI("Ep;e : ( sup Zﬂ(k) ~p1(ex) - onler) - Y(er) )
~~~~~ ‘PnGBZ/ YeEBy, |11
= ||Toc||z(nep;e sup Z B(k) - p1(k) - pn(k) - €,
P1,-- 7‘,071632 o 7,
= HTaHz(nzp;e - I(T5) N”c "yt lyr)

= HTQHI("ZP;Z(]) H (B(k)

En consecuencia, a € & y ademas ||alle, < || Tall 7,0, )-
Reciprocamente, si o € ¢, veamos que T, es nuclear y ||T,||arne,0,) < [lafle,. Para t =1,

<1
la conclusion es trivial ya que ¢; = £,(N;p,q). Tomemos entonces ¢ > 1 y consideremos la
siguiente factorizacion de Ty,

l, x - X gpiwq
o
51 X s X gl —\Il>€oo’

t

donde n(k) = a(k)?, v(k) = a(k‘)% y W =T, BEs facil ver que los respectivos operadores

lineales estan bien definidos. Ademas, vale que | Dyl = [Inll,, = HaHg y que ||D,|| = [|[v|l, =
t
[lexll, -
Por la Proposicion 2.2.1] el operador n-lineal ¥ : ¢; x -+ x {1 — { es integral y tiene
norma ||[V]|z = ||(1,1,...)|e. = 1, de lo que se deduce que T, también es integral. Una vez

més, haremos uso de un resultado de Alencar [Ale85a], que dice que el ideal de operadores
n-lineales Pietsch-integrales (que si consideramos operadores sobre espacios {,, simplemente
los llamamos integrales) coincide isométricamente, sobre espacios Asplund, con el ideal de
operadores n-lineales nucleares. Como t > 1, vale que 1 < p < oo (pues si p = oo, entonces
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=1) y ¢, es un espacio Asplund. Por ende, T}, resulta nuclear y sus normas nuclear e integral
coinciden. Luego,

nt

t nt
ITallv it = 1Tallzetny S NDull - 12z - 1D = lledlé, - llallz = lall,,
como queriamos ver. O

Para finalizar con la descripcion de los espacios de sucesiones asociados a los ideales de
operadores multilineales nucleares e integrales, nos resta demostrar el caso p =1y ¢ < oo.

Proposicién 2.2.3. Sean ¢ < oo y T, € L("l1;4,). Son equivalentes:
(i) T, es integral.
(ii) T, es nuclear.
(iii) o € (.
Cuando se satisface alguna de las condiciones anteriores, se tiene que
1 Tallzemerien) = 1 Tallvrenien) = llexlly, -

Demostracion. La equivalencia entre (i) y (iii) se prueba como en la Proposicion sin la
necesidad de los operadores D, y observando que para p = 1 resulta que ¢t = ¢. Luego, s6lo
debemos probar que (%) implica (7). Dado a € {,, calculemos la norma nuclear del operador

s+l
T(gs’l) — Za(k) . 623 R ® e;f ® ey

. 1 L
Para esto, factorizamos 7. ) de la siguiente manera

T(s,l)

6 X e Xl ——, ,
n(s,l)l H(s,l)l TD‘(XSJ)
O s xS
Wi
donde
s+l
A /
H(S ) = § €L & €g—s+1
k=s
es la proyeccion (con norma uno) sobre las coordenadas (s,...,s+1),

I+1
Db = Z alk+s—1) e, @ epis
k=1
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I+1
/ /
Vi = g e, Qe R eg.
k=1
Como el dominio de ¥;,; es un producto de espacios de dimension finita, este operador es
trivialmente nuclear y sus normas nuclear e integral coinciden. Por lo visto en las Proposiciones

2.2.1|y [2.2.2] se tiene ademas que ||V 1||n = ||[Vi1]lz =1 y que ||D§f’l)|| = ||(aj)j:i,||eq Por lo
tanto

TSP N < AIDSON - 1190l - TSV = [l(e)5E 0, -
Como « pertenece a {,, esta desigualdad muestra que la serie Z alk) e, @ ®ep - e, —que

k=1
define a T,— es de Cauchy en la norma nuclear, por lo que T, resulta nuclear. O
En resumen, probamos que
1 1
Cu(N5p,q) = 6o(Z;p,q) = & para (p,q) # (1,00); (2.11)

En(-/v;LOO)éCO y En(I,l,oo)éEOO,

donde t est4 dado por ¢ = mdx {(z% +2)7h 1}.

Antes de enfocarnos en la extendibilidad, notemos otro comportamiento particular que
relaciona a las formas y los operadores multilineales. Vale en general que, si dos clases de
formas multilineales no coinciden sobre algiin espacio de Banach X, las correspondientes clases
de operadores multilineales (con valores vectoriales) tampoco coinciden para cualquier espacio
de llegada Y. Méas precisamente, dados ideales de aplicaciones multilineales 2(; y 25 y un espacio
de Banach X, si 2;("X) # As("X), entonces 2, ("X;Y) # A3("X;Y) para todo espacio de
Banach Y. En efecto, si tomamos una forma multilineal ¢ que pertenece a (" X) pero que no
pertenece a As("X), entonces dado cualquier elemento y € Y distinto de cero se tiene que el
operador multilineal ¢ -y pertenece a 21 ("X;Y") pero no pertenece a 2A>("X;Y'). Notemos que,
si ¢ es una forma n-lineal diagonal (sobre algin espacio de sucesiones), el operador n-lineal ¢ -y
no es necesariamente diagonal. Luego, dicho comportamiento, si nos restringimos a las formas
y operadores multilineales diagonales, deja de valer. Es més, por ejemplo, la Proposicion [2.2.3]
dice que los operadores n-lineales diagonales integrales de ¢; x - - - x £; en £, son nucleares para
todo 1 < ¢ < oo. Sin embargo, probamos también en la Proposicion [2.1.1] que hay formas
n-lineales diagonales que son integrales pero no nucleares sobre ¢; x --- x {1 (basta con tomar
una sucesion «a en £, que no pertenezca a ¢y). Es decir,

lo (N5 1) # 0,(Z51)

pero
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para todo 1 < ¢ < o0.

La siguiente proposicion es un caso particular de un resultado para operadores multilineales
extendibles sobre espacios de sucesiones generales que probaremos en el proximo capitulo (ver
Proposiciéon . Lo enunciamos aqui para dar una caracterizacién completa en el contexto
de espacios ¢,,.

Proposicion 2.2.4. Sean p > 2 y 1 < q < oo. Entonces,

Co(E5pq) =4y

Observaciéon 2.2.5. Como consecuencia de la Proposicion puede verse que la identifica-
cion candnica entre operadores n-lineales y formas (n + 1)-lineales no preserva la extendibilidad
(a diferencia de lo que ocurre con los operadores nucleares e integrales). En efecto, si consi-
deramos p = ¢ = 2, de la Proposicion tenemos que £,(€;2,2) = (o, mientras que del
Teoremase tiene que ¢, 1(&;2) = ¢4. Luego, tomando una sucesion o € f5\ {1, obtenemos
un operador n-lineal T,, € L(™ls;{5) que es extendible pero su forma (n + 1)-lineal asociada
— o € L(™y)— 10 lo es.

Si p = 1, también podemos describir con exactitud el espacio ¢,,(€;p, q) como consecuencia
del Lema

Proposicidon 2.2.6. Todo operador n-lineal de ¢y x --- x {1 en {, (1 < q<o0) es extendible:

,(E;1,q) 1 l .

Demostracion. Dado T, € L("{1;¢,), consideramos la forma (n 4 1)-lineal diagonal asociada
bo U1 X -+ x ly X Ly — K. Del Lema se tiene que ¢, es extendible y, en consecuencia,
T, resulta extendible. Ademas, usando la factorizacién dada en la prueba del Lema 2.1.4]y la
identidad (2.10), concluimos que

1 Tallemeney) < 1 Talleeree,) < Ndalle,.ere,) < 1Dallewney = llallo = 1Tallceerse,)-
]

Hasta ahora, hemos podido dar una descripcion del espacio ¢,(€;p,q) para p = 1 y para
p > 2. Para 1 < p < 2, caracterizamos con exactitud dicho espacio s6lo en los casos ¢ = 1y
q > p'. Para los casos restantes (1 < p <2y 1 < ¢ < p) logramos dar una estimacion del
espacio £, (&;p, q), como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.7. Sea 1 <p < 2.
1. Para q=1, ,(E;p,1) =L,
2

2. Para q> 7', 0,(E:p,q) = {,.
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3. Para 1 < q<yp, 0,(;p,q) C lye, para todo € > 0.

Demostracion. 1. Sea a € (. Aplicando el argumento usado en la demostraciéon de la Pro-

2
posicion [2.1.5} se tiene que ¢, : £, X -+ x £, X {,c — K es extendible con norma extendible
menor o igual que [lafl¢ ,. Entonces, Tp, : £, x -+ x £, — {; es extendible y [ To|lg(ne,0) <

2
[@alley,tpb) < lllle,, -
2

Reciprocamente, supongamos que T, € £(™,; {1). Entonces, para todo 8 € (o, se tiene que
DgoT, = ¢ap € E(™,). Luego, por la Proposicion [2.1.5( se deduce que « - § pertenece a £, .
2

Como esto se cumple para todo 8 € (., podemos concluir que a € ¢ .

2. Para demostrar este item, vamos a usar [BP09, Proposition 23.4], que dice que si un
espacio de Banach Y tiene cotipo ¢ > 2 y r < ¢, entonces todo operador mutlilineal extendible
de X x---x X, en Y es absolutamente (g, r)-sumante. Ahora bien, como ¢ > p’ y p < 2 tenemos
que £, tiene cotipo ¢ > 2. Luego, T,, € £(",; {,) resulta absolutamente (g, p’)-sumante. Es decir,
para todo N € N se tiene que

q

(Z \a(k)!q) = (Z I Ta(er, - - ,6k)\|“’> < ) (1) - wy ((en)is)” = T (1),

por lo que a € ¢,;. La inclusion reciproca vale en un contexto general de espacios de sucesiones
y la vamos a demostrar en el capitulo siguiente (ver Lema .

3. En este caso vamos a aplicar [BMP10, Proposition 5.3|, que dice que si un espacio de
Banach Y tiene cotipo finito, entonces para r > gy s < r, todo operador multilineal extendible
X; X +--x X, en Y es absolutamente (g, s)-sumante.

En nuestro caso como ¢ < p’y 1 < p, tenemos que ¢, tiene cotipo finito méx{2, ¢}. Tomando
r=p +e>p >qys=p <r, tenemos que T, € E("y;{,) es absolutamente (p’ + €,p’)-
sumante, para todo € > 0. Es decir, para todo N € N, se tiene que

1

N p,+5 N ;7,1?
(Z |a<’f>|”*5> - (Z ||Ta<ek,---7ek>||"+€>
k=1 k=1

< e (T) wy ((er)ile)” = Treep (T)-

Luego, av € £y 4. O

A continuacién, resumimos los resultados obtenidos a lo largo de esta seccion en el siguiente
teorema. Recordemos que definimos los niimeros s y ¢ de la siguiente manera

G-
s=(-——
q p

, no 1\ "
t = max -+ - , 1
p g
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Teorema 2.2.8. Sea n > 1, se tiene que
1. Parap=1,
a) si 1 <q< oo, entonces
tn(N51,q) = Un(T51,q) = €y G loo = Ln(E51,q) = €n(L51, ) 5
b) si ¢ = oo, entonces
U (N51,00) =g © loo = Un(Z;1,00) = £,(E;1,00) = £,(L;1,00) .
2. Para 1 <p <2,
a) si ¢ =1, entonces
Nip 1) = G(Tip 1) = 6 G by = (€9, 1) G loo = £a(Lip, 1)
b) sip < q < oo, entonces
bn(N5p,q) = n(T5p,q) = € G by = n(E3p, @) G loo = En(Li P, q) ;
c) sil<q<yp, entonces, para todo ¢ > 0,
ba(N5p,q) = Cn(Z5p,q) = b C 4y © La(E3p.q) C byre & loo = La(Lip, )
d) si g = oo, entonces
tn(N5p,00) = €n(Z;p,00) = by G log = £n(E;p, 00) = £n(L;p, 00) .
3. Para 2 < p < o0,
a) si ¢ =1, entonces
ba(N5p, 1) = (T p, 1) = £a(E;p, 1) = b G Un(Ls5p, 1) = Lo 0 L
b) si 1< q < oo, entonces
bnN5p,q) = bn(T5p,q) = 6 & (€3 p,q) = g & Cn(L5p,q) = loo 0 s
c) si q = o0, entonces
ln(N5p,00) = €n(Z;p,00) = by G oo = ln(E;p, 00) = £n(L;p, 00) .

4. Para p =00

I
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a) st ¢ =1, entonces
ly(N500,1) =0, (Z;00,1) = £,(E;00,1) = £,(L;00,1) = Ly ;
b) si 1< q < oo, entonces
n(N500,q) = €n(Z;00,9) = 1 & €y = €n(E;00,9) = n(L;00,q).

A pesar de que no logramos describir con exactitud el espacio £,(E;p,q) para todos los
valores de p, ¢ v n, los resultados obtenidos nos permiten comparar en todos los casos si las
inclusiones

(T p,q) € u(E5p,9) C (LD, q)

son estrictas o no. Dichas comparaciones se resumen en el siguiente cuadro:

Un(Z;p,q) = (&5 p,q) = (L5 p, q) p=1
p: 0
n(Z;p,q) = a(E;p,q) # n(L5p,q) | 2<p <0
I

y =00
y
y
n(Lip,q) # a(E5p,q) = a(L5p,q) | p=1 y 1<g¢<o
y
y
y
y

l<p<oo
p = 0

Ca(Z;p,q) # Ln(E;p,q) # n(Lipyq) | 1<p<2

l<p<oo

Cuadro 2.1:






Capitulo 3

Operadores multilineales diagonales en
espaclos de sucesiones

El objetivo de este capitulo es estudiar de forma general si determinadas caracteristicas
de los ideales de operadores multilineales actuando en espacios de sucesiones se replican en
los respectivos espacios de sucesiones asociados al considerar los elementos diagonales. Mas
precisamente, nos preguntamos si cada ideal de operadores multilineales maximal /minimal se
corresponde con un espacio de sucesiones maximal /minimal. Veremos que si E' y F' son espacios
de sucesiones y 2l es un ideal de operadores multilineales tales que el ideal 2l y el espacio F' son
maximales/minimales entonces el espacio de sucesiones asociado, £, (2; E, F), resulta también
maximal /minimal. Luego veremos la relacion existente entre el espacio de sucesiones asociado
a un ideal y el espacio de sucesiones asociado a su adjunto. Por tltimo, daremos aplicaciones
de dichos resultados.

3.1. Consideraciones generales

Sean F y F espacios de sucesiones. Recordemos que para nosotros el término espacio de
sucesiones representa un espacio de Banach de sucesiones que es normal y tal que |leg]] = 1
para todo k € N. Un operador n-lineal T € L("E; F') se dice diagonal si existe una sucesion
acotada de escalares o = («(k))x tal que para todo xy,...,x, € E, el operador admite una
escritura de la forma

T(xy,...,Tp) = Ty Ty = Za(k):cl(k) e xn (k) eg.

keN

En dicho caso, T es el operador multilineal diagonal asociado a la sucesion « y lo notamos 7,,.
Observemos que también podemos representar a T, de forma tensorial como

Ta:Za(/{)-e§6®---®e§€®ek,
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donde ey, es el k-ésimo vector canénico en el espacio de sucesiones F'y e, € E’ es el k-ésimo
funcional coordenado.
Dado 2 un ideal de operadores multilineales, definimos el espacio de sucesiones asociado al

ideal 2 como
(A B F):={a€ly: T, e U"E; F)}.

Observemos que con esta definiciéon se tiene que ¢ (L; E, F) = M(E, F), donde M(E, F)
es el espacio de multiplicadores de E en F' que definimos en los Preliminares. A continuacion,
vamos a demostrar que el espacio ¢,(2; E, F') resulta un espacio de sucesiones con la norma
dada por

”aHen(Qt;E,F) = HTaHQl("EF)'

Proposicién 3.1.1. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F' espacios de sucesio-
nes, entonces (En(Ql; E F),| - gn(gl;E’F)) es un espacio de sucesiones.

Demostracion. Para ver que ¢,(2; E, F') es un espacio de sucesiones, tenemos que ver las si-
guientes propiedades

1) £,(; E, F) es un subespacio de K.

9) 0, S (W B, F) S (.
3) £,(A; E, F) es un espacio de Banach.
4) ¢,(2; E, F) es normal.
1) Es trivial ya que Tyyp =T, + 15 y Tha = AT,
2) Si a € {4, entonces se tiene que T, : £ X --- x E — F esta bien definida y es nuclear.

. . <1
Pues si consideramos z1,...,z, € E, vale que T,(z1,...,2,) = a -1+ -z, € {1 = F. Por
otro lado, la escritura de T, como operador n-lineal diagonal coincide con una representacion
nuclear (ver |1.1)) ya que podemos escribir a T}, como

Ta:Z(a(k:)-e;c)®e;®---®e§€®ek
keN

y se cumple que

D la®)] - ekl - ewll = llalle, < oo

keN
Entonces, por la Observacion se tiene que T, € A("E; F') y ademas

1Tallarery < |Tallveer) < llalls.
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Ademas, si o € £,(2; E, F'), la Observacion nos dice que T, € L("E; F') y que cumple

ITallacrmsry 2 W Talleemry = sup [ Ta@, - wn)lle
L] yenny Tn E
> sup |Talon ozl = sup  supla(k) - m(k) - za(h)]
z1,...,enEBE T1,....kn€BE kEN
Tomando 1 = - -+ = x, = e, € Bg, resulta que ||T,,|amer) > |a(k)|, para todo k € N. Luego,

a €l y oo < [ TallaesF)-
3) Basta ver que £,(2(; E, F') es cerrado. Consideremos el subespacio de 2("E; F') dado por

A, ("E; F) :={T e A("E; F): T =T, para algan o},

con la norma inducida como subespacio de 21("FE; F'). Luego, la aplicacion que manda cada
a € (,(A; E, F) en el respectivo T,, € A4("E; F') resulta un isomorfismo isométrico. Por tanto,
es suficiente ver que 2, (" E; F') resulta un subespacio cerrado de 2(("E; F'). Para esto, tomemos
una sucesion (v, )m C 0, (A; E, F) tal que T, — S en A("E; F) y veamos que S € Ay ("E; F).
En efecto, de la siguiente identidad

Top (@1, 1n) = Y o(k) -2y (k) - 2 (E) - e

y tomando limite en ambos miembros, se deduce que

S(xr,. . wn) =Y xi(k) - wa(k) - Slex,. .. ex).

keN

Es decir, S € (" E; F') pues es el operador diagonal asociado a la sucesion a(k) = S(ex, . . . , ex).

4) Sean a € £,(A; E, F) y p € w tales que |5(k)| < |a(k)| para todo k € N. Afirmamos que
el operador diagonal T : £/ X --- x EF — [ esta bien definido. En efecto, dados z4,...,2, € E,
vale que |B(k) - x1(k) -z, (k)| < |a(k) - z1(k) - - -z, (k)| para todo k € N. Luego, como F' es
normal y -2y ---x, € F, resulta que 3.z - - - x,, también pertenece a F. Ahora bien, tomemos
la sucesion v definida como

0
0

(k) = {g(k)/auf) ZEZ; s

y consideremos D, : ' — F' el operador lineal diagonal asociado a 7. La normalidad de F
implica que D, esta bien definido con ||v - z|r < |||l - [|z||F para todo z € F, ya que la
sucesion ||v||o - = pertenece a F'y verifica para todo n € N que

(v - 2)(R)] = [y (k) - 2(R)] < [[7lloo - [2(R)] = [(17 o - 2) (F)].
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Esto nos dice que || D,||zm) < ||7]|le £ 1. Como v - a = B (recordar que a(k) = 0 implica
B(k) =0 ya que |B(k)| < |a(k)| para todo k € N), se deduce que T3 = D, o T, y por lo tanto
Tz € A("E; F) con

| Tsllaesr) < [1DA] - | Tallaeery < | Tallaee;r)-
L]

A continuacién, daremos algunas consideraciones bésicas, pero importantes, a la hora de
trabajar con espacios de dimension finita. Fijaremos algunas notaciones que usaremos hasta el
final de este capitulo. Recordemos que llamamos Ex = span{es,...,exn} C E, Ey = span{ey, :
k € N} C E y que notamos con iy : Eny < E a la inclusién candnica y con 7, : E — Ey a
la proyeccion canodnica sobre las primeras N-coordenadas. Si consideramos una sucesion finita,
dicha sucesion pertenece a todos los espacios de sucesiones, lo que podria modificarse es su
norma vista en los distintos espacios de sucesiones. Por ejemplo, si consideramos la sucesion
finita o = e; + ey, se tiene que [af,, = 27 para cada 1 < p < oco.

Si a € (,(AU; E,F), entonces 7, («) pertenece a (,(A; E, F')y por definicion. Ahora bien,
T () € A("E; F) esta dado por

N
@=> alk) €@ Qe e

17,
k=1

Notemos entonces que su imagen pertenece a span{es, ..., ex}, por lo que podemos pensar que
T’ (o) Dertenece a 2A("E; Fy). Consideremos la siguiente composicion, que nos vuelve a dar
Ty ()

Ex x -+ x FEy

TTrN(a) 77']}\?,
EFE x -+« x EF——F—>5Fy.

Entonces, T (o) € A("En; Fy) y ademés ||Tr () llaeey:Fy) < [ Try (@)llaee.r). En otras pala-
<
bras, £y(2; B, F)x 5 £y(2A; Ex, Fy).

Notemos que en todos los casos llamamos al operador de la misma manera sin importar
cuales son los espacios de salida ni de llegada. Nuestro objetivo es comparar su norma vista en
distintos espacios.

Por otro lado, si a € £,(2; Ey, Fiy), entonces a coincide con 7y (a) y Tr (o) Pertenece a
A("En; Fy). Ahora, la composicion

F x -+ x F

WNl WNl
T7TN () i

EN X e X EN—>FNL>F
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nos dice que T} (o) pertenece a A("E; F) y ademas ”Tﬂ—N(a)“Q‘(nE;F) < ”Tﬂ—N(a)Hgl(nEN;FN). En
definitiva, tenemos la siguiente identidad

(A B, F)y = 0,(A: Ey, Fiy).

. . . . . 1 1
Observemos también que, como Ex es un espacio de dimension finita, vale que Ey = EY, =
E}*. Esto nos permite reemplazar, en la identidad anterior, cada espacio de dimension finita
por su bidual de Kéthe. Es decir,

0u(U; B, F)y = 0,(A; Ex, Fiy) = £, (4 B3 FEX) £ 0,(A; EX% )y (3.1)
Por tltimo, recordemos para espacios de dimension finita se tiene que
A(Ey; Fy) = A" (Ey; Fy) = A" (Ey; Fy).
Luego, en la identidad podemos reemplazar 2 por A™® o A™" indistintamente. Es decir,
0(U; En, Fy) = 0,(A": By, Fy) = £,(A™"; Ex, Fy). (3.2)

Una vez analizado el comportamiento de los espacios de sucesiones asociados a ideales de
operadores multilineales en espacios de dimension finita, presentamos una inclusion general que
relaciona espacios de sucesiones asociados a ideales de operadores multilineales con un espacio
de multiplicadores.

Proposicion 3.1.2. Sean E y F espacios de sucesiones y A un ideal de operadores n-lineales.
Entonces

0, B, F) S5 M(F*, 0,(4; E)). (3.3)

Demostracion. Sea a € £,(U; E, F), veamos que « - € £,(; E) para todo § € F*. En otras
palabras, queremos ver que la forma n-lineal asociada a « - f —que notamos ¢,.3— pertenece
a A("E) para todo € F*. Para § € F'*, consideramos ¢z € F” la funcional lineal definida en
la Proposicion Es decir, la funcional lineal definida por

pp(x) =D B(k) - (k).

keN

Si componemos la funcional g con el operador n-lineal diagonal asociado a «, obtenemos la
forma n-lineal diagonal asociada a « - 3. En efecto,

wgoTo(xy,...,x,) = Za(k:)-xl(k‘)~-~xn(k)-<pg(ek)
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Luego, la forma n-lineal ¢,.5 pertenece a A("E) y por la Proposicion tenemos que

|Pa-sllarmey < ll@slle - | Tallamery = [18Fx - [lalle, @ueF)-

En consecuencia,

lallarrx eneey = sup [l Blle,@ue)
ﬁeBFX
< sup [|IBllrx - lalle,@uerm = e, @F)-
€Bpx

O

A continuacién, vamos a proceder a calcular el espacio de sucesiones asociado al ideal de
operadores multilineales extendibles. El resultado que demostraremos generaliza la Proposicion
que enunciamos en el capitulo anterior. De este modo, la Proposicion [2.2.4] se obtiene de
la Proposicion [3.1.4] ya que el espacio ¢, es maximal para todo 1 < ¢ < oo.

Lema 3.1.3. Sean E y F espacios de sucesiones. Si o € F, entonces el operador n-lineal
diagonal T, : E X ---x E — F es extendible, y su norma extendible es menor o igual que ||c| .
En otras palabras,

F 30,8 B, F).

Demostracion. Tomemos o € F'y factoricemos 7, como

E x .. x E-2.F,
bl X ... %X Ly

donde 7 es la inclusion natural de E en /o, y S, es simplemente T,, actuando en £, X --- X {.
Como /, tiene la propiedad de extension métrica (metric extension property, ver definicion en
Apéndice [A.2)), se tiene que S, es extendible y ||Salleren:r) = [Sallz(rensry = llallr. Luego,
To € EC'ESF) y | Tulleemsry < ISalleren;r - 12" = [l p. O

<1
En particular, si £ = {, y F' = {,, tenemos que ¢, = (,,(E;p, q). Este hecho fue enunciado
sin demostracion en la prueba del punto 2 de la Proposicion 2.2.7

Proposiciéon 3.1.4. Sean p > 2 y ' un espacio de sucesiones maximal. Entonces, el operador
n-lineal diagonal T, : €, X --- X £, — F es extendible si y solo si o € F.
En otras palabras,

0o (Ep, F)=F.
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Demostracion. La inclusion de F' en el espacio de sucesiones asociado vale de manera general
como muestra el Lema |[3.1.3] Para ver la inclusién inversa, como p > 2 y F' es maximal, por las

Proposiciones y y el Lema [3.1.3] se tiene que
FE0,(E0, F) S M(F*,0,(E:6)) = M(F*,6,) = F*< L p
O

En la demostracion de la Proposicion [2.1.2] (que se encuentra en [CDS06, Proposition 3.1]),
se usa que toda forma n-lineal extendible es absolutamente (1, 2)-sumante [PG0G, Corollary 2.5|.
En dicho resultado, se prueba ademas que la norma de la inclusiéon es menor o igual a Kgfl,
donde K es la constante de la desigualdad Grothendieck. En consecuencia, si o € £,,(E;p, F),
entonces

lallr < K& e epr)-

Notemos que, si consideramos un espacio de sucesiones arbitrario F (no necesariamente
maximal), el argumento usado en la prueba de la proposicion anterior nos daria las siguientes
inclusiones

F 33 0,(:p, F) — F¥*.
Ademas, el resultado de la Proposicion usada en la prueba sigue siendo cierto si cambiamos
el espacio ¢, con p > 2 por cualquier espacio de sucesiones 2-convexo F. Luego, la Proposicion
B.1.4]también es valida para operadores multilineales diagonales de E'x - - - x E en un espacio de

sucesiones maximal F. Por ejemplo, se puede aplicar cuando E es el espacio de Lorentz d(w, p)
con p > 2 (ver definicion en (3.4.6)).

En general, la inclusion (3.3)) es estricta. Veamos, a continuacion, dos ejemplos que lo mues-
tran. El primer ejemplo que consideramos es el ideal de operadores n-lineales extendibles £ con
p=3/2yq=4.Como1l<p<2yq>p =3, del item 2 de la Proposicion se tiene que

gn(£7£%7€4) = €47
mientras que de la Proposicion m (como 1 < % < 2) se deduce que
M( j,fn(é';é%)) = M(@g,ﬁg) = loo.

El segundo ejemplo que consideramos es el ideal de operadores n-lineales integrales Z con
p=1y 1< q< oo. Por la Proposicion se tiene que

En(l', glv gq) = gqu
mientras que de la Proposicion se obtiene que
My (T 1)) = M(£ , oo) = Loo-

Sin embargo, si consideramos el ideal de operadores multilineales continuos vale la igualdad
(isométrica) si el conjunto de llegada es un dual de Kothe o es un espacio de sucesiones maximal.
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Proposicion 3.1.5. Sean FE y F espacios de sucesiones. Entonces
(n(L5 B, F) = M(F, 0,(£; E)).
En particular, si F' es mazimal tenemos que

0.(L;E,F) = M(F*,(,(L; E)).

. .. <1 .
Demostracion. Por un lado, de la Proposicion [3.1.2y usando que F < F**, se tiene que

0oL B, F*) S5 M(F¥*, 0,(L: E)) S M(F, 0,(L; E)).

Reciprocamente, sea o € M(F,(, (£, E)). Consideremos € F y tomemos = 3 - s, donde
|s(k)| = 1y se cumple que |a(k) - B(k) - 21(k) - - - 20 (k)| = a(k) - B(k) - x1(k) - -z, (k) para todo

k € N. Entonces a - 3 € {, (L; E) y, en consecuencia, dados 1, ..., z, € E obtenemos
|Tol@r, - yx) - Bl = Y lalk)-wi(k) - za(k) - B(K)]
keN

keN
< Nbaslleen -zl lzalle < oo
Por lo que T, esta bien definido de £ x --- x E en F* y ademés T, € L("FE;F*). Para

finalizar, usando la descripcion de la norma en F* dada en la ecuacion (1.8)), podemos ver que
la identidad que estamos demostrando es isométrica. En efecto,

||a||€n(£;E,FX) = ||Ta||£("E;F><) = Ssup ||Ta(x17-'-axn)||FX
r,€EBEg

= sup sup |37 (k) B(R) @ (k) wak)

zr,€Bg BEBR keN

= sup sup |y a(k)-B(k) - wa(k) - an(k)

BEBR x;€BE keN

= sup || dasllcer)
BEBFR

= sup [l Blle.cr) = lellmre.cm)-
BeBFr

e . . 1
Por ultimo, si F' es maximal, vale que ' = ['**, entonces

L

0u(L; B, F) = 0,(L; E,F**) = M(F*,{,(L; E)).
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Observemos que la condicién de que F' sea maximal es necesaria para que valga que la
identidad ¢,,(L; E, F) EX M(F*,0,(L; E)), pues si consideramos F = {, vy F' = ¢, tenemos que

Cn(Lilos, o) = co # M(L1;0,(L; ) = M1, 41) = los.

Corolario 3.1.6. Si E es n-concavo, entonces {,(L; E, F) L.

Demostracion. En [CDS09, Remark 2.1], se prueba que si E es n-concavo, entonces £,,(L; E) =

leo. Luego 6, (L; E, F) = M(F*, 0y(L; E)) = M(F*, () = (o O

Sea F un espacio de sucesiones y sea 0 < r < oo tal que M(mé"(l”))(E) =1 (es decir, F es
max(1, r)-convexo con constante de convexidad igual a uno). Se define la potencia r del espacio
de sucesiones E como

Er={zxcly : |z|'" € E},

con la norma dada por

|zl g = || 12" |,
donde |z|Y" = (|z(k)["") ke

En estas condiciones, £ resulta un espacio de sucesiones

ml,n%lyr)—convexo. Ademés, si E es
maximal, £” también es maximal [DMMO02].

Observemos que, como E es normal, tanto en la definicion de ™ como en la de la norma,
podemos reemplazar |z|'/" por 2'/™ ya que x € E si y solo si || € E. Notemos también que si

x1,...,T, € Bg, entonces su producto z; ---x, € Bgn. En efecto, la desigualdad

yn il 4o ol
- n

(EARRRE))

implica que (21 ---z,)"/" € E. Ademas,

n

|z1] + -+ |xn]
n

S CE L

n

21 @allen = (l21 - )" <

E

En el caso que el espacio E es n-convexo, podemos dar una identificacion entre el espacio
de sucesiones asociado al ideal de operadores n-lineales continuos de £ X --- x E en F'y cierto
espacio de multiplicadores donde solo estan involucrados los espacios E y F.

Proposiciéon 3.1.7. Sea E un espacio de sucesiones n-convero con constante de converidad
M(")(E) = 1. Entonces, para cualquier espacio de sucesiones F,

((L;E,F) = M(E", F).
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Demostracion. Sea o € (,,(L; E, F), tomemos z € E™, por lo que z'/"

€ E, entonces
To(z'm gty =a- 2/ gt/ =z € F.

Luego, « € M(E™, F) y ademés

lellaegnry = sup [lo-zl|p = sup || Tu(z'", ... 2"")|F
$€BE7L :EGBE'VL
< swp |Talleemey - 12" = sup |lelle.cmr - 1zlle = lalloecsr),
xEBgn xEBgn

es decir, (,(L; E, F) & M(E", F).
Reciprocamente, sea o« € M(E"™, F'). Tomamos z1, ..., x, € E, como el producto z; - - -z, €
E", tenemos que
To(xy,...,xn) =« -2y ), € F.

En consecuencia, T, esta bien definido de E x --- x E en F. Ademas,

1 Tallemry = sup [|Ta(zi,... z0)llp= sup [la a1 2n|lr
:EiGBE IEZ'GBE
< sup |la-zlr = [lallm@En,m,
J}EBEn
como queriamos demostrar. O

Corolario 3.1.8. Sea E un espacio de sucesiones n-convero con constante de convexidad
M(")(E) = 1. Entonces, para cualquier espacio de sucesiones F,

M(E",F*) £ M(F,(,(L;E)).

Demostracion. Es consecuencia de las Proposiciones y con F* en lugar de F.
[

Para terminar las consideraciones generales, probemos un resultado sobre la convexidad del
espacio de sucesiones asociado al ideal de operadores multilineales continuos. Este resultado lo
usaremos en la Seccion [3.4.5) para demostrar un teorema de inclusion para el ideal de operadores
multilineales (F, p)-dominados.

Proposiciéon 3.1.9. Sea F' un espacio de sucesiones n-convexo con constante de converidad

MW (F) = 1. Entonces, {,,(L; E,F) es n-convero con constante de converidad igual a 1, para

todo espacio de sucesiones E.

Demostracion. Para probar que ¢,(L; E, F') es n-convexo con constante 1, debemos demostrar
14

m
i=

que dada una sucesion finita (o;);-, C ¢,(L; E, F') se tiene que

m 1/n m 1/n
(Z \Oéi\n> < <Z H%HZ(L:;E,F)> :
i=1 , =1

(L;E,F)
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Llamemos (3 a la sucesion en (,(L; E, F) dada por = (> ", |ai|”)1/n. Por ser F' n-convexo
con M™(F) = 1, se obtiene

r,€EBEg

m 1/n
(Zl%") = Tsll pnpery = s [Ts(21, - 2l
i=1

n(L;EF)

m 1/n
= sup [|[B-a1--2y][F = sup (Z’O@’n> "X T

:EJ'EBE IE]'GBE i=1
F

m 1/n
= sup Q- xy Tyl
i=1

IEJ'EBE
F

m 1/n
< sup ZH%'%'“%H?>
.’EjGBE i=1

m 1/n m 1/n
~ (ZI!T%(%---,%)%) _ (zuaiumﬂ)
z;€BE \ ;=1 i=1

O

3.2. Relacion con Ideales Maximales y Minimales

En esta seccion vamos a estudiar la relacion existente entre las propiedades de maximalidad
y minimalidad de ideales de operadores multilineales y su respectivo espacio de sucesiones
asociado. Comencemos relacionando el bidual £ del espacio de sucesiones F' con su “bidual de
Kothe” F>**.

Proposiciéon 3.2.1. La aplicacion § : F" — F** dada por £(¢) = (¢(e},)), estd bien definida
y es conlinua con norma menor o igual a 1.

. . <1 . ., - .
Demostracion. Sea i : F* = F' la inclusion de norma 1 dada en la Proposicion |1.3.3] y
consideremos €) € F'. Entonces, i(e;) = €}, para todo k € N, ya que

i(en)(z) =Y enl(i) - (i) = a(k) = ef(x).

JEN

Veamos ahora que & esté bien definida y es continua con norma menor o igual a 1. Sean g € F'*
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/

v v la sucesion que cumple|5(k) - ¢(el.)| = (k) - B(k) - (e},). Luego,

D 1Bk - ()| = Zv(k)‘ﬁ(k)'¢(€§c)=¢(ZW(H%(@'Z’(%))

= cboi(Zv(k?)-ﬁ(k)-ek

k=1

N
< Nbler - Nl - || > (k) - Bk) - ex
k=1 FX
= lolle - IB]lpx.
Como esto vale para todo f € F'* y todo N € N, resulta que £ : F” — F** estd bien definida
y il < 1. O

Si consideramos Jp : F' < F” la inclusion canoénica de F' en su bidual, entonces & o Jp :
F — F** es la inclusion de F en F**. En efecto,

§o Jrlej) = (Jr(ej)(er)), = (er(es)), = ;-

En [CDS09, Proposition 5.5 y 5.6, se prueba que si 2 es un ideal de formas multilineales
maximal, entonces vale que £, (2; F) = 0, (A EXX) y que £,(24; F) = C, (A% EX)*. En ambos
casos, la herramienta fundamental en la demostracion es el uso de [CDS09, Lemma 5.4], que es
una version para formas multilineales diagonales del density lemma que puede verse en [DEF93|
13.4]. A continuacién, damos una nueva version en el contexto de operadores multilineales
diagonales y probamos resultados similares a los obtenidos para formas multilineales diagonales.
Esto lo usaremos para demostrar que cierto operador multilineal diagonal pertenece a un ideal
maximal sabiendo que sus sumas finitas tienen normas uniformemente acotadas.

Lema 3.2.2. Sea 2 un ideal de operadores n-lineales mazrimal y sean E y F espacios de
sucesiones. Sea a una sucesion y supongamos que existe C' > 0 tal que la proyeccion m, ()
satisface que |7y (a)||e,;5x,7) < C para todo N € N. Entonces, a € £,(2; E, F**) y ademds
el @um,mxx) < C.

Es decir, si Ty (a) € A("Ey; F) tiene norma menor o igual a C para todo N € N, entonces
T, € A("E; F**) con norma menor o igual a C.

Demostracion. Como 2 es maximal, el Teorema [1.2.3] nos asegura la existencia de una norma

. 1 .
tensorial v tal que A("E; F") = ("E ® F';v)’, por lo que Bynmg,pry es w*-compacta. Ademas,
si consideramos la siguiente composicion
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podemos ver que ||Jro Ty ()0 (Tn, ..., 7n)lamrry < | Tx (@) la@eyr) < C paratodo N € N,
Es decir, JpoTy (a)o(m , Ty ) pertenece a la bola de radio C' de 2((" E'; F"') para todo N € N.

NY e

Luego, el conjunto (JF 0T (a) 0 (Trys - - ,WN))N tiene un punto de acumulacién respecto a la
topologia w*.

Por otro lado, para cada k < N vale que Jp o Ty ()0 (Ty, ..., Ty ) (21, .., 2)(€}) coincide
con T,(z1,...,2,)(k). En efecto, teniendo en cuenta que

JroTr (a)© (Tas ey ) (@1, ) (e)) = (f o JpoTr (a)© (my(x1),... ,7TN<£L'n)))k,

si calculamos

§0Jp 0Ty @ o (my(m).....my(2a)) = o F(Zaw)-xl(m---xn(m-ek)

k=1

obtenemos 17 (a)(21, ..., 2y,) visto en F**.
Entonces, T, es un punto de acumulacion de (JF 0 Tx (a) © (s - ,WN))N. Por lo tanto,
Ta € Q[(HE,FXX) con HTa”Ql(nE7F><><) S C. ]

En particular, para F' maximal (por ejemplo si es el dual de Kite de un espacio de su-
cesiones), dado un operador multilineal diagonal T, : Ey X --- X Fg — F tal que sus trun-
cados satisfacen [T, () lla¢ey:r) < C para todo N € N, se deduce que T, € A("E; F) con
[ Talor ey < C-

Nuestro objetivo es analizar la relacion entre ideales maximales y minimales con sus respecti-
vos espacios de sucesiones asociados. Veremos que si 2 y F' son maximales, entonces ¢, (2; E, F')
resulta maximal y que si 20 y F' son minimales, entonces ¢, (2; E, F') resulta minimal.

Proposicion 3.2.3. Sea 2 un ideal de operadores n-lineales maximal y sean E y F' espacios
de sucesiones. Entonces, £, (2; E, F**) es mazimal.
En particular, si A y F son mazimales, entonces {,(A; E, F) es mazimal.

Demostracion. Para probar que £, (; E, F**) es maximal basta ver que
(N B, FXXymas E5 ¢ (91, B, F*X),

Es decir, si [|m()|le, @5y < C para todo N € N, entonces a € £,(2; £, F**) con
|| e, 2,57 %) < C. Ahora bien, de la identidad (3.1]), obtenemos

175 (@) len @ mn 700y = [Ty (@) |, @5, 70) < C.

Luego, el Lema nos da el resultado buscado. ]
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Siendo 2l maximal, la condicion de que F' sea maximal es necesaria para que £, (2; E, F) re-
sulte maximal. Por ejemplo, si tomamos A = L, F = (v F = ¢y, se deduce que 0,,(L; o, co) =
co, que obviamente no es maximal.

El siguiente teorema muestra una identidad general que relaciona la maximalidad de un
ideal con la maximalidad del espacio de sucesiones asociado.

Teorema 3.2.4. Sea 2 un ideal de operadores n-lineales y sean E y F' espacios de sucesiones.

Entonces
0 (; B, F)™a = 0, (A, B, F*X),

Demostracion. Dada una sucesion «, de las identidades (3.1]) y (3.2)) se tiene que
17y (@) le @) = (175 (@) [l6, @mas; b, 7).

Entonces, por la Proposicion deducimos que
0(; B, F)™ = 0, (A, B, F*X)mee,
Como 2" y F** son maximales, la Proposiciéon nos dice que
(y(@mas, p, proxymes Ly gumas. [ poc)

En consecuencia,

0(; B, F)™ = 0, (A, B, F*X),
O

A continuacién, veremos relaciones entre ideales minimales y sus respectivos espacios de
sucesiones asociados.

Teorema 3.2.5. Sea 2 un ideal de operadores n-lineales y sean E y F' espacios de sucesiones.
Si A y F' son minimales entonces (,(20; E, F') es minimal.

Recordemos que para probar que £, (2; E, F') es minimal, tenemos que ver que |7, (o) —
¢, 22,7 — 0 para todo o € £,(A; B, F'). Es decir,

1T, (0)—allamer) = ||(7T1€ — Ip) o To||amyry — 0,

para todo o € £,(AU; E, F).
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Demostracion. Sea « € £,(2; E, F'), como 2l es minimal podemos factorizar a T, como

F x -+ x F _ T, F
AlJ Anl BT
X, x o0 ox X,—2Y,

donde Ay, ..., A,, B son operadores lineales aproximables y S € 2(X,...,X,;Y). Por otro
lado, (7" — Ir) o T,, también pertenece a A("E; F) y
(7l —Ip)oT, = (al —Ip)oBoSo(A,..., Ay).
En otras palabras, obtenemos una factorizacion de (7 — Ir) o T,, donde (7f — Ip) o B € Ty
Ay, ..., A, €F. Entonces,
(7 = Ir) o Tallaemry < (= Ir) © Bl - [1Sllacxsxsry - 1AL - | Al
Como B € F(YV;F) C K(Y;F) y nf" tiende a Ir sobre compactos (por ser F' minimal, ver
Teorema m(f))), entonces || (75 — Ir) o B|| tiende a cero. Luego,
(7% = Ir) o Tallagpiry — 0

y en consecuencia, £, (; E, F') es minimal como queriamos ver. O

En la siguiente proposicién veremos una caracterizacion del niicleo minimal del espacio de
sucesiones asociado a un ideal.

Proposicion 3.2.6. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F' espacios de sucesio-
nes. Entonces,

gn(m,E’F)mm é n(mmin; E,me).
Demostracion. Sea o € £,(A; E, F)™" entonces |7, (o) — allg,2p,r) tiende a cero. Por las
identidades (3.1]) y (3.2) tenemos que
175 (@) |2, = (175 (@)l min; iy

Luego, (7, (), es una sucesion de Cauchy en el espacio £, (A™"; E, F™™), por lo que converge
a una sucesion que coincide con « coordenada a coordenada. En otras palabras, demostramos
que a € £, (A™" FF™) vy ademéas

”Oé||gn(mmin;E7Fmin) S ||7TN (Oé) — Oé”gn(mmin;E’Fmin) + ”ﬂ-N (CK)||gn(glmin;E’Fmi'n)7
donde el primer término del lado derecho de la desigualdad tiende a cero y el segundo coincide
con || ()|, 2E,7), que converge a ||a|y, @z, Fymin. De lo anterior se concluye que

<1

0,(20 B, Fymin £ g, (i, , priny,
Por otro lado, como 2A™" y F™" son minimales, por el Teorema tenemos la otra inclusion:
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3.3. Relacion con el Ideal Adjunto

En esta seccion, veremos la relacion entre el espacio de sucesiones asociados a un ideal y el
asociado a su adjunto. Comenzamos dando resultados para espacios de dimensién finita.

Proposiciéon 3.3.1. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F espacios de sucesio-
nes. Entonces,

0o B, F)* = 0, (A% B, FY).

Demostracion. Notemos que como estamos trabajando con espacios de dimension finita, el dual
de Kothe y el dual (como espacio de Banach) coinciden. Ademas, si llamamos v a la norma
tensorial asociada a 2, tenemos que

n /
A(ER FY) = (® By ® F%, ) = AEYFY) = A En; Fy)'
La dualidad est4 dada de la siguiente manera: Dados T' € A("En; Fiv) y S € A*("Ex; FY ), que
se escriben

T=> %10 ®%n®y,

convr € Ejey, € Fny
S:ij,l®®x],n®ija
J

con z; € Ex e y; € Fy, se tiene
(S, T) = > yiawin) - vom(wim) -y} (1)
ij
= Z SO, - - Vi) (i)
= Dy (T(wjn,. - wm).
j

De la dualidad, se obtiene que [(S,T)| < ||5]
S =55= Zjvzl B(j)-ej ® -+ ®@e; ® e para alguna sucesion (3. Entonces,

W (EEY) | T ||t Ex;Fy)- Ademds, si S es diagonal,

N
(55, 7) =Y B(J) - T(ej,- -, e;)())-
j=1
Notando D(T) € A("En; Fy) a la diagonalizacion de T, definida por

N
D(T)=> afi)-e @ - ®e @e,
=1
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donde a(i) = T(e;, ..., e;)(i), concluimos que (Sg, T) = (Sz, D(T)) = S, a(i) - B(i).
Entonces, si § € (,(A; En; Fn)™,

1Blen@mn,mnyx = sup
lellen 22, ra) <1 | =1
= sup |<SﬁaTa> = sup |<S,37T04>|
letlley, (2, Fp) <1 ITallam ey Fy) <1
< sup 158l (n .7y * ||TaH2l(”E iFN)
ITallam ey Fa) <1 ("ENiEN) A
= [|5s| A (MESFR) T ||5||zn(m*;Efv,F§)~

Reciprocamente, si § € £,(2A*; EY, Fy), tenemos que

181l @epx, ) = sup (S, T)| = sup (S5, D(T'))]
ITllanEy Fp) <1 ITllan ey Fp) <1
< sup (S, D(T))| = sup (S, To)|
ID(T) ot 25 Fp) <1 1 Ta o 2y mp) <1

= [1Blle, @B, Fx)*-

O
Como consecuencia de la proposicion anterior y de la identidad (3.1)) tenemos que
(A B, F)S = 0 (A: By, FN)* = 0,(A% EXL FY) = 0,(A% B, ) n. (3.4)

Esto nos permite dar un resultado general que relaciona el espacio de sucesiones asociado a un
ideal con el correspondiente asociado a su adjunto.

Proposicion 3.3.2. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F' espacios de sucesio-
nes. Entonces,

0u(A; B, F)< = (,(A*; EX, FX).
Demostracion. Para una sucesion «, la identidad (3.4) nos dice
175 (@) e @i,y = 175 (@)l @2, ).

Entonces,
(£a(2; B, F)<)™ " = 0,(A%; BX, F*)mas,

Pero £,(2; E, F')* es maximal por ser un dual de Koéthe y £, (*; E*, F*) es maximal por la
Proposicion [3.2.3] en consecuencia

0, (A B, F)* £ 0,(A% EX, FX).
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Por dltimo, veamos un resultado que nos permitira dar una relacién que nos sera de utilidad
en el caso que 2 y F' sean maximales.

Proposicion 3.3.3. Sea A un ideal de operadores n-lineales y sean E y F' espacios de sucesio-
nes. S1 A y F son maximales, entonces,

(A B, F) = 0,(A; EX*, F).

Demostracion. Como 20y F son maximales, la Proposicion nos dice que tanto £, (2; E, F)
como £,(2(; E** F) son maximales. Ademas, por la identidad , para cada sucesién « se
tiene que
17y (@) len@sm ) = 175 (@) [l @ 20 )
para todo N € N. Luego,
0n(; B, F) = 0,(A; EX*, F).

O
Como consecuencia de las Proposiciones y obtenemos que
(A B ) L g s o o) L g ami, o oy Lo s, g o).
Luego, si 2 y F' son maximales, obtenemos
(A B, F) = 0,(A* B, F¥)*. (3.5)

3.4. Aplicaciones

3.4.1. Sobre resultados ya obtenidos

Si aplicamos los resultados generales obtenidos en este capitulo sobre las relaciones entre
los espacios de sucesiones asociados a ideales de operadores multilineales en espacios de suce-
siones al caso particular de los operadores multilineales nucleares e integrales sobre espacios ¢,
recuperamos lo desarrollado en el capitulo anterior.

= Para p > 1, tenemos que

Ca(Nly 0)) = (T, 0g) = Co(TF 05, 00 £ 0, (Ls by £y)" = 0,

[ ]

-1
donde t = max { (1% + %) ,1}. La primera igualdad se debe al resultado de Alencar

|[Ale85a] ya mencionado, la segunda igualdad se obtiene aplicando la ecuacion (3.5)) para
A =72y F = /{; ya que son maximales. La tercera igualdad es simplemente usar que
I* =Ly que {; ={y. La tltima se deriva de la ecuacion (2.10).
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= Parap=1yq < o0,

C(T5 00, ) = G5 05,6 2 05 0, € 2 (6)° = £,

17%q

que nuevamente resulta de aplicar la ecuacion (3.5) para A =7y F' = {, y la identidad
(2.10). En cuanto al ideal V, lo que se deduce es

Ca(N3 00, 0) = 0T 00, 60) £ 0,(T; 01, 6)™" £ 600 = ¢,

Aqui la segunda igualdad se obtiene de la Proposicion mpara A=7Ty F =/{, (minimal
pues ¢ < o) y la tercera es por la Proposicion [2.2.3]

» Parap=1y q= o0,

1

CalT; 0, o) = 0 (TH 05 00) = 0L oo, 00)% = 07 = L,

17%o0

que resulta de las ecuaciones (3.5) paraA =7y F =l y (2.10).

Para concluir con los resultados sobre los operadores nucleares, nos resta comprobar que
lo (N5 01, 0s) = co, que lo haremos de manera independiente a lo hecho en el capitulo anterior.
Notemos previamente que £,,(Lpp; E, F') C ¢ para E'y F espacios de sucesiones cualesquie-

ra. En efecto, la equivalencia £("X:Y) = £(X: £("'X:;Y)) (notada por T — T') relaciona un
T € L("X;Y) aproximable con T operador compacto, ya que si T}, € L("X;Y) son de tipo finito
tendiendo a T, entonces T}, son de rango finito tendiendo a T'. Por tltimo, si a € Co(Lopp; B, F)
y suponemos que no tiende a cero, existe una subsucesion «(k;) que se mantiene lejos de cero,
pero la sucesion 7, o(ex;) tiene subsucesion convergente, lo que implicaria que la subsucesion de
a tiende a cero.

Ademas, ¢y C 0,(Lapp; l1,ls). Sea Ty, @y X -+ x {1 — s con a € cy. Por un lado,
T, € L(™1;0) ya que £,(L;1,00) L lw. Por otro, T, € L,,("l1;ls) pues si consideramos

Ty (o), Tesulta un operador multilineal de tipo finito y satisface que

1To = Tanlleerase) = sup [[(a(k) - z1(k) - 20 (k) ks len

xiEBgl
= sup sup |a(k)-z1(k)- - z,(k)|] < sup |a(k)] — 0.
J)iGBgl k>N k>N

Luuego, £n(Lapp; 1, o) = co.

Proposicién 3.4.1. Sean E y F espacios de sucesiones y A un ideal de operadores n-lineales.
Sil,(A; E, F) = s, entonces L, (A™", B F) < .

. : . : <1 1 1
Demostracion. Comencemos con la inclusion £, (A" E, F) < ¢y. Como ¢ — E, F < (¥
2A C L, se tiene que

(a1 B F) S5 £, (A7 01, 000) S5 0,(L75 1, 000) £ £a(Lappi 1, L) = 0.
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. - . ) 1
Ahora, aplicando la Proposicién [3.2.6|y la inclusion F™" < F', obtenemos

co L 0 L, (2 B, FYmn Lo (min B FTY S0, (2 B F) S
0

Como consecuencia, tenemos que £, (N; £y, (o) < ¢ va que £, (Z; 01, ls) L ¢ Es mas, esto
implica que £, (A" (1, 0s,) = ¢o para cualquier ideal 2, pues
1

Co = La(N3 01, Loe) S5 LA™ 01 000) S5 Lo Lag: (1, Loo) = co.

3.4.2. Sobre resultados generales

En Proposicion vimos que
(L3 B, F) = M(F*, 6,(C; E)).
Ademis, por el Corolario y la Proposicion tenemos que

U si F/ es n-coéncavo
(n(L; B, F) = (3.6)
M(E™ F) si £ es n-convexo

Aplicando la identidad (3.5)) en este caso particular, por la Proposicion m, si F' es maximal,
obtenemos

(T B, F) = 0,(L; EX, F*)* = M(F, (,(L; EX))*.

Ademés, si usamos la identidad (3.6)), teniendo en cuenta que E es n-convexo si y solo si E*
es n’-concavo (con las mismas constantes) y viceversa, resulta que

A si E es n’-convexo
(T B, F) £
M((EX), FX)X si £ es n/-concavo

3.4.3. Sobre una pequena mejora en el calculo de /,(&;p, q)

Recordemos lo que sabemos sobre el espacio de sucesiones asociado al ideal de operadores
multilineales extendibles de ¢, x - - - x ¢, en {,. Por las Proposiciones [2.2.4} [2.2.6|y [2.2.7| tenemos
que

» Parap>2, 0,(&p,q) =1,

= Paral <p <2,
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o g=1, En(é’;p,l)zﬁ%/.

o q>p, la(E;p.q) =Ly

o 1 <q<p,l,Cl,(Ep,q) C lyie, para todo € > 0.
» Parap=1, (,(&;1,q) < (.

Podemos resumir lo que sabemos en el siguiente grafico, donde ponemos en cada eje las variables

1/py 1/q, respectivamente (ver graficos de limit orders en 80]).

............... L(E:p,q) = b

—GEpa=h SRR

Observemos que la diagonal que dibujamos en el grafico, representa la curva g = p'.

Aplicando la Proposicion [3.1.2] sobre el ideal £ y por Proposicion deducimos que

<1
0(E5p,0) S MLy, () = M(Ly, ).
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Entonces, calculando el espacio de multiplicadores, obtenemos

donde £t =2 — L.
r p q . ., . . . .
Como lo que tenemos es una inclusion del espacio de sucesiones asociado en el espacio de

multiplicadores, solo nos pueden servir los casos donde obtenemos como resultado £, con r < co.

. .-, / . , ., .
Es decir, la region ¢’ > &, que equivale a ¢ < 5. Ademas, en la region donde no pudimos

2—p°

definir con exactitud el espacio de sucesiones asociado, sabemos que ¢, (E;p,q) € (e, para
todo € > 0. Luego, en los casos donde £, C {(,.y, es decir, cuando r < p’ tendriamos una
mejora. Esto sucede cuando ¢ < p. En conclusion, mejoramos la “cota superior” del espacio de

sucesiones asociado al ideal £ sobre la region 1 <p <2y q < py vale que

by Cln(E;pq) C O,

coml—2_1
T p

Finalmente resumimos lo que obtuvimos en el siguiente grafico.

e

* % % o
*
*

% % ok * % ok %k ¥ % * *

£(Epq) = b

*

b=
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3.4.4. Sobre operadores multilineales r-dominados

En [CDS06] se estudian la formas n-lineales r-dominadas y se las relaciona con operado-
res absolutamente r-sumantes. En concreto, se prueba que una forma n-lineal ¢, € L£("(,)
es r-dominada si y solo si el operador lineal diagonal D, € L({,;¢,) con o(k)" = a(k) es
absolutamente r-sumante. Y se dan interpretaciones de este resultado en términos del “limit
order”. Aplicando el lema que probaremos a continuacion, este resultado puede reescribirse de
la siguiente manera

0Dy ) = [ (T3 6, 6]

Siguiendo las ideas de [CDS06], vamos a dar una version para operadores multilineales (a
valores vectoriales) de este resultado. Para ello necesitaremos primero probar el siguiente lema.

Lema 3.4.2. Sea F un espacio de sucesiones n-convezo con M™(F) =1y sear > n. Entonces,
para cualquier espacio de sucesiones E, (,(I1,; E, F) es n-convezo con M™ (¢,(I1; E,F)) = 1.

Demostracion. El espacio ¢, (Il,; E, F) es n-convexo con M ™ (¢,(Il,; E, F)) = 1 si y solo si para
todo ay,...,ay € (1(Il,; E, F) se tiene que

N 1/n N 1/n
(zrakw) . (zuaknzmm) |
k=1 k=1

Zl (H’l‘vE:F)

Es decir,

N 1/n
1Dg I, ) < (Z ||DOékH71}L«(E;F)> :
k=1

1/n

con 3(j) = (fo:l |Oék(j)|n>
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Sean z1,...,Z, € E. Como F es n-convexo con M (F) =1y r > n, obtenemos

m 1/r m 1/r
(Z ||D6(93i)|!fv) = D l8- $i||%>
=1 =1

r\ 1/r

F
1/r

r/n
vk - $i||?>

N r/n
<Z [ Dy (ffi)||7}>

NE
WE

1/r

m "/7" l/n
< <Z | Da, (%)H}) (por Minkowski)
k=1 \i=1
N 1/n
S <Z ||Dock| ﬁ,.(E;F)) : wr(xi)'
k=1

N n 1/n
Luego || Dgl|m, g7y < (Zk:l ||Dak||Hr(E;F)> , por lo que ¢(I1,; E, F') resulta n-convexo con
M®™ (¢ (I,; B, F)) = 1. O

Notemos que si T, € L("E; F) es un operador n-lineal diagonal y ¢ es una sucesiéon que
verifica que o™ = a, entonces D, € L(E; F'/™). Como estamos trabajando con espacios de
sucesiones normales, es equivalente que un elemento x esté en el espacio de sucesiones a que
|z| esté en el espacio. Luego, si estamos trabajando con sucesiones de nimeros reales, siempre
podemos considerar el modulo de la sucesion. En este caso, tomariamos o tal que o = |a|.

Proposicion 3.4.3. Sean E y F' espacios de sucesiones y sea T, € L("E; F) un operador n-
lineal diagonal. Entonces, T, es r-dominado si y solo si el operador diagonal D, € L(E; F*/™)
(con o™ = «) es absolutamente r-sumante.

En particular, si n > 2, se tiene que

0,(Dy; B, F) = [6,(1,; B, F'/™)]".

Demostracion. Observemos primero que como FY/" es n-convexo con M(”)(Fl/”) =1, por el
Lema m tiene sentido considerar el espacio [fl(HT; E, Fl/”)}n.
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Para a € (,(D,; E, F), queremos ver que a € [ﬁl(HT;E, Fl/”)}n. Es decir, tenemos que
probar que o := o/ € El(Hr;E,Fl/”). Sean x1,...,x,, € E, entonces

m 1/r m "
(Z”Da@i)rm/n) = (anc,(xi))"l\’%")
m 1/r
) (Z”Ta%w--,wi)l\’%")

1/n
< lolly tp,z.py - wel@:).
Luego a € [¢1(IL; E, F¥™)]" y ademas

1/n

||aH[gl(nT;E7F1/n)]" = [la HZ(HT;E,FUn) < lele.o,:8.F)-

Reciprocamente, sea a € [él(HT;E,Fl/”)]n, es decir, o'/ € (,(Il; E, F*/™). Entonces,
D, i/m € II.(E; FY/™). Ademés, podemos escribir T,, = Wo (D,i/n, ..., D,i/m), donde el operador
U € L("FY", F) esta dado por ¥(xy,...,2,) = ¥1---7,. Usando la identidad de ideales
D, = Lo (II,,...,II,) [Sch9ll Proposition 3.6, se obtiene T, € D,.("E; F) y

HTaHDr("E;F) < ”Dal/”Hﬁr(E;Fl/n) = HO‘H[A(HT;E,Fl/n)]”-

Aplicando la Proposicion a espacios £,, vale que
U (Drs by, £g) = [ﬁl(Hr%pvgnq)}n-

Teniendo en cuenta los calculos hechos en [Pie80) Section 22.4] sobre operadores lineales absolu-
tamente r-sumantes, se pueden deducir los espacios de sucesiones asociados a dichos operadores
y como consecuencia, tenemos determinados los espacios de sucesiones asociados a los opera-
dores multilineales r-dominados.

Veremos a continuacion que el ideal de operadores n-lineales r-dominados es maximal. Para
ello, haremos uso del Teorema de representacion para ideales maximales (Teorema . Pro-
baremos que el ideal es dual a una norma tensorial finitamente generada de orden (n+1) cuando
r > n siguiendo las ideas de [CDS0T, Section 4] (en donde se prueba el resultado analogo para
aplicaciones multilineales r-dominadas a valores escalares).

Para r > n, definimos en ®_; X; ® Y’ la siguiente norma tensorial,

() = i {INE) - w0y ) w0 (n0) - el

donde el infimo se toma sobre los elementos de la forma s = fo:l AME) 21, @ QT QY

y donde % + = = 1. Es simple verificar que ;) es una norma tensorial finitamente generada
de orden (n +1).
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Proposicién 3.4.4. Sir > n, se tiene que
D(X1,..., X0Y) = (@1, X; @Y Bum) N L(X1,. .., X3 V),

D(X1,..., X Y) = (@1 X; @ Y; Bun) -
En consecuencia, D, es un ideal mazximal.
N
Demostracion. SeaT € D,(Xy,...,X,;Y) y consideremos s = Z MNE) 21, @ Qupp Qyy €

k=1
®j_,X; ®Y’, entonces tenemos que

T(s)]

r
n

S OAE) Y (T, wn))| < GOE)) - Lz (T @1y - - Tak)))

< LK) (1T (@1, - - i) lly) - Loo(lyrlly)
< AN Tlp, - Le(AK)) - we(@e) -~ - wi(@n k) - Loo([[Yrllyr)-
Como esta desigualdad vale para cualquier representacion de s, resulta que 7' pertenece a
(€31 © Y Bun) v ademis [Ty ooy < ITIorcxe

Reciprocamente, sea T € ( R X; ®Y, ﬂ(m)), NL(Xq,...,X,;Y). Luego, dadas las su-
cesiones finitas (1 )k, ..., (Tng)r en Xi,..., X, (respectivamente) y dados y{,...,yy en Y’,
existen escalares A(1),..., A(N) con £;(A(k)) = 1 tal que

14

r
n

(p (T(x1 ks -y Tng))) = Z AE) -y (T(@1 g Tog))
k=1
= T(Z)\(k)-a:Lk@---@xn,k@y;)

N

é ”TH(®?:1Xj®ylgﬁ(tm))/ . ﬁ(t,T‘) (Z )\(k) . xl,k ® e ® mnyk ® y;)
k=1

S HTH(@;'L:lXj@Y/%ﬂ(t,r))/ ’ wT(xl,k) to wT(I”,k) ’ EOO(”y;f”Y/)

Por lo tanto, L= ((|T(z1k, - -, Znp)lly)) < ”T||(®?Z1Xj®Y’;,3<t,r>)' cwy(z14)  we (T ), lo que

De la misma forma se demuestra que D,(X1,...,X,;Y’) = ( TaX;RY; ﬁ(t,r)),. En con-
clusion, D, es un ideal de operadores multilineales maximal.
O

Siguiendo la terminologia para operadores lineales [DF93, Chapters 17 y 18] y teniendo en
cuenta que en dicho contexto D, = II,, es natural llamar r-integrales y r-nucleares a los ideales
de operadores multilineales maximal y minimal asociados a 3 ) respectivamente. Es decir,
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Di=1, I" =N,y N:'=1I'=D,.

T

Del Teorema de representaciéon para ideales maximales, se desprende que D, ~ ﬁ{t - Ya que

I, =D} ~ Bur y (D;)* = D,. Con esta descripcion de la norma tensorial, podemos caracterizar
Z.. Dados My,...,M,, N € FIN, se tiene que

My, My; N) = (5 M @ N Br)
De la Proposicion y la ecuacion (3.5) se obtiene

(u(Z,; E,F) = (,(D,; EX, F*)*, si F es maximal,
(o(No E,F) = (,(Z,: E,F)™", si F es minimal.

3.4.5. Sobre un teorema de inclusién y composicién para operadores
multilineales (F, p)-dominados

Teniendo en cuenta la definicion de operadores multilineales (g, p)-dominados y la de ope-
radores lineales (E, p)-sumantes (ver Apéndice , es natural definir operadores multineales
(E, p)-dominados.

Sea F un espacio de sucesiones n-convexo con M™(E) = 1y tal que verifica ¢, — FE.
Decimos que un operador n-lineal T € L(Xy,...,X,,;Y) es (E,p)-dominado (y lo notamos
T € Dpyy(Xy,..., X, Y)) si existe C > 0 tal que para todas las sucesiones finitas z; =
(1) € Xq,e oo, 2y = (T00)% € X, vale que

H (HT(xLZ-, . ’x”Z)HY)ZIHE" <(C- cf cwp(my) - wp(y), (3.7)

donde ¢/ = ||i : £, — E||. Es facil ver que D(gp) es un ideal de Banach de operadores n-lineales
con la norma dada por D(g,)(T) = inf{C >0 : T verifica (3.7)}.

Es importante notar que en el caso que n = 1, se tiene que D,y = Il g ;). Basandonos en
el articulo de Defant, Mastylo y Michels [DMMO02], donde se prueban teoremas de inclusion y
composicion para operadores lineales absolutamente (F, p)-sumantes (ver Apéndice Proposicion

Teorema y Teorema [A.6.11)), extendemos dichos teoremas al contexto multilineal

para operadores (£, p)-dominados.

Observemos que en el caso que £, — E'y = = 1% — é, se tiene que
Uy = Ln(L: 0y, 0,) = 0,(L: 0, E), (3.8)
0o (Ll E)

con ||ele, it m) < €5 - ll|en it e,y Es decir, ¢ <cf.
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Teorema 3.4.5 (Teorema de inclusion para (F, p)-dominados).

Sea E un espacio de sucesiones n-convero con M™(E) = 1 y tal que verifica ¢, — E. Si
2= ]l) — %, entonces

Dy € D, (citr,E)a)s

. —1
con D, zie,.p),q)(T) < ¢ - (cf;"(ﬁ’g“E)> - D(gp)(T) para todo T € Dp ).
St ademds los espacios X1, ..., X, tienen cotipo 2, entonces para todo espacio de Banach'Y
se tiene que
D(Zn(ll;fgn,E)Q)(Xla e 7Xn; Y) = D(E,l)(Xla e ,Xn; Y) (39)

Demostracion. Observemos primero que Dy, (2., E),q) €std definido en estas condiciones. En
efecto, en virtud de la Proposicion , por ser E n-convexo con M(”)(E) = 1, se tiene que
el espacio (,(L;(,, E) es n-convexo con constante de convexidad igual a 1. Ademés, ¢, —
l,(L; 4., E), como muestra la condicion (3.8).

Veamos entonces que dado T € Dy (Xy,...,X,;Y) vy dadas sucesiones finitas z; =
(1) € X, ..o,y = (204)7% € X, vale que

Ln (L5l E)

H(||T(:)3U,,xm)]|y):il|| e S C-c, cwg(x1) - we(y).
(Ln(Lstr,E))

Comencemos considerando x = (z)geny C F e y € r. Como I = % — %, se tiene que
wp(y - ) < |[Yllvyn - wy(z).
En efecto,
1/p 1/p
wply-x) = sup (Y[ w)lf) = swp [ D fpl 2w
I/EBE/ keEN I/GBE/ keN
= sup |ly-2'(@)[lg, < sup [[yllrsn - [[2'(2) g
I/EBE/ I/EBE/

= [yllrsn - wq().
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Llamemos « a la sucesion que satisface oy = || T(z14, ..., 20,)|ly ¥ o™ = (ail/n)i. Entonces,
_ (1/n\™ —
||O[| (n(Lilr, E))» H (|al| n)izl ‘fn(E;ZT,E) - HTal/”HTEL(mET;E)

= sup [l gyl = sup [y g
y; €By, y;E€Be,

= sup fla-gi oyl = sup (1T w07 2n)lly) 2l
Y €8y, Y; €8y,

S sup H (HT(yl,z X1y Yngi o xn,i)“y):il HE”
Yj€Be

< sup D(E,p)(T) 'Cf'wp(yl 'xl)"'wp(yn xn)
Yj€Be

< swp Dpy(T) ¢ [yillem - wal@r) - ynllem - waln)

Y;€Br
n

= D(E,p)(T) : Cf ) wq(xl) " 'wq(xn)a

) —1
donde Dy, (e, 1)) (T) < - <c§n(L‘,Zr,E)) - D (T).

Por tltimo, para probar la identidad (3.9)), una de las inclusiones se sigue de lo ya visto en
el caso en que p =1y g = 2 (y, en consecuencia, r = 2n). La inclusion inversa se obtiene de los
resultados que veremos a continuacion. (Ver conclusion después de la Proposicion [3.4.7)). O

Teorema 3.4.6 (Teorema de composicion para aplicaciones (E, p)-dominadas).
Sea E un espacio de sucesiones n-convexo con M™(E) = 1 y tal que verifica t, — E. Si
%= % — %7 entonces

Dt (citr.p)) © Mz Il2) © D).
Ademds se tiene que D(gy) (T o (A1,...,An)) < Dz g)q(T) - T (Ay)-- 'W%(An), donde
T < D(fn(ﬁ;er,E),q)(}/h e ,Yn; Z), Al € H%(Xl, Yl), ceey An S H%(Xn, Yn)

Demostracion. Sean A; € II=(X;;Y)) para 1 <j <ny T € Dy, (ci,.5),0)(Y1, - - -, Yn; Z). Por el
Teorema de dominacion de Pietsch para operadores lineales absolutamente p-sumantes (ver en
Apéndice , existen medidas de probabilidad x; en (BX;_; w*) para 1 < j < n tales que

n/r

) AW / r/n (o
[l < w4 | [ 2@l duy(a)
By
J
Para cada 1 < j < n, consideramos sucesiones finitas con todos sus elementos no nulos
m .
(x:)", € X, y escribimos cada xz;; como
n/r

- / 2 ()P () |22
!

X
J
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Para facilitar la notacién, llamaremos

n/r m

o= ()t = ()0 Y = / 12 y) Py ()

BXJ.
i=1

Notemos que ||v;[|z < w,(z;)""/". En [TJ70] se prueba que bajo estas condiciones vale que para
A €T1: (X, Y))

NREa)

1/q
wy(A;25) < 7z (4;) - sup <Z|$ i) > = mx(Ay) - wy(a;)P/. (3.10)

z’. EBX/ i=1
Observemos también que si a € 0,,(L; 0., E) y i, ..., Bn € £, son no nulos, entonces
o= 1+ Bulle < llalle, ez - 1Bl - [ Bnllr-

Luego, usando la desigualdad (3.10) y que cﬁ"(ﬁ;e"’E) < ¢/ como vimos en la ecuacion (3.8), se
tiene que

H(HT(AM,...,Anwn,gu )

m
Z/i=1

E™
||1/n

= IT(AL(y - 2h), -, Anly - 2y

_ HT(Alx(l),.. Ap? Hl/n 11n 'y,l/” .

<[ty I

< Digueitr.00)(T) - c$"<“rE>-wq<A1x1>~-wq<An:c> o7 ™ 7

< Digutesteya)(T) - €+ T (Ar) ()07 (An) -y ()P - wp0)™/" - awy ()"
= Dt ety m),0)(T) - ¢ - Tz (Ar) e (An) - wp(a) - wp ().

En consecuencia, T'(A1,..., An) € Dy ¥

como queriamos ver. m
Proposicion 3.4.7. Sea T € L(X4,...,X,,;Y). Son equivalentes
(1) T e D(E,p)(Xla e 7Xn;Y) Y D(EJ,)(T) <C.

(2) Dgp) (T o (Ay,...,An)) < C para todo m € N y todo Ay € L(6}; X;) con [|As]] < 1.
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Demostracion. La implicacion (1)=(2) es consecuencia de que Dg ) es un ideal.
Reciprocamente, supongamos que D(gy) (T'o (Ay,..., A,)) < C para todo m € Ny todo
Aj € L(4; X;) con [[A;]| < 1. Observemos que [|A;|| = wy((A;e;)™,). En efecto,

Z (67N Aj(ei)
=1 X;

= s (| (@A ()L, = we((Aje)iy).

14, = sup [[A;(a)lx; = sup

aEBym aEBym
o o

= sup sup
OéEB[ﬂ} ZZ';-EBX(
P J

Zai : x}(Aj(ez‘))‘

=1

Para ver que T' € D) (X, ..., X,;Y), dadas las sucesiones finitas z; = (z;,)i~; C X, (para
1 < j < n), definimos operadores lineales A; € L({)}; X;) como Aj(a) = Y77, o - x;,. Por ser

A;(e;) = x;;, resulta ||A;|| = wy(z;). Por lo tanto,
NT @1, and) V) g = NUT(Aves, - Aned) Iy )i | g
< Dgp (To(Ay,...,A,)) - wp((ei)gil)n
< C- A4l
< Crwp(zy) -+ - wp(xy).

En consecuencia, T' € D) (X1,..., X Y) y Dip(T) < C. O

Por tltimo, veamos que vale la igualdad del Teorema [3.4.5]
Sea T' € Dy, (rit5n,5),2) (X1, ..., Xp;Y), donde Xi,..., X, tienen cotipo 2. Aplicamos un re-
sultado de Maurey (ver [DF93, 31.7]) que dice que si un espacio X tiene cotipo 2, entonces
L0 X)=T,(07; X) y que dado A € L({7; X), existe C' > 0 tal que mo(A) < C'-||A|. Ahora
bien, dados A; € L({7; X;) con [|A;]] <1 para 1 < j < n, por el Teorema para p = 1,
q =2 (y r = 2n), tenemos que

D(EJ)(T @) (Al, . ,An)) S Cm . D(gn(ﬁ;me)’g) (T)

Finalmente, la Proposicion permite concluir que 7" € Dip 1y (X1, ..., Xn;Y).

En vista de la definicion de operadores multilineales fuertemente (g, p)-sumantes, es natural
introducir el concepto de operador multilineal fuertemente (£, p)-sumante.

Sea E un espacio de sucesiones tal que ¢, — FE. Decimos que un operador n-lineal 7' €
L(X1,...,X;Y) es fuertemente (E, p)-sumante si existe C' > 0 tal que para sucesiones finitas
(1) € X, .o (20i) € X, vale que

m 1/p
H(HT(le,,xm)Hy)ZlHE <C-c- sup <Z|¢(I1u7$m)|p> . (3.11)
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Al espacio de operadores fuertemente (E,p)-sumantes lo notamos con Sig,) v v puede verse
que es un ideal de Banach de operadores n-lineales con la norma dada por

Sp)(T) =nf{C : T verifica (3.11))}.

Aplicando los mismos argumentos que para el ideal D, se puede probar el siguiente teorema
de inclusion para operadores multilineales fuertemente (F, p)-sumantes.

Teorema 3.4.8 (Teorema de inclusion para aplicaciones fuertemente (F, p)-sumantes).

Sea E un espacio de sucesiones que verifica £, — E. Si % = i — é, entonces

SEp) € Sa(Litr B)q)-

, -1
Ademds, si T € Spp) entonces S, (z;e,.5).q)(T) < ¢f - (cf;”(ﬁ’g“E)> - St p)(T).

3.4.6. Sobre espacios de sucesiones en espacios de Lorentz

Veamos ahora aplicaciones al célculo de espacios asociados al ideal de operadores n-lineales
continuos, nucleares e integrales en espacios de Lorentz. Las definiciones que daremos a conti-
nuacion pueden encontrarse en [LTI77, Section 4.e].

Para cada © € E, se define su reordenamiento decreciente (x*(k))gen como

(k) := inf{ sup |z(7)] : J CN, card(J) < k}

FEN\J

Sea 1 <p < ooyseaw = (w(k))ren una sucesion decreciente de términos positivos tal que
w(l) =1, my e w(k) =0y > oy w(k) = 0o. Se define el espacio de Lorentz d(w,p) como

d(w,p) = {m=<as<k>>k : Supzmw.w(k)@o}

- {x=<x<k>>k : Z|m*<k>|p~w<k><oo},

con la norma dada por

1/p 1/p
| llagw.p) = (Z\-’B*(k)!p'w(k)) = sup <Z|$a(k)|p'w(/f)> :

keN

donde ¥y = {0 : N —= N : 0 es biyectiva} vy z,(k) = z(o(k)).
Se dice que la sucesion w es a-regular (0 < a < 0o) si w(k)® < 377 w(k)®, y que es
reqular si es a-regular para algin a.
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Observacion 3.4.9. Estos son algunos resultados conocidos acerca de los espacios de Lorentz
que pueden encontrarse en [Rei81).

(1) El espacio de Lorentz d(w,p) es simétrico, mazimal y minimal. Ademds, se tiene que
M) (1) = (3j=y w(k))P.

(2) El espacio de Lorentz d(w, p) es r-convezo (con M) (d(w,p)) = 1) para todo 1 <r <py
se tiene que d(w, p)” = d(w, ). El espacio de Lorentz d(w, p) no es r-convero para r > p.

(3) Para p < s < 00, el espacio de Lorentz d(w,p) es s-cdncavo si y solo si w es %—regular,
donde % = L

P

1
P
(4) El espacio de Lorentz d(w,p) tiene concavidad no trivial (i.e. es q-concavo para algin

q < 00) siy solo siw es l-reqular y en ese caso se tiene que Agapp)(n) < n'/P(w(n))V/?.

El espacio dual al espacio de Lorentz d(w,p) (que coincide con su dual de Kéthe por ser
minimal) estd dado para p = 1 [LTII79, Example 2.a.11] por

d(u),]_)>< = €T ||l'||dw1 ;= sup =17 Y Zk 137 (k) < o .
o ¢ w(k)
k 1

Para p > 1, d(w, p)* es el espacio formado por las sucesiones x tales que existe una sucesion
decreciente y € By, con

o Sk (1)

NeN SO y(k)w(k)/p
donde la norma estd dada por el infimo de la expresion anterior sobre todos los y € By,
decrecientes [Gar69)]. Pero si w es regular, d(w, p)* para p > 1 tiene una descripcion més simple

[ALITS)

Los espacios de Lorentz d(w,p) son reflexivos para p > 1. Si p = 1, podemos describir el
predual de d(w,p) como

dx(w,l):{me% : hm Ellfvl z* (k) _ }7
N=voo SO0 wik)

Y

con la norma dada por

Zk )
Zkﬂ”()

Por ultimo, dada una sucesion W estrictamente positiva y creciente con W(0) = 0, el espacio
de sucesiones de Marcinkiewicz my estd dado por todas las sucesiones x tales que

> (k)
T(N)

1#lac 1) 1= 51

||| my = sup < 00.
NeN
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Observacion 3.4.10. En [CDS09, Section 5] se calculan los siguientes espacios de sucesiones,
C(Lsd(w,p)), €(L; d(w, p)*), £a(Z;d(w,p)) y €a(Z; d(w,p)).

Aplicando la Proposicion y los resultados mencionados de [CDS09], obtenemos las
siguientes conclusiones.

» Para E = d(w, p), tenemos que

0(Lsd(w,p), FX) = M(F, 0,(L; d(w,p))) = { %E? zg;ﬂ)’p/n>x> :i Z iif

n/p
N fo n
donde ¥(N) = (§ o1 w(k)) - Ademés, sin > py w es ;-regular, entonces resulta

que £y (L;d(w, p), F*) = M(F,ls) = loo.

Entonces por la Pro;;)sici(’)n 3.1.7, tenemos que £, (L;d(w,p), F) = M(d(w,p)", F)
M(d(w, p/n), F).

» Para F = d(w,p)*, tenemos que
M(Fly) =l sin <p;

(L5 d(w, p)*, F*) = M(F, 6, (L:d(w,p)*)) = & M(F,d(w"—, Fo)) sil<p<n
M(F,d(w", 1)) sip=1

Aplicando la Proposicion [3.3.2] y usando que Z* = L, obtenemos los espacios de sucesiones
asociados a Z en espacios de Lorentz.

ETL(I7 d(w7p)7F><> :gn(ﬁadx(wap>7F)X7

U(Z; d(w, p) ™, F) = £,(L; d(w, p), F)™,
ln(Z;dy (w,p), F)* = £, (L5 d(w,p), ).

Calculemos ahora los espacios de multiplicadores en el caso que F' = {,. Afirmamos que:

ap PL | :
M(eq,dw,p)):{ d(w w> P

loo sip>q.

En efecto, para el caso p > ¢, veamos que si a € l, entonces o € M ({y, d(w,p)). Sea
B € {,, por ser p > ¢, tenemos que (P pertenece a ¢, y entonces (5*)P también pertenece a {1,
luego

D lat(k)P18° (k) [Pw(k) < oo,

keN
para todo a € .
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En el caso que p < g,

el arceg deuw,p))

sup. ||| aw.p)

Eng

1/p
sup sup (Y |ag (k)7 - |8, (k)[P - w(k))

BEng TEXN

1/p
sup sup | |ag (k)7 - |Bo(K)[” - w(k))

ocEXN ,BEng

1/p
sup sup D Jag(k)[” - [B(K)|” - w(k)>

oEXN ﬁEBZq

1/p
sup sup (Z | (K)[P - [(k)| ~w(k)>

c€XN YE€Be,
p

» 1/p
sup (lla% - wlay )

LI
i
(2 AN
sup (Y oo (k)P - w (k)
TEXN \ keN

ot o) = 1Nauets )






Capitulo 4

Resultados de coincidencia entre un ideal
y su nticleo minimal

Una pregunta natural en la teoria de operadores multilineales —y de polinomios homogéneos
también— es la de encontrar condiciones bajo las cuales un ideal 2l coincide isométricamente
con su niicleo minimal 2A™". En [Ale85al, [Ale85D, BROT, [CD00, [CGI1l, Lew77] y [DF93, 33|
se plantean problemas de esta misma naturaleza. La razén por la que uno se pregunta este
tipo de cuestiones es que, en muchos casos, esta coincidencia permite dar una representacion
tensorial del ideal. Frecuentemente, el producto tensorial hereda algunas de las caracteristicas
estructurales que tenfan los espacios involucrados en dicho producto. Por ejemplo, un resulta-
do conocido de Gelbaum y Gil de Lamadrid [GGL61, (GdL63| dice que el producto tensorial
(X1®QX2) tiene base de Schauder si ambos espacios X; y X5 tienen base. Esta idea puede ex-
tenderse al producto tensorial de un niimero arbitrario de espacios definiendo el orden adecuado
recursivamente, ya que el producto tensorial es asociativo (ver comentarios antes del Teorema
LT,

Otras propiedades —como ser separable, ser Asplund o tener la propiedad de Radon-
Nikodym— también se preservan por el producto tensorial en muchos casos (ver [Bu03, BB06),
BDDO03, ICG11, [RS82]). Entonces, tener una representacion tensorial de un ideal y este tipo de
resultados de transferencia nos permiten deducir propiedades sobre el espacio (X, ..., X,;Y).
Es mas, como los elementos de 2A™" generalmente pueden aproximarse por operadores de tipo
finito (ver , obtenemos esta misma propiedad para el ideal 2.

El Teorema de representacion para ideales minimales nos dice que hay una inclusion
natural de norma uno de (X|®...®X/®Y;a) en A(X,, ..., X,;Y) definida por

0 (X[® X' QY a) — s AM(X, L X YY) S A(X, ., X YY), (4.)

donde « es la norma tensorial asociada a 2. Luego, para responder a la pregunta planteada
en este capitulo, nos va a interesar saber cudndo esta inclusiéon natural resulta un isomorfismo
isométrico. Es importante notar que 2A™" (X, ..., X,;;Y) < A(Xq, ..., X, Y) siysolosipes
una metric surjection.
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Por ultimo, para estudiar cuéndo la aplicaciéon p es efectivamente una metric surjection, es
necesario estudiar una condicion sobre la norma tensorial asociada. Un ingrediente fundamental
en [Lew77| y [CG11], donde se estudian resultados de coincidencia en el contexto de operadores
lineales y formas multilineales (y polinomios homogéneos escalares), respectivamente, es la pro-
piedad de Radon-Nikodym para normas tensoriales. Basados en aquellas definiciones, daremos
en este capitulo una versién vectorial de esta nocién pero no para normas tensoriales sino para
ideales de operadores multilineales.

4.1. Resultados de coincidencia en ideales de operadores
multilineales

Para dar una definicion de la propiedad de Radon-Nikodym para ideales de operadores
multilineales, recordemos las definiciones de los siguientes espacios, para J un conjunto de
indices cualquiera.

6(7) = {(zj)jer : Z|$j| < oo}

loo(J) = {(zj)jes : sup|z;| < oo}
jeJ

co(J) = span{ey : ke J}, donde (ex); = 0,k, para j € J.

Para estos espacios vale que co(J) = (1(J) y que ¢1(J) =l (J).
Ahora si, dados 2l ~ « un ideal de operadores multilineales e Y un espacio de Banach,
decimos que 2 tiene la Y-propiedad de Radon-Nikodym (Y-RNp) si

(L()E ... B0 (J)BY ) = Alco(Lr), ... col,); V), (4.2)

para todo Ji,...,J, conjuntos de indices.
Si %A tiene la Y-propiedad de Radon-Nikodym para todo Y, decimos que 2 tiene la propiedad
de Radon-Nikodym vectorial (vector-RNp).

Es decir, si 2 tiene la Y-RNp, entonces se tiene que
A(co( 1), co(Jn); YY) =A™ (co( ), .., co(Jn); V)

para todo Ji,...,J, conjuntos de indices, ya que la propiedad dice que la aplicacién p
dada en la ecuacion (4.1) resulta una metric surjection.

Antes de comenzar con los resultados de este capitulo, haremos comentarios acerca de la
relacion entre nuestra definicion de la propiedad de Radon-Nikodym para ideales de operadores
multilineales y las previamente definidas en [Lew77| y [CG11| para normas tensoriales.
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En [Lew77| (ver [DF93 Section 33]), se dice que una norma tensorial § finitamente generada
de orden 2 tiene la propiedad de Radon-Nikodym si para todo espacio de Banach X se satisface

Xléﬁgl é (X ®ﬁ' Co),.
Esta propiedad se traduce en términos de ideales de operadores lineales como
A™(X00) = A(X; ),

donde A es el ideal de operadores lineales maximal asociado a la norma (. Seguido, se prueba
que esta identidad puede ser extendida a

A" (X5 00()) = A(X; (),

para todo conjunto de indices J.

Es importante destacar en este momento, que nosotros buscamos propiedades donde el
rol que ocupa el espacio ¢; pertenezca al dominio del operador. De alguna manera, queremos
escribir estas mismas propiedades para la norma tensorial traspuesta. Es decir, si 8 tiene la
propiedad de Radon-Nikodym, entonces

flé(ﬁ)zX, é (CO ®(ﬁt)/ X)/

En consecuencia,

(Adual)min(C()(J);X/) 1 Adual(CO(J);X/),

para todo J conjunto de indices, donde A% es el ideal maximal asociado a la norma 3¢ (ver
IDF93, Section 17.8]). En definitiva, la propiedad de Radon-Nikodym para normas tensoriales
de orden 2 esta relacionada con una identidad entre un ideal de operadores lineales maximal y
su nicleo minimal sobre co(J).

Por otro lado, en [CG11], se dice que una norma tensorial ¢ finitamente generada de orden
n tiene la propiedad de Radon-Nikodgm simétrica (sRNp) si

(®n€1;5) = (®nco;(5’)/.
En términos de ideales de formas multilineales dice que, si 2 es el ideal maximal asociado a 4,
A (o, ..., co) = Aco, . .., Co)-
También se muestra que dicha propiedad puede extenderse a espacios ¢y generales. Es decir,
A (co( 1), ... coln)) = Alco(Tr), - .., colTn)),

para todo Ji,...,J, conjuntos de indices.
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Como puede verse, nuestra definicion de la propiedad de Radon-Nikodym para ideales de
operadores multilineales esta estrechamente relacionada con las anteriores dadas para normas
tensoriales. El hecho de definirla para normas tensoriales, obliga a relacionar un ideal maxi-
mal con su niicleo minimal. Nosotros queremos relajar esa condicién y considerar un ideal no
necesariamente maximal, es por eso que definimos esta propiedad sobre ideales de operadores
multilineales directamente. Notemos también, que las propiedades definidas para normas ten-
soriales involucran al espacio ¢y clasico y luego se deduce que la propiedad también vale para
espacios ¢y generales. Nuestro primer objetivo es establecer dicha relacion. Para un ideal de
operadores multilineales 2(, buscamos condiciones sobre el espacio Y que aseguren que a partir
de la siguiente propiedad

Q[min<C0, ..., Cp; Y) é Q[(Co, ..., Cp; Y),

se pueda deducir

1

Q[mm(CO(Jl), ceey Co(Jn), Y) = Q[(Co(Jl), ceey C()(Jn)7 Y),
para todo Ji,...,J, conjunto de indices. Es decir, la Y-propiedad de Radon-Nikodym.

Para lograr este cometido, necesitamos antes demostrar una version vectorial del teorema
de Littlewood-Bogdanowicz-Petczyniski (ver [Lit30, Bogh7, [Pel57] y también [Din99]) establece
que toda forma multilineal T": ¢g X - - - X ¢g — K es aproximable. Mas precisamente, probaremos
que si Y no contiene una copia (isomorfa) de ¢y, entonces se tiene que L("co;Y) = Lapy("co; Y).
Este resultado puede obtenerse a partir de lo elaborado en [GG94], sin embargo, preferimos aca
dar una demostraciéon independiente.

Observaciéon 4.1.1. Debido a que ¢y no contiene copia de ¢; y ademas ¢ = ¢, es separable,
es sabido que Ly, ("co;Y) = Lyse("co; V) (las demostraciones de estos hechos para polinomios
dadas en [AHVS83| Proposition 2.12] y [AP8(, Proposition 2.7| se trasladan de forma natural
al contexto de operadores multilineales). Ademaés, si toda aplicacion k-lineal T € L(*cy;Y)
es débilmente secuencialmente continua en 0 para todo 1 < k < n, entonces L, ("co;Y) =
Loyse("co;Y) (este resultado aparece en [DGO1), Corollary 1.7| para polinomios escalares y puede
extenderse canénicamente a operadores multilineales).

Recordemos que una serie (formal) EJ.GN x; en un espacio de Banach X es débilmente
incondicionalmente de Cauchy (WUC) si para todo 2’ € X', vale que . [2'(2;)| < oo.

Proposicidon 4.1.2. L("cy;Y) = Lopp("co;Y) si y solo siY no contiene una copia de cy.

Demostracion. Si'Y = ¢y es facil ver que existe un operador multilineal T' que pertenece a
L(™co; ¢o) pero que no pertenece a Lgp,("co; o). En efecto, tomemos T' € L(™cp; ¢p) dado por

T(x1,....20) = (1(1) -+ 2y (1) - :Bn(j))jeN.
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Si T fuera aproximable, entonces el operador lineal acotado de ¢y en ¢y dado por evaluar en
e; en las primeras (n — 1)-coordenadas y dejar libre la tltima también resultaria aproximable,
pero

T(er,...,e1, - ) =1de(-)

y la identidad de ¢y no es aproximable. Luego T' € L("co; o) \ Lapp("co; o). El caso en que Y
contiene una copia de ¢y se deduce de este hecho.

Reciprocamente, supongamos que Y no contiene una copia de cq. Por la observacion anterior,
basta ver que, para todo 1 < k < n, se tiene que todo operador k-lineal continuo de ¢y X - - - X ¢
en Y es débilmente secuencialmente continuo en el origen. Supongamos que no, es decir, que
existen 1 < r < ny un operador multilineal " € L("cp; Y') que no es débilmente secuencialmente
continuo en el origen. Usando la continuidad de la norma de T, la base de ¢y y tomando
subsucesiones (si fuera necesario), podemos construir sucesiones (uj);,...,(u}); € ¢y y una
sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales (k;) ey tales que

HT(u]l,,u;)HY >0, (4.3)
para algin 6§ > 0, con
kj+1 k]’ 1 kj+1
u;:ZZE;(l)ela Zx;([)el S 2—] y Z x;(l)el — 17
1=1 I=1 I=k;+1

kjt1
v = x;(l) - ey,
I=k;+1
entonces, [[v5|| = 1. Por el principio de seleccion de Bessaga-Pelczynski [AKO6, Proposition

1.3.10] (o ver Apéndice [A.5.2)), se tiene que (v}); es una base en bloque de un subespacio de ¢
equivalente a la base canodnica de ¢y para cada 1 < ¢ < r. En consecuencia,

D (T, o)) < ly o Tl < o0
JjeN

para todo y' € Y’ [Zal93 Proposition 2|, ya que v o T € L("cy). Luego, la serie formal
ZjeN T(vjl-, e ,v;) es WUC. EI hecho de que Y no contiene una copia de ¢y, implica que la
serie Y.y T(vj,...,v}) es incondicionalmente convergente [AK06, Theorem 2.4.11], de donde

se deduce que lim T'(vj,...,v}) = 0.
Jj—oo

Ahora bien, teniendo en cuenta que u} = (u} —v}) + v} y que [|u} — v}|| < 1/27, se deduce
que

' T - n 1
TG )l < TG )]+ T (Z(J;)

=1
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usando la multilinealidad de T" y la desigualdad triangular.
Como los dos términos del lado derecho de la desigualdad tienden a cero cuando j tiende
a infinito, se contradice la condicion . En definitiva, probamos que si Y no contiene una
copia de cp, todo operador k-lineal en L(*cy;Y) es débilmente secuencialmente continuo en el
origen para todo 1 < k < n.
m

Como habiamos anticipado, veremos ahora que bajo ciertas condiciones es suficiente che-
quear la propiedad (4.2)) para J; = --- = J, = N. Nuestra demostracion se inspira en la prueba
de |[CG11, Proposition 3.2].

Proposicién 4.1.3. Sea A ~ « un ideal de operadores multilineales que satisface
~ o~ - 1
(£1® Ce ®€1®Y, CY) - Q[(Co, ..., Cp; Y)
S1'Y no contiene una copia de co 0 s1 A C L., entonces A tiene la Y -RNp.

En otras palabras, si 2(co, ..., cp;Y) coincide isométricamente con A™"(cy, ..., co;Y), po-
demos asegurar la existencia de una metric surjection sobre espacios ¢y mas generales. Fs decir,

A(co( 1), - co(Jn); Y) =A™ (co(Jy), - ., co(Jn); V),

para todo Ji,...,J, conjuntos de indices.

Demostracion. Sea T € A(co(J1),...,co(Jy);Y). Consideremos el conjunto de indices dado por

L= {(]1,7]n) :T(ejl,...,ejn) #O}

Afirmamos que L es un conjunto numerable. En efecto, supongamos que no. Entonces, existe
un conjunto de indices distintos dos a dos (jf,. .. ,jﬁ)keN y un € > 0 tales que

)T(eﬁ, PN ,ejyli)

> e, (4.4)

para todo k € N. Pues, si para todo ¢ = 1/m, con m € N, se tienen finitos elementos de L
que satisfacen |T'(ej,,...,ej,)| > ¢, entonces el conjunto L resultaria a lo sumo numerable y
estamos suponiendo que no lo es. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesion
de las primeras coordenadas jF tiene todos sus elementos distintos dos a dos. Pasando por
subsucesiones, podemos asumir también que ejk tiende débilmente a cero para cada 1 <1 < n.

Ahora bien, si Y no contiene una copia de ¢g, aplicando la Proposicion sobre las suce-
siones (ejf), ..., (e;6) —que son equivalentes a una base de cg—, obtenemos que T(ejlk, s egn)
tiende a cero (por ser débilmente secuencialmente continua). Esto contradice la condicion (4.4)).
Por otro lado, si suponemos 2 C L., se obtiene trivialmente la contradiccion. En conclusion,

en ambos casos obtenemos que el conjunto de indices L es numerable.
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Sea €, 1 J; x -+ x J, — Ji la aplicacion dada por

Q(]h)]?’b) :]k

y llamemos Ly := Qu(L) C Jy.
Consideremos las aplicaciones & : co(Jy) — co(Lk) € 1 @ co(Lg) — co(Jx) definidas por

&e((a5)jen) = (a5)jer,,

w((a5)jery) = (0)jens
donde b; es igual a a; si j € Ly y vale cero en los otros casos. Si definimos el operador T como
T :=To(u,...,1,), entonces T € A(co(L1),...,co(Ln);Y) y [[T|la < ||T]|a- Es mas, como
co(J) = span{ey, : k € J} (donde (e}); = Oy, para j € J), se deduce que T o (&,...,&,) =T.
En consecuencia, ||T||a = ||T -
Por tltimo, notando que cy(Ly) = co, resulta que el siguiente diagrama es conmutativo

((L)® ... @0 (L,)BY ;) ———»A(co(L1), ..., co(Ln); Y) S
51@---@&2@&1% l é
(L(J)S ... 306 (J,)BY ;) — A (co( 1), - . -, co(Jn); Y) So(&,....&)

Ademas, la aplicacion (] ® --- ® &), ® Idy) es una isometria ya que ¢1(Ly) es un subespacio
1-complementado de ¢ (J;) (via 2},). Luego, R es una metric surjection como queriamos ver. [J

La Proposicion nos da un modo de saber si un ideal dado posee la Y-propiedad de
Radon-Nikodym. Para formular el resultado principal de este capitulo —el resultado de coin-
cidencia para ideales de operadores multilineales— necesitamos antes recordar algunas defini-
ciones.

Para 1 < k < n, se define una aplicacién canoénica llamada la k-extension de Arens,
Exty, - L(Xl, - ,Xn, Y) — E(Xl, . 7Xk*17X]/<;/7 XkJrl, Ce 7Xn7 YH>,

de la siguiente forma:
dado T € L(X;,...,X,;Y), consideramos la forma (n + 1)-lineal asociada a (Jy o T') que

llamamos (Jy oT) : X; x --- x X, x Y' — K. Entonces,

Exty(T)(x1, ..., 2%, .., xn)(y) = 2}, <z — in oT) X1, o Tty 2, Tt 1,y - - - ,:L’n,y')> )

Decimos que 2 es un ideal Arens estable para Y si la aplicacion

Eaty : A(X1, ..., X0 V) = A(X, . Xty XU Xiits oo, X3 V)
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estd bién definida y resulta una isometria para todo 1 < k£ < n. Notemos que la condicion
anterior dice que la imagen de toda extension de Arens se mantiene en el espacio Y. Decimos
que 2 es un ideal Arens estable si 2 es Arens estable para Y, para todo espacio de Banach Y.
Es importante observar que para todo espacio dual Y’, todo ideal de operadores multilineales
maximal es Arens estable para Y’ (ver, por ejemplo, [DF93| Extension Lemma 13.2]).

Por otro lado, decimos que 2 es un ideal extendible si verifica que para Xy,..., X, espa-
cios de Banach, 71, ..., Z, superespacios de X, ..., X,, respectivamente y para todo operador
multilineal 7' € (X1, ..., X,;;Y), existe T € A(Zy, ..., Z,;Y), una extension de T, con

1T |2z, 207y = T l2t(xr, e X0 :7) -

Por ejemplo, los ideales PZ y £ son extendibles. Estas propiedades se estudiaron en el contexto
de ideales de polinomios en [Car99, [CZ99, KR9g].

Observaciéon 4.1.4. Si un ideal de operadores multilineales 2l es extendible, entonce su norma
tensorial asociada « es proyectiva en las primeras n coordenadas (ver [Gall2, Chapter 3|). En

1 1
otras palabras, siq; : X1 — Yy, ..., ¢, : X,, = Y, son metric surjections, entonces la aplicacion

QD ... g Qidy: (X1®... 80X, 7, ) — (Y1® L RY,RZ, )

es una metric surjection.

A partir de estas definiciones, demostraremos algunos resultados con el objetivo de establecer
un resultado de coincidencia entre un ideal de opeardores multilineales y su nticleo minimal.

Todo espacio de Banach X, tiene asociadas dos aplicaciones naturales, la inclusién canénica
de X en (. (Bx) y la proyeccion de ¢1(Bx) sobre X.

Ix: X < 0(By)
= (2'(2)),

T

1

Qx : 51( )—»X

Para 2, un ideal de operadores multilineales Arens estable para Y, para cada 1 < k < n
definimos la aplicaciéon

\I[k : Q[()(1) v 7Xk—lch(BX,;>’Xk+17 s 7XnaY) — Q[(Xh s 7Xna Y)

dada por
\I/k(T) = El’tk(T) o (IXm, ceey Ika_l, IXk7Ika+1, ce ,Ian). (45)
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Proposicion 4.1.5. 51 A ~ « es Arens estable para Y, entonces el siguiente diagrama es
conmutativo

k-1 = ~  ~n ~
<(®j:1X})@&(BX,;)®(®j=k+1X})®Y; oz) —A(X1 .., Xpo1, co(Bxy ), Xigas -5 X3 V)
l(@?:fldxf)cmxf ®(S7 k+1IdX/)®Idy l‘l”“

<(® X/)®X/®(®J k+1XJI‘)®Y; Oé) —)Q[(Xl ce )Xk:—lanan+17 PN ,Xn;Y).

Demostracion. Para verificar que efectivamente es un diagrama conmutativo, hagamos la cuenta
en el caso k = 1 para simplificar la escritura. Tomemos entonces a = (ax/)x/eBX, un elemento
1

de ¢1(Bx;) y consideremos un tensor elemental
r=a®rh® @), @y € ((1(Bx)RXs® - ®X,QY; ).
Por un lado, aplicamos el operador Qx; ® Idx; ® -+ ® Idx; ® Idy y obtenemos el tensor
Z=Qx()®rh® - @1, 0y c (X{® - 0X,QY;a),
que representa a Tz € 2A(Xy,...,X,,;Y) dado por
Te(z1, ... @) = Qxy(a)(z1) - 25(22) - - a7 (20) - v
Por el otro, z se asocia a T, € Ql(co(BXi), Xo, ..., Xy Y) dado por
T.(b,x9,...,x,) = a(b) - 2h(x2) - - 2} (z,) - y.
Entonces, al actuar el operador ¥; produce:
Y (T (@r,mn) = [Boti (L) (I, (22), 22, 2) | ()
= Iy (2) [b»—)ZJyoT)(b,xg,...,xn,y’)}
= le(:cl)[b =y (T.(b, 2o, . .. ,xn))}
)

= Iy, (7 [b+—>a() xg(azg)m:c;(:cn)-y’(y)}

= | X aw o) | -ahlan) e o (0)
= Qx(@)(@) - ahra) -+ () - ' (0)
— y’(Tg(ﬂ;l,...,xn)).

Luego, Vy(T,) = Tz Como este resultado vale para tensores elementales, por linealidad y
continuidad se extiende a cualquier tensor z € ({1(Bx;)®X)® - @X,QY; ). O
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A continuacién, veremos un resultado que serd de suma importancia a lo largo de este
capitulo. Para demostrarlo haremos uso del Teorema de Lewis-Stegall (ver [DF93, 33.1] o [DUT7,
Chb.Th8]|), que recordamos a continuacion.

Teorema 4.1.6 (Lewis-Stegall). Si X es un espacio de Banach con la propiedad de Radon-
Nikodym, entonces para todo operador lineal B € £(L1(u);X) y para todo € > 0, existe un
operador lineal A € L(Ly(pn); (1(Bx)) con ||A|| < (14 ¢€) tal que el siguiente diagrama resulta

conmutativo

¢1(Bx),

Probemos la proposicion, recordemos que ¥y, esté definida en (4.5)).

Proposicion 4.1.7. Sean X4,...,X,,Y espacios de Banach y sea 2 un ideal extendible y
Arens estable para Y. Si X}, es un espacio Asplund, entonces V. es una metric surjection.

Demostracion. Asumimos, una vez mas, que k = 1 por simplicidad, ya que los otros casos son
anélogos. Por Proposicion vale que U, tiene norma menor o igual a uno, pues

0L (T) [l = [[TElla = a(2) < alz) = 1T lar

Como 2 es extendible, dado T € A(X1, ..., X,,;Y), existe = QL(EOO(BXQ,XQ, X Y) una
extension de 7' con la misma norma en 2. Ademéas, X tiene la propiedad de Radon-Nikodym,
pues X; es un espacio Asplund. Por el Teorema de Lewis-Stegall (Teorema , dado € > 0,
se tiene que el operador adjunto de la inclusién canonica Ix, : X; — (o (Bx;) se factoriza a
través de £,(Bx;) via la factorizacion

loo(Bx1)

fl Bxl

con ||A|| < (1+¢).
Definimos S : Co(Bxi) X X9 X --- x X,, = Y el operador n-lineal dado por

Sla, o, ..., 1) = Extl(f)(A’ o JCO(Bxi)(a),xg, L Ty).

Usando la propiedad de ideal y el hecho de que 2 es Arens estable para Y (Ext; es un isometria),
se deduce que S € Q[(Co(Bxi),XQ, oo X Y) y

15]lae < 1Bzt (T)llac - [ A" 0 Jeo(mpy | < NT Ml - (1 +€).
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Nuestro objetivo es demostrar que W;(S) = T. Pues de ser asi, dado un operador multilineal
T, hallamos un operador multilineal S tal que ¥ (S) =T con ||S|la < [|T||a - (1 +¢€). Es decir,
U, es una metric surjection.

Observemos que para r1 € X1y a € £1(Bx;), vale que

Ix,(02)(@) = (/@) e, ((@w)weny ) = D @/(@1) - aw = Q@) ). (4.6)

JJIEBX/
1

Afirmamos que
in 0S)( -, 9, ...,y )=A [b =y (f(b,xz, o ,xn)ﬂ , (4.7)

donde [b =y (f(b, To,. .. ,xn)ﬂ es un funcional lineal definido sobre . (Bx;).

En efecto, sea a € co(By;), entonces
A [b =y (T(b, To,. .. ,xn)ﬂ (a) = JCO(BXQ(CL) (A [b =y (T(b To,...,T )D
:AIOJCO(BXi)(a> [b>—>y’ (T (b,xa,...,x >

_ [Extl(f) (A/OJCO(BXQ( ), 2, .. )} (%)
=y'(S(a,22,...,2,))

— m( C L T, ,xn,y')(a)-

Por tltimo, verifiquemos que W,(S) = T. Sea y' € Y, aplicando las identidades (4.6) v (4.7)
obtenemos

Y (Uy(S) (@1, .. 2)) = (Extl(S) (Ix, ($1) Za, ... ,xn))
= Ext1(S)(Ix, (z1), T2, . .., 20) (Y)

)
= (Ix, (z1)) [m ..,xn,y/)]
Qx; (W( : ,xQ,...,mn,y')> (1)
<QX{A [b =y (f(b, ngM))D (1)
- (1;(1 [b»—> y' (T(b, xz%))D (21)

=9/ <T(le(x1),x2, . ,xn)>
=y (T(z1,...,2,)),

que es lo que queriamos probar. O
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Estamos en condiciones de enunciar nuestro teorema de tipo Lewis, un resultado de coinci-
dencia para ideales de operadores multilineales.

Teorema 4.1.8. Sean Xi,..., X, espacios Asplund. Si A ~ « es un ideal extendible, Arens
estable para'Y y con la Y-RNp, entonces

X'&. . BX'8Y:a) > AXy,.... X,:Y). 4.8
1 n

En particular,
AP (X, X V) = AKX, X Y.

Demostracion. Por Observaciéon las aplicaciones que bajan en la parte izquierda de la
Figura {4.1] son todas metric surjections.

Figura 4.1: Diagrama conmutativo usado en la prueba de

(é?zlgl(BXl’)éY,Ol) Q0 Q((CO(BXi%?CO(BX{L);Y)
l@?_llfdgl(BX,_)@QX;L@Idy v,
~n—1 ~ ~ 1
<(®i:1 gl(BXZ{))(@X;I@Y;Oz) : QL<CO(BX{)a e >CO(BX;71)>Xn§Y)
JV/(@?:lQIdll(BX’,))@QX;1®IdX4,,®IdY U,y
(BLGB)EX BNV a) —— s Aco(Bx), - ol By, ), Xt X V)

| |

(gl(BX{)é(é)?:QX;)éY; 04) i Q[(CO(BXi)a Xy ooy Xos Y)
lQXi‘@(@??”X;)@”Y \I,ll
(R, X[QY s ) o AX1, ..., X Y)
Por otro lado, Xi,..., X, son espacios Asplund (por hipotesis) y también lo son los es-

pacios co(Bx;), ..., co(Bx;,) —va que £1(J) tiene la propiedad de Radon-Nikodym para todo
J conjunto de indices [DF93, Apendix D3|—. Ademas, como 2 es Arens estable para Y, las
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aplicaciones que bajan en la parte derecha de la Figura también son metric surjections por
la Proposicion [4.1.7

Por dltimo, cada cuadrado de la Figura[d.Ies conmutativo por la Proposicion [4.1.5] Ademas,
como 2 tiene la Y-RNp, la aplicacion gy es una metric surjection. En consecuencia, o; también
es una metric surjection y —procediendo de manera inductiva en cada cuadrado— se deduce
que o, es una metric surjection que es lo que queriamos probar. O

Observacién 4.1.9. En el teorema anterior, la hipotesis de extendibilidad del ideal, se usa
para obtener una extension de 7" manteniendo el espacio de llegada y su norma en el ideal.
Vimos también que 2l extendible implica que la norma asociada es proyectiva en las primeras n
coordenadas. Para el caso en que el espacio de llegada sea un espacio dual, se tiene la reciproca.
Es decir, si la norma asociada al ideal 2l es proyectiva en las primeras n coordenadas, dado
T e AXy,....X; Yy Z4,...,Z, superespacios de X,..., X, respectivamente, existe una
extension T € A(Zy, ..., Zy;Y") con ||T|la = ||T||a. (ver [DF93, Exercise 20.6]).

Es importante notar que el Teorema generaliza el Teorema de Lewis [DF93, Theorem
33.3] y también |[CGI1Il Theorem 3.5] para formas multilineales. A continuacion, daremos las
definiciones necesarias para enunciar dichos teoremas y mostraremos que los podemos deducir
a partir del Teorema [4.1.8]

Recordemos que una norma tensorial 5 finitamente generada de orden 2 tiene la propiedad
de Radon-Nikodym si para todo espacio de Banach X se satisface

Xléﬁgl é (X ®gl Co)/.

A partir de § una norma tensorial finitamente generada de orden 2, se define la norma asociada
proyectiva a derecha 3/, como la unica norma mayor o igual a 3 tal que, para X e Y espacios
de Banach, se cumple que

1
X ®36(By) » X ®g, Y.

De la misma manera se define la norma asociada proyectiva a izquierda \ 5. Estas normas estan
relacionadas de la siguiente manera, (6/)" = \(5") y (8/) = \(#') (ver [DE93, Section 20]).
Se tiene el siguiente resultado [DF93| Exercise 20.6], sea A es un ideal de operadores lineales
maximal asociado a 5. Entonces, (3 es proyectiva a izquierda (es decir, 5 = \/3) si y solo si para
X e Y espacios de Banach, Z superespacio de X y T' € A(X;Y) existe una extension de Jy o7,
T e A(Z:Y"), con |[T]l4 = T

Teorema 4.1.10 (Lewis). Sea § una norma tensorial finitamente generada de orden 2 con
la propiedad de Radon-Nikodym y sea A el ideal de operadores lineales maximal asociado a la
norma (3. S1 Y’ tiene la propiedad de Radon-Nikodym, entonces

~ 1
X'®p/Y' = (X @@y Y)
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es una metric surjection y para todo espacio de Banach X wale que
(A" (X5 YT) = AJ(X;Y).

Para ver que el Teorema |4.1.8| generaliza el Teorema de Lewis, supongamos que 3 es una
norma tensorial finitamente generada de orden 2 con la propiedad de Radon-Nikodym asociada
al ideal de operadores lineales maximal A y sea Y un espacio Asplund. Debemos mostrar que
aplicando el Teorema obtenemos una metric surjection

~ 1
X’®5/YI —» (X ®(5/)/ Y)/

Recordemos que si A ~ 3, entonces A% ~ gty \ (A%al) ~\ (BY) [DF93] 17.8 y 20.12]. Ademas,
\(8") = (8/)"

Ahora bien, [DF93, Proposition 33.2| dice que § tiene la propiedad de Radon-Nikodym si
y solo si 3/ la tiene. Ademas, por [DF93, Lemma 33.3], se puede extender la metric surjection
de la definicion de la propiedad de Radon-Nikodym a espacios con cualquier indice. Es decir,
tenemos una metric surjection

1= 1 /
X'®p/l1(J) = (X @y co(J)),

para todo conjunto de indices J. En otras palabras, trasponiendo obtenemos

= / = /! 1 / ua. !/
(@ X = 0(])@\ )X = (co(J) @y X)' = \(A"")(co(]); X),

Esto implica que el ideal \ (A%") tiene la X-RNp en el sentido de la definicion (4.2). Notemos
también que el ideal \(A%) es Arens estable para X’ (X’ es un espacio dual y el ideal es
maximal) y se cumple la propiedad de extendibilidad ya que el ideal esta asociado a una norma
tensorial proyectiva a izquierda y X’ es un espacio dual (ver Observacion [£.1.9).

Luego, estamos en condiciones de usar el Teorema |4.1.8| y obtenemos la metric surjection

Y@@ X' = \(A™)(Y; X),
para todo espacio Asplund Y. Luego, si trasponemos una vez més esta relacion, se deduce que
- 1
X'®aY' > A/(X;Y') = (X @@y Y)',

para todo espacio Asplund Y. Esto es exactamente el resultado del Teorema de Lewis.

Para el caso de ideales de formas multilineales, recordemos que una s-norma tensorial 7
finitamente generada de orden n (ver definiciéon en la Seccion tiene la propiedad de Radon-
Nikodym simétrica (sRNp) si

~n,s

@

~n,s ),

1
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Teorema 4.1.11 (Theorem 3.5.[CG11]). Sea v una norma tensorial finitamente generada de
orden n con la sSRNp y sean X1, ..., X, espacios Asplund. Entonces,

(BimXi\v/) = (BioXiy\) -

En particular, si A es el ideal de formas multilineales maximal asociado a 7y, entonces

O™ (X, .. X)) = (\A)) (X, ..., X))

Usando un razonamiento similar al usado en el caso del Teorema de Lewis, pero sin necesidad
de cambiar el orden de los espacios involucrados, se obtiene el teorema para el caso multilineal
escalar a partir del Teorema [4.1.8]

En muchos casos, dado un espacio de Banach Y, el ideal de operadores multilineales 2(
es Arens estable para Y’ pero no lo es para Y. Por ejemplo, sucede para £ y GZ (pues GZ
es maximal y £ coincide con €™ cuando el espacio de llegada es un espacio dual). En esta
situacion, el Teorema |4.1.8 nos provee de un resultado de coincidencia s6lo en el caso en que el
espacio de llegada sea un espacio dual. Nuestro préoximo objetivo serad relajar las hipotesis de
manera de obtener un resultado de coincidencia sin necesitar que el espacio de llegada sea un
espacio dual (para aplicar en los casos que mencionamos, por ejemplo). También buscaremos
condiciones que nos aseguren la existencia de bases monomiales para ideales de operadores
multilineales.

A continuacion, veremos los resultados que necesitaremos para dar nuestro nuevo teorema
de coincidencia. El primero dice que, bajo propiedades de aproximacion, los operadores multi-
lineales pertenecientes a 2A™" mantienen su norma al verlos con rango en el bidual del espacio
de llegada. Antes, recordemos un lema —que puede verse en [DF93, 13.3|— que usaremos en
lo que sigue.

Lema 4.1.12 (Embedding Lemma). Si o es una norma tensorial de orden 2 finitamente ge-
nerada, entonces

Idx @ Jy : X @, Y5 X ®,Y",

para todo X eY espacios normados.

Lema 4.1.13. Sea A ~ « un ideal de operadores multilineales y sean X1,..., X, Y" espacios
de Banach con la propiedad de aprozimacion acotada. Si T € A™" (X, ..., X,;Y), entonces

HJY o THlei”(XL...,Xn;Y”) = ”THlem(Xl,...,Xn;Y)'

Demostracion. Como X7,..., X! Y” tienen la propiedad de aproximacion acotada, entonces
(B, XIRY", a) = A™"(Xy,..., X,; Y") y (D, XI®Y, a) = A™"(X,,..., X,;Y) (ver obser-
vacion posterior al Teorema [1.2.4)). Luego, aplicando el Embeding Lemma tenemos el siguiente
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diagrama conmutativo

(B, X[@Y", a) ==A""(X1, ..., X Y,

] I

(B, XIBY, 0) —— A" (X, ., X,;Y)

de donde se deduce lo que queriamos. O]

En el siguiente lema daremos una sucesion explicita de operadores multilineales de tipo finito
que se aproximan a un operador multilineal dado en el ntcleo minimal A™" (X, ..., X,;Y).

Lema 4.1.14. Sean Xi,..., X espacios de Banach con base achicante y sea Y un espacio
de Banach. Consideremos Py, := (P.,..., P}), donde P} es la proyeccion sobre las primeras k
coordenadas de la base de X;. Si T € A™"(Xy,...,X,;Y), entonces To P, — T en la norma
de A",

Demostracion. Observemos primero que A™"(X1,..., X,,;Y) es la clausura de los operadores
multilineales de tipo finito en la norma de 2A™" (ver [Flo0I, Lemma 3.3] para el resultado
anéalogo en el contexto polinomial). Entonces, dado € > 0, podemos considerar una sucesion de
operadores multilineales de tipo finito (R, )men € A(X1, ..., X,;Y) tales que

IT = Runllamins,..xir) — 0.

Para ver que T'o P, — T en la norma de A", acotamos la norma de la diferencia intercalando
el operador R,

HT - T OF]{;Hlein S ||T - Rm| Qmin + ||Rm - Rm O ?k”mmin + ||Rm OF]{; - T OF]{?HQ[”””

Veamos que cada término del lado derecho tiende a 0 (cuando k tiende a infinito). El primero
tiende a cero cuando m tiende a infinito (no depende de k). El tercero, cumple que

| R Be—ToPellamin = |(Rn=T)o Byllamin < [T~ Ronllagmin- [ B2 -+ 1PE]] < C-IT = R agmin

Entonces, también tiende a cero cuando m tiende a infinito (no depende de k). Por ultimo,
analicemos el segundo término. Escribimos al operador de tipo finito R,, como

R, = lelj ® - @ X, DY
j=1

No usamos el indice m en la escritura de R,, por comodidad, ya que la cuenta que haremos no
depende de m. Para acotar ||R,, — R,, o Pg||gmin, usaremos que los términos de la forma

i, — (& o BD]l, — 0.
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para todo 1 <7 < n, pues los espacios X, ..., X, tienen base achicante. Por otro lado, notemos
que
24 @ - @ @y, @ Yllamn (i, X0y < Ny - lanllx, - Nylly-

y que ademés, existe D > 0 tal que
||z o P,iHXZ{ < clm. Hx;Hx; <D

para todo 1 <1 <n y todo k € N. Entonces,

T

Z(xll,j®"'®$;z,j_(ajll,jopkl)®”'®(x;z,joplzl)>®yj

Jj=1

<S|(w0 e, - @ o Phe @@, 0 m) @y,
j=1

B~ B0 B

Qmin

QYmin

-
< Z ( (2, ® @z, — (2,0 P) @ah; ® - @2, ;) @ Yj| gumin + -

s
(@0 P @+ @ @y o BT @), = (@0 B ®+ - @ (@) ;0 L)) & sl g )
< ilD”‘l : (Hw’m = (@i 0 Pl -+ [l7h, — (@, OPI?)HX;) lyslly == 0.

e

En definitiva, |T — T o B|

ymin tiende a cero como queriamos demostrar. O
Juntando los lemas anteriores, podemos dar el siguiente corolario.
b)

Corolario 4.1.15. Sean X1, ..., X, espacios de Banach con base achicante y sea Y un espacio
de Banach tal que Y" tiene la propiedad de aproximacion acotada. Si T € A(Xq,..., X3 Y)
cumple que Jy o T € A™ (X, ..., X,;Y"). Entonces, T € A™"(X1,...,X,;Y).

Demostracion. Sea T € A(Xy,...,X,;Y) tal que Jy o T € A™"(Xy,..., X,,;Y"). Como los
espacios X7,..., X tienen la propiedad de aproximacién acotada —por tener base—, por el
Lema , JyoToP, — JyoT en la norma de A™". Ademaés, por el Lema (aplicado
aTolPy),

|Jy o T o Pgllgumin = ||T" o Py||gmin.

Entonces, (T o Py); es una sucesion de Cauchy en 2A™" que claramente converge a 1. Luego,
T e A ( Xy, ..., X, Y).
O

Estamos en condiciones de demostrar nuestro nuevo teorema de coincidencia.
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Teorema 4.1.16. Sea A un ideal extendible, Arens estable para Y" y con la Y"-RNp. Si
X4,..., X, tienen base achicante e Y" tiene la propiedad de aproximacion acotada, entonces

(X!1®... @X.QY,a) = A™™( X1, ..., X0 Y) = A(Xy, ..., X Y).

Demostracion. La primera igualdad es clara ya que los espacios X71,..., X/ Y tienen la propie-
dad de aproximacion acotada (ver comentario posterior al Teorema . Para ver la segunda
igualdad, sea T € A(X1, ..., X,,;;Y) y consideremos Jy oT € A( X, ..., X,;Y"”). Como todo es-
pacio con base achicante es un espacio Asplund —tiene dual separable— y ademas, 2l es un ideal
extendible, Arens estable para Y” y con la Y”-RNp, estamos en las condiciones del Teorema
De este modo obtenemos que JyoT € A™™( Xy, ..., X,,; Y") con ||JyoT ||gmin = || JyoT||a.

El Corolario , nos dice que T € A™"(Xy,...,X,;Y). Ademas, en virtud del Lema
utilizado para el operador multilineal 7' € A™" (X1, ..., X,,;Y), concluimos:

1T lloe < [T llagmin = [[Jy 0 Tllogmin =[Sy © Tl < [|Tlar,

y esto completa la prueba.
m

Este teorema lo usaremos en la siguiente secciéon para obtener resultados sobre la existencia
de base de Schauder para los ideales £ y GZ (ver Corolarios y[£.2.9).

Sean X1,..., X, espacios de Banach con base de Schauder (ej, );,, ..., (ej,);, respectivamen-
te y sea § una norma tensorial finitamente generada de orden n. Hay una ordenacién natural
en N", llamada usualmente generalized square ordering of Gelbaum-Gil de Lamadrid (o simple-
mente square ordering), tal que los monomios (ej, ®- - -®e€;, )(ji....;)enn (con este ordenamiento)
forman una base de Schauder del espacio (X;®---® X,,; 8) (ver por ejemplo [DZ96| I(GR0O5| para
un tratamiento apropiado de esta ordenacion). Este resultado se obtiene copiando las ideas de
[GGL61] (ver también [DEF93| Exercise 12.9]) para productos tensoriales de orden 2. En [CLO08,
Theorem 8| se da una generalizacion en el contexto de descomposiciones atomicas. A partir de
los resultados probados en este capitulo, podemos dar condiciones para asegurar la existencia
de bases monomiales para ideales de operadores multilinelaes.

Teorema 4.1.17. Sea A ~ « un ideal de operadores multilineales extendible. Entonces

(1) Sea A Arens estable para Y con la Y-RNp. Si X{,...,X.,Y tienen base de Schauder

(€5 )jrs -5 (€5 )jn, (y,), respectivamente, entonces los monomios
(e (-)--e (), )jl,...,jn,l
con el square ordering forman una base de Schauder de A( Xy, ..., X,;Y).

(2) Sea A Arens estable para Y con la Y"-RNp. Si Y" tiene la propiedad de aprorimacion
acotada, X, ..., X, tienen base de Schauder achicante (e;,)j,,- .., (e;,);, respectivamente
e Y tiene base (y,),, entonces los monomios (asociados a los funcionales coordenados)

(62'1(')"'63}1(')'%)

jlv"'?j’nvl
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con el square ordering forman una base de Schauder de A(Xy, ..., X,;Y).

Demostracion. (1) Por el Teorema el espacio A(Xy,..., X,;Y) coincide isométricamen-
te con A" (X, ..., X,;Y). Ademéas, A" (X, ..., X,;Y) = (X]®...0X'®Y;a) , ya que
X{,..., X! e Y tienen la propiedad de aproximacién acotada. En definitiva, se tiene que
A(Xy,...,X,;Y) coincide isométricamente con el espacio (X|® ... X! ®Y;«). Como los mo-
nomios con el square ordering forman una base de Schauder de (X|® ... X/ ®Y; ), obtenemos
una base de Schauder monomial del ideal.

(2) Se obtiene del Teorema |4.1.16, con los mismos argumentos usados en (1). O
A continuacion, el objetivo es relacionar propiedades estructurales de A(X, ..., X,;Y) con
propiedades de los espacios Xi,..., X, e Y y de su producto tensorial. Como por ejemplo, ser

separable, tener la propiedad de Radon-Nikodym, ser un espacio Asplund.
La siguiente proposicion se deduce directamente del Teorema teniendo en cuenta que
Amn(Xy, ..., X,;Y) es separable con las hipotesis dadas.

Proposicién 4.1.18. Sea A ~ « un ideal de operadores multilineales extendible, Arens estable
paraY y conlaY-RNp. Si Xq,...,X,, Y son espacios de Banach tales que X! e Y son espacios
separables, para todo 1 < i < n, entonces el espacio A(Xy, ..., X,;Y) es separable.

Teniendo en mente que buscamos dar resultados de transferencia de la propiedad Asplund
entre los espacios involucrados y su producto tensorial, veremos, a continuacién, lemas elemen-
tales de la teoria de productos y normas tensoriales. El primero de ellos establece que una
sucesion de tensores de tipo finito en (®?:1X]—; a) (i.e., elementos del producto tensorial alge-
braico ?IlXj) puede incluirse en el producto tensorial de ciertos subespacios separables de los
X;.
Lema 4.1.19. Sea o una norma tensorial finitamente generada de orden n. Consideremos una
sucesion de tensores de tipo finito (w,.), tal que w, € (®?:1Xj; a). Entonces, existen subespacios
separables W; C X; (1 < j < n) tales que:

1. w, € (®,_,Wjsa) con a(w,; ®,_,W;) = aw,; @5, X;), para todo r € N.
2. a(w, —w; X W;) = aw, —wy; ®;_, X;), para todo r,l € N.

Demostracion. Como « es una norma tensorial finitamente generada de orden n, dados k,r € N,
existe A?’T € FIN(X;) tal que w, € ®?:1A?’T y verifica

a(w,; ®;L:1A§’T) < a(wy; ®;L:1Xj) + 1/k.

De la misma manera, dados k,r,[ € N, existe Bf’r’l € FIN(X;) tal que w, —w; € ®?:1Bf’r’l y
cumple

a(w, —wy; ®?:18f’r’l) < a(w, —w; Q) X;) + 1/k.
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Para 1 < 5 < n, definimos

W; = spcm[A?’r, BJ].”’Z ck,rl €N,
que son subespacios separables ya que A?’r, Bf’r’l € FIN(X;). Veamos que
a(w,; ®?:1VV]~) = a(wy; ®?:1Xj).
En efecto,
a(wy; @7 W) < a(wy; ®;L:1A§”’T) < a(wy; ®_ X;) + 1/k < aw,; @5, W) + 1/k,
para todo k € N. Analogamente, pasando por los espacios BJ’-”’l, obtenemos
a(w, — wy; @, W;) = al(w, — wy; @5y X;).
O

El siguiente lema afirma que un subespacio separable de un producto tensorial de la forma
(®?:1X ;; @) puede incluirse isométricamente en el producto tensorial de subespacios separables
de los X;. Este hecho se uso, por ejemplo, en [CG11, Theorem 2.9] para una norma tenso-
rial inyectiva (i.e., respeta subespacios isométricamente) por lo que el resultado se deducia
elementalmente.

Lema 4.1.20. Sea o una norma tensorial finitamente generada y sea S un subespacio separable
tal que S C (®?:1Xj; «). Entonces, existen subespacios separables W; C X; , para 1 < j < n,

tales que S N (R, Wj; ).

Demostracion. Sea {zx}r C S un subconjunto denso. Para cada k € N, consideramos una suce-
sion de tensores de tipo finito (w), tales que w! converge a 2z, en (®_; X;; ). Por Lema4.1.19

T
como (wk),.; es un conjunto numerable de tensores de tipo finito, existen subespacios separables

W, C X; tales que wF € (®?:1Wj; a), para todo k,7 € N, con

Oé(wa ®?:1VVJ‘) = a(wf; ®?:1Xj) (4.9)
a(wf - win; ®?:1VVJ‘) = a(wf - win; ®?:1XJ)7

para todo k,r, [, m € N. Demostremos que S < (®?:11/Vj; a). En efecto, dado v € S, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que
a(v — 2 @ X;) =20,

y veamos que (z), resulta una sucesion de Cauchy en (®7_,Wj; ). Para cada k € N, (wf), es
una sucesion de Cauchy en (®?:1Xj; a) —wk converge a z;—. Por la identidad (4.9), también

T
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resulta una sucesion de Cauchy en (®;_,W;; a). Entonces, existe un elemento w* € (®,_,W;; a)

tal que w® converge a w*. Aﬁrmamos que w¥ = z;. En efecto,

oz, — wh; ®;L:1Xj) < oz —

LX) + a(uf — k&) X)
< a(z — y

—w 7®j:1Wj) — 0,

D>

En definitiva, 2, € (®;_,W;; a) para todo k € N. Ademas, por la identidad ([4.9), se tiene que

alz, — 2 @5 W) < alze — wis @5, W;) + alwy —wy; @, W) + a(w) — 2; &), W;)
= a(z, — wk; ®;L:1Wj) + afwF — w; ® X)) + a(wh — z; ® W),

Notemos también que

alwh —w'; ®? X5 < a(wF — 2 ®n: X;) + alz, — 23 ®? X)) +alzy —wh; @7 X;).
Entonces,

alz, — 23 @5 Wj) < 2 alz — wy @5 W)) + alz — 25 @51 X)) + 2 alw, — 23, W)).
Como la sucesion (z)), es convergente en (®)_; X;; ), existe un ky € N tal que
azy — 2i; ®?:1Xj) < e/5,

para todo k, 1 > ko. Una vez elegidos k, I > ko, tomamos r = r(k, 1) tal que a(z,—wF; ®_, W;) <
/5y a(wl — z;®;_,W;) < ¢/5. En conclusion, existe ko tal que para todo k,l > ko se tiene
que

a(ze — 2; @, W;) <e.
En consecuencia, % e (én W;; ) es convergente y (razonando como antes) z, debe converger
a v. Es decir, v € ( _Wj;a) y ademas

&) < (&L W) € 0l = 2 ST+ 0l S )
= a(v — 2;® = 1W)—i—oz( ; ©; 1X;5)-

Como el primer término tiende a cero y el segundo término tiende a o(v; ®;_, X;) cuando k
tiende a infinito, tomando limite se tiene que

n
]:

a(v; ®?:1VVJ') = a(v; ®?:1Xj).

En definitiva, S < ( _1Wj;a) que es lo que queriamos demostrar. O

Ahora estamos en condiciones de dar el enunciado prometido que establece condiciones para
que la propiedad Asplund de los espacios involucrados se transfiera al producto tensorial de
ellos. Un resultado de transferencia de esta naturaleza puede encontrarse en |[RS82| para el
producto tensorial inyectivo.
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Teorema 4.1.21. Sean Xi,...,X, espacios de Banach. Si A ~ « un ideal de operadores
multilineales maximal, extendible y con la Y'-RNp para todo espacio dual separable Y'. Son
equivalentes

(1) Los espacios Xy, ..., X, Y son Asplund.
(2) El espacio (X,®...0X,QY;d’) es Asplund.
(8) El espacio A(X, ..., X,,;Y") tiene la propiedad de Radon-Nikodyjm.

Demostracion. (1) = (2) Queremos ver que (X;®...®X,®Y;a’) es un espacio Asplund.
Es decir, que todo subespacio separable de (X;®...®X,®Y;a’) tiene dual separable. Sea
S C (Xi®...®X,®Y;a’) un subespacio separable. Por Lema [4.1.20] existen subespacios
separables W; C X; (para 1 < j <n)y W,y CY tales que S < (®;§11VV], o/).

Ahora bien, como Xi,...,X,, e Y son espacios Asplund, los subespacios Wj’ también son
separables (para 1 < j < n+ 1). Por Proposicion [4.1.18, 2A(Wy, ..., W,; W, ) es separable y
por el Teorema de representacion para ideales maximales (Teorema [1.2.3)), vale que

1, ~n+l
Ql(le s 7Wn7 W;H—l) = <®?:1 VVJ’ O/),'
N . 1
En consecuencia, (®;L:11VV], o) es separable y S’ resulta separable pues (®;L:+11Wj; o) — 5.
(2) = (1) es evidente pues cada uno de los espacios es subespacio del producto tensorial.
(2) < (3) Por Teorema de representacion para ideales maximales (Teorema (1.2.3)), tenemos que

AXy, .. Xy V) = (X1R- - RX,RY;a),

La conclusiéon se deduce de que un espacio es Asplund si y solo si su dual tiene la propiedad de
Radon-Nikodym. O

Observacién 4.1.22. Observemos que en la demostraciéon del teorema anterior, la hipotesis
de maximalidad del ideal solo se usa para tener la siguiente identidad

Q[maI(Xh . 7Xn; Y/) é (X1® .. ®Xn®Y, O/)/.

Luego, podemos aplicar este teorema para ideales 2[, no necesariamente maximales, que veri-

fiquen A(Xy,..., X,,;Y) < 2AmT (X, ..., Xp; Y') para los espacios involucrados (y las demas
hipotesis del teorema).

4.2. Aplicaciones y ejemplos

En esta seccion aplicaremos los resultados obtenidos en la seccién anterior a algunos ideales
de operadores multilineales. Comenzaremos con el ideal de los operadores multilineales exten-
dibles.

Comencemos estudiando las propiedades que nos interesan de este ideal.
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Proposicion 4.2.1. El ideal £ es extendible y Arens estable para Y’ para todo espacio dual Y.
Ademds, si Z es un espacio de Banach que no contiene copia de cq, entonces & tiene la Z-RNp.

Demostracion. El ideal £ es extendible por definiciéon. Teniendo en cuenta el hecho de que
todo espacio dual estd complementado en su bidual y siguiendo la prueba de [Car99, Theorem
3.6], puede verse que (para k = 1, los demés casos son analogos) si consideramos un operador
T € &(Xy,...,X,;Y') podemos tomar Ty € L({o(Bxt), Xo, ..., Xp;Y') una extension de T
que cumple que T'=Ty o (Ix,, Idy,,...,Idy,). Entonces,

EIL’tl(T) = EZL’tl(TQ) ®) (Ig(l’ ]dXQ, ce ,]an),
donde Iy, : X" — (oo(Bx:)". Por tener {oo(Bx:)" la propiedad de extension métrica, Ext,(Tp)
es extendible, lo que implica que Ext,(T) € (XY, Xa, ..., X,; Y’). Ademas,

1T llexy,..x0vy = B2t (T) || e(xy X0 X0:v7)-

Luego, £ es Arens estable para Y.

Sea Z un espacio de Banach que no contiene copia de ¢y. La Proposicion nos dice
que L("co; Z) = Lapp("co; Z). Ademas, ¢y es un Lo-space, por lo que E("co; Z) = L(™co; Z).
Entonces, E™"("co; Z) = Lapp("co; Z) y en definitiva E("co; Z) = E™"("cy; Z). Por tltimo, por
la Proposicion [4.1.3] se deduce que & tiene la Z-RNp. ]

En lo que sigue, llamaremos «.,; a la norma tensorial finitamente generada de orden (n+1)
asociada al ideal £.

Corolario 4.2.2.

(1) Si X1,..., X, son espacios Asplund e Y' es un espacio dual que no contiene copia de co,
entonces

(X|& .. BXLEY Cwt) — E(X1, ..., X, V).
En particular, E™"™(Xy, ..., X Y') = E(Xq,..., X Y.

(2) SiY' es un espacio dual que no contiene copia de co y Xi,..., XY’ tienen bases
(€5 )j1s -5 (€] )ins (y)), respectivamente, entonces los monomios
!/ / /
() e, ) 0 )
con el square ordering forman una base de Schauder de £(Xq,...,Xn;Y').
(3) SiY' esun espacio dual que no contiene copia de co y X1, ..., X,,Y tienen bases de Schau-
der achicantes (e;,),,- - - (€5, )i, (y,), respectivamente, entonces los monomios (asociados

a los funcionales coordenados)
( 63'1( | )ezn( -) 'yz/ )j1,~~-,jn,l

con el square ordering forman una base de Schauder acotadamente completa del espacio
E(Xq,..., X Y.
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Demostracion. (1) Se deduce directamente de la Proposicion y el Teorema [4.1.§|
(2) Se deduce de la primera parte del Teorema |4.1.17]

(3) Como el espacio de llegada es un espacio dual, por el Teorema de representacion para ideales
maximales (Teorema , tenemos que

E(Xp, ., X YY) = E™(Xy, ., X, YY) = (X0 ... 8X,8Y;al,,) .
Ahora bien, X7,..., X/ e Y tienen la propiedad de aproximacion acotada ya que los espacios
Xq,..., X, e Y tienen base de Schauder achicante. Por el Teorema de representacién para
ideales minimales (Teorema [1.2.4]) y por el item (1) de este corolario, se tiene que

E(Xy, . X V) 2 EM(Xy L X YY) 2 (XD QXLAY; e )

En conclusion,
(X1&...8X,8Y;d.,) = (X|® ... OX.OY"; aem) .

Por tltimo, notemos que la base (¢}, ®@--- @€} ®@y/)j,,.. ;.. del espacio (X1® ... ®X,8Y; aly)
esta formada por los funcionales coordenados asociados a la base (ej, ® - ® €;, @ Y,)j...jn1
del espacio (X1®...®X,8Y;al,,), que es lo que querfamos probar. O

ext

El siguiente corolario, nos da un resultado de coincidencia y de existencia de base monomial
para el ideal de los operadores multilineales extendibles donde el espacio de llegada no es
necesariamente un espacio dual.

Corolario 4.2.3. Si X4,..., X, tienen base de Schauder achicante e Y" tiene la propiedad de
aprorimacion acotada y no contiene copia de cy, entonces

(X1© ... ©XLAY; Qepr) = E™MMXy, .., X V) = E(Xpy ., X3 V). (4.10)

En particular, si Y también tiene base, los monomios con el square ordering forman una base
de Schauder del espacio E(X1,...,X,;Y).

Demostracion. La condicion (4.10), se deduce directamente de la Proposicion y del Teo-
rema [4.1.16] Si ademas el espacio Y tiene base de Schauder, por item (2) del Teorema |4.1.17
se obtiene la conclusion. O

Una pregunta natural sobre el comportamiento de un ideal es si preserva propiedades de los
espacios de Banach involucrados. Los dos siguientes resultados apuntan en dicha direcciéon. El
primero de ellos es una consecuencia de la Proposicion 4.1.18

Corolario 4.2.4. Sean Xi,...,X, eY espacios de Banach cuyos espacios duales son separa-
bles. Entonces, el espacio E(X1, ..., X,;Y') también es separable.
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Observacion 4.2.5. Para estar en las hipotesis de la Proposicion [£.1.1§] tenemos que ver que
el ideal £ es extendible, Arens estable para Y’ y con Y/-RNp. Las dos primeras condiciones se
deducen directamente de la Proposicion [4.2.1] Mientras que la tercera se deduce del hecho de
que Y’ separable implica que Y’ no contiene una copia de ¢y [BP58, Theorem 4| (o ver [AKO06),
Problem 2.9)).

Por la Proposicion [4.2.1]y el Teorema [4.1.21] obtenemos el siguiente corolario. Es importante
notar que podemos aplicar el Teorema [4.1.21| pues E™*(X4,..., X,;Y') = E(Xq,..., X3 Y),
va que el espacio de llegada es un espacio dual (ver Observacion {4.1.22]).

Corolario 4.2.6. sean Xi,...,X,, e Y espacios de Banach. Son equivalentes

(1) Los espacios Xi,...,X, eY son Asplund.
(2) El espacio (X1®...0X,0Y;a.,,) es Asplund.

ext

(8) El espacio E(Xq,...,X,,Y") tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Apliquemos ahora los resultados obtenidos en la seccién anterior en el caso de los ideales de
operadores multilineales Pietsch y Grothendieck integrales. Recordemos primero que el nicleo
minimal de los operadores multilineales integrales es el ideal de los operadores multilineales

nucleares (ver [L.1)). Es decir,

Cuando Xj,..., X, son espacios Asplund, se tiene que
PI(X1,..., X0 Y) = N(X1,..., X1 Y)

para todo espacio de Banach Y. Este hecho fue probado por Alencar en [Ale85a], es justamente
un resultado de coincidencia entre un ideal y su ntdcleo minimal como los que estamos estu-
diando. El argumento dado por Alencar estd basado principalmente en la teorfa de medidas
vectoriales (ver [DUT7]). Nosotros presentamos aqui una prueba independiente de este resultado
desde una perspectiva distinta, usando herramientas de los productos tensoriales.

La siguiente proposicion nos permitira estar en condiciones de aplicar nuestro teorema prin-
cipal, el Teorema Recordemos que llamamos 7 a la norma tensorial proyectiva y que es
la norma asociada al ideal PZ (ver [1.2).

Proposicion 4.2.7. El ideal PZL es extendible, Arens stable y tiene la vector-RNp.

Demostracion. Es sabido que el ideal PZ es un ideal Arens estable y extendible (ver por ejem-
plo [CL0O4, Theorem 2.12] y [CLO5, Theorem 5| donde se prueba un resultado anélogo en el
contexto polinomial). Como los operadores multilineales Pietsch integrales son débilmente se-
cuencialmente continuos, para poder aplicar la Proposicion [4.1.3] necesitamos ver que para
cualquier espacio de Banach Y vale

(€1® te ®£1®Y7ﬂ—) _1» PI(C[)) e aCO;Y)'
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Es decir, basta ver que PZ("cy;Y) = N("co;Y). En efecto, si T € PZ("co;Y'), podemos escribir
a T como

T(zy,... 20) = / 2y(@1) () AT, . .., a),
B/1>< XB/l

donde IT' es una medida boreliana regular de variacion acotada sobre (By, X -+ X By, w*) con
valores en Y.

. r 00 (. /
Ahora bien, zj = > _°_, x}(e;, )€’ , entonces

T(scl,.--,:cn)—/B - (Zx’l(eﬁ)'(e;l(wl)> (ng(ejn)-e;n(xn)> dr(z, ..., 2")

Jji=1 jn=1

:/ ( Z 2 (ej) -2 (ej,) 'egl(x1)~~e;-n(xn)> dr(z, ..., x))
Bgl><~~-><Bg1

— Z (/B . 2 (es,) -2 (ej,) dF(xﬁ,...,gg%)) .egl(ml)...e;n(%)_

jl:"'7jn

J

Por el Teorema de Convergencia Dominada, aplicada a la medida escalar |I'|, podemos acotar
la serie de las normas de los escalares A;, ; como sigue

Z ||Aj17---7jn||Y: Z

/ Zy(ep) - 2h(ey) AT, .. al)
Bgl X XBgl

jlv"'v.j‘n j17 7jn Y
= SN A CTON NSRRI
.]17 ,]n Bng XB[l
_ /B Nl Tl < [T
e X XDy

Luego, T pertenece a N("co;Y) v |T||nmeosy) < IIT]| pz(neo;v)- En consecuencia, N("co;Y) =

PZ(™cy;Y). Por Proposicion 4.1.3 se deduce que el ideal PZ tiene la vector-RNp, como que-
riamos ver. O

Estamos en condiciones de recuperar el teorema principal de [Ale85al y otras consecuencias.
Corolario 4.2.8.
(1) Si X1,..., X, son espacios Asplund, entonces

(X|®.. . BX.8Y:7) » PI(X1,..., X, Y).
En particular, (PT)™"(X1,...,XnY) = PI(Xy,...,Xn:Y). Es decir,
N(Xy, ..., X Y) = PI(Xy,..., XnY).



Capitulo 4. Resultados de coincidencia entre un ideal y su niicleo minimal 113

(2) Si Xi,...,X], eY tienen bases de Schauder (€},)j,, ..., (€} )j., (y,), respectivamente, en-
tonces los monomios
(6;'1( ) )"-G;H( ) )'yl )

con el square ordering forman una base de Schauder de PZ(Xy,...,X,;Y).

J1yeees .]n7l

(3) Si Xi,...,X, eY tienen bases de Schauder achicantes (e;,)j,,- .., (€, )i (y,), respecti-
vamente, entonces los monomios (asociados a los funcionales coordenados)

(62'1( : )6;n( )y, )jl ..... il

con el square ordering forman una base de Schauder acotadamente completa del espacio
PZ(Xy,..., X;Y').

Demostracion. (1) Se deduce de la Proposicion y del Teorema [4.1.8|

(2) y (3) Se obtienen de forma similar a lo hecho en la prueba del Corolario [£.2.2] O
Corolario 4.2.9. Si X1,...,X,, tienen bases de Schauder achicantes y ademds Y" tiene la

propiedad de aprorimacion acotada. Entonces,
(X|®...@X.QY;7) =N (X1, ..., X0 Y) = PL(Xy,..., X, V) = GI(X,,..., X,;; V).

En particular, si'Y también tiene base de Schauder entonces los monomios con el square orde-
ring forman una base de Schauder del espacio GL(X, ..., X,;Y).

Demostracion. Por Proposicion [£.2.7 y Teorema [4.1.16] se tiene que
(X|&...@X\@Y;m) = N(X1,..., X Y) = PT(Xy, ..., X,; V).

Sea T' € GZ(Xy,...,Xp;Y), entonces Jy o T € GZ(Xy,...,X,;Y"). Ademés, como vale que
GI(Xy,...,X,;Y") < PZ(Xy,...,X,;Y") —ya que el espacio de llegada es un espacio dual—,
se deduce que

JyoT € GI(Xy,..., X Y") = PI(X1,..., X0 Y") = N (X1, ..., X1 Y").

Es decir, Jy o T € (GI)™™(X1,...,X,;Y"). Por el Corolario |4.1.15, T € N (X;,..., X,;Y).
Aplicando el Lema[d.1.13la T € N (X7, ..., X,;Y), obtenemos

1Tz < 1Tl = [IJy o Tlly = llJy © Tllaz < [Tlez-

Por tltimo, si Y tiene base de Schauder, por item (2) del Teorema [4.1.17| (aplicado a PZ)
se deriva la conclusion.

O
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Es importante recalcar que hemos obtenido un resultado de coincidencia para el ideal GZ,
que es un ideal més grande que PZ (de hecho, sabemos que (PZ)™* = GZ). Esto es, de
alguna manera, un resultado més fuerte que los conocidos hasta el momento para operadores

multilineales integrales.
De la misma forma que en los Corolarios y podemos deducir los siguientes resul-
tados que ya son conocidos (ver [RS82]).

Corolario 4.2.10. Sean Xi,..., X, e Y espacios de Banach tales que X{,...,X] e Y son
separables. Entonces el espacio PZ(Xy,...,X,;Y) es separable.

Teniendo en cuenta la Observacion como PZ(Xy,...,X,;Y) < GI(Xy,..., XY
y el ideal PZ satisface las hipotesis del Teorema (por Proposicion , tenemos el
siguiente corolario —notar que la tltima condicion es equivalente a decir PZ(Xq,..., X,;Y”)
tiene la propiedad de Radon-Nikodym—.

Corolario 4.2.11. Sean X4,...,X,, eY espacios de Banach. Son equivalentes
(1) Los espacios Xi,..., X, eY son Asplund.
(2) El espacio (X1®...®X,QY;¢) es Asplund.
(3) El espacio GI(Xq,...,X,,Y") tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

4.3. Coincidencia en ideales de polinomios homogéneos

En esta seccion daremos resultados de coincidencia en el contexto de ideales de polinomios
a valores vectoriales. Como primera medida, decimos que p es un polinomio n-homogéneo de
X en Y si existe un operador n-lineal 7, de X x --- x X en Y tal que p(x) = T,(z,...,z). Se
sabe que en general el operador n-lineal asociado un polinomio no es tnico, sin embargo, si nos
restringimos a operadores multilineales simétricos, existe un tnico operador n-lineal simétrico
(que llamamos p) que satisface que p(z) = p(z,...,x). Es mas, se puede obtener p a partir de
p aplicando la féormula de polarizacion

play,...,x,) = 2”1n' Z 51"'€n-p<z5i‘17i>-
’ i=1

e1==%1

Notamos con P"(X;Y) al espacio de polinomios n-homogéneos continuos de X en Y provisto
de la norma supremo. Este resulta ser un espacio de Banach.

De la misma forma que definimos ideales de operadores multilineales, podemos introducir
los ideales de polinomios homogéneos. La definicion de ideal de polinomios aparecié por primera
vez en [Bra84) [Hol86G] como una adaptacion de la nocion de ideales de operadores multilineales

dada por Pietsch en [Pie84] (para méas trabajos al respecto ver [Flo01], [Flo02, [FG03, [FHO02]).
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Un ideal normado (resp. de Banach) de polinomios n-homogéneos continuos esta dado por
un par (Q, || - [[o) que satisface las siguientes propiedades:

(i) Q(X;Y):=QNP"(X;Y) es un subespacio lineal de P"(X;Y) y || - [[o es una norma que
hace del par (Q(X;Y),| - |lo) un espacio normado (resp. de Banach).

(i) SiBe L(X;2),peQ(Z;U)y Ae L(U;Y) entonces AopoB € Q(X;Y) y
[Acpo Bl < [IAll-lIplle - [IB]"

(iii) La aplicacion z — z™ pertenece a Q(K;K) y tiene norma 1.

Al igual que para operadores multilineales, podemos definir de manera andaloga los poli-
nomios homogéneos de tipo finito, nucleares, Pietsch/Grothendieck integrales y extendibles.
También los conceptos de ideales de polinomios homogéneos maximales y minimales y desarro-
llar la teoria de productos y normas tensoriales simétricas con sus consecuencias en los teoremas
de representacion (ver [Murl(, 1.2| para una descripcion detallada de dichos conceptos). Re-
cordemos la definicién de las normas tensoriales simétricas.

Para X espacio de Banach, se define el producto tensorial simétrico de orden n, como el
espacio formado por elementos de la forma Z;Zl Aj-x; ®--- ®aj, para x; € X. Lo notamos
®™*X. En dicho espacio se definen la norma inyectiva simétrica €, s y la norma proyectiva
simétrica 7, s, de la siguiente manera

T

>N ()"

j=1

En,s (Z) - /Sequ
' €B

)

donde > 7% | Aj-x; ® -+ ® x; es una representacion del tensor z.

mn,s(2) = fnf {Z Al - H%H"} ,

j=1

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de la forma Z;Zl Aj 2 Q- @x; del
tensor z.

Finalmente, se dice que 7 es una s-norma tensorial de orden n, si v asigna a cada espacio
de Banach X una norma ~( - ; ®™X) en el producto tensorial simétrico que satisface

L. Ens < Y < Th,s-

2. @™ A @b X — Y| < [|A|", para cada A € L(X;Y). Donde

®™° A (ZAj-xj@--@xj) =D N Alry) © - ® Alry).
j=1 Jj=1
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Con este tipo de normas se pueden representar ideales de polinomios n-homogéneos escalares.
Mientras que un ideal de polinomios n-homogéneos (a valores vectoriales) Q esta asociado a
una norma tensorial mizta 6. Es decir, ¢ asigna a cada par de espacios de Banach (X,Y’) una
norma en el producto tensorial (®™°X) ® Y que satisface las siguientes propiedades ([Flo01)
section 7.6])

L d((@°1)® ;K™ K) =1
2. Dados A € L(X1;X2) v B € L(Y1;Y3) se tiene que
@™ A® B: @5 (X Y1) = @5 (Xa Ya)|| = A" - 1| B]|
(metric mapping property).
Decimos que Q ~ ¢ si se satisface que
QM N) = ((@"*M') © N:9),

para todo espacio de dimension finita M y N.
Recordemos que la extension de Aron Berner AB : P*"(X;Y) — P"(X";Y") esta definida
de la siguiente manera

AB(p)(x) .= EXT(p)(x,...,z),

donde FXT denota las extensiones iteradas al bidual de cada coordenada dada por (Ezt,) o
-+ o (Exty). Decimos que un ideal de polinomios n-homogéneos Q es Aron Berner estable para
Y si la aplicacion

AB: Q(X;Y) = Q(X";Y)

estd bien definida y resulta un isometria. Notar que la condiciéon anterior dice que la imagen
de la extension de Aron Berner se mantiene en Y. Si Q es Aron Berner estable para Y para
todo espacio de Banach Y, simplemente decimos que Q es un ideal Aron Berner estable. Al
igual que en el contexto multilineal, todo ideal de polinomios n-homogéneos maximal es Aron
Berner estable para todo espacio dual Y’ (este resultado puede obtenerse adaptando la prueba
de [CGI11D, Lemma 2.2| al contexto vectorial).

Un ideal Q es extendible si para todo par de espacios de Banach X, Y, todo superespacio G D
X y todo polinomio p € Q(X;Y), existe una extension de p—que llamamos p € Q(G;Y)—, con
la misma norma en el ideal Q. Por ejemplo, Ppz v P. —los ideales de polinomios homogéneos
Pietsch-integrales y extendibles, respectivamente— son ideales extendibles.

Por ultimo, sea Q ~ ¢ un ideal de polinomios n-homogéneos y sea Y un espacio de Banach.
Decimos que Q tiene la Y-propiedad de Radon-Nikodym (Y-RNp) si

(8" 6()BY:8) > Q(ea(J):Y),

para todo conjunto de indices J.
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Si Q tiene la Y-RNp para todo Y, decimos que Q tiene la vector-RNp.

Es importante mencionar que, como en el contexto multilineal, tenemos un resultado analogo
de la Proposicion [4.1.3]

Para traducir lo que sabemos sobre operadores multilineales —desarrollado en la prime-
ra seccion de este capitulo— al contexto polinomial es necesario hacer algunas observaciones
previamente.

Sea 2 un ideal de operadores multilineales Arens estable para Y y definamos la aplicacion
U ™Aco(Bxy), - - co(Bxy); V) — A(Xy, ..., Xp;Y) como la composicion de las aplicaciones
que bajan en la parte derecha de la Figura [4.1] es decir, ¥ = ¥; o --- o U,. La siguiente
proposiciéon describe la aplicacion W de manera mas simple y serd de utilidad para dar una
version polinomial del resultado de coincidencia (Teorema [4.1.8)).

Proposicion 4.3.1. Sea A un ideal de operadores multilineales Arens estable para 'Y, entonces
se tiene que la aplicacion

U A(co(Bxy), .-, co(Bxy);Y) = Xy, ..., X, Y)

estd dada por

\IJ(T)(I'l, PN ,l’n) = EXT(T)(IXl(ZL’l), PN ,]Xn(l’n)).

Demostracion. Por conveniencia, probaremos el resultado para n = 2, los otros casos se deducen
de manera inductiva. Sea ¢y € Y/ y sean x; € X; y 22 € X5. Entonces

y’(llf(T)(xl, x2)> = y'[(ExtQ (U1(T)) (21, ]XQ(I2>):|

:22 — y'(llll(T)(xl, zg)ﬂ

)
)

22) [22 o Lo (@) 21 = Oy 0 T) (21, 22,9
)
)

:22 — Exty(T) (]X1 (1), 2’2)(3/)]
s (B Bat(T)) (I, (). 2.9
Baty o Baty(T)) (T, (11), Ix, (42)) )

EXT(T)(Ix, (). I, (22)) ).

que es lo que queriamos probar. O
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Luego, esta proposicién muestra que el siguiente diagrama

(B 6 (Bx)@Y 5 a) ——2 = A(co(Bxy), - - co( Bxy); Y) (4.11)
J:®;L=1 QX£®IdY \Ill
(25 X[@Y ;) o AX, ..., X, Y)

es conmutativo y —de la misma forma que en la prueba de la Proposicion [4.1.71— se tiene que, si
Xy, ..., X, son espacios Asplund y 2 es un ideal de operadores multilineales Arens estable para
Y extendible, entonces la aplicacion ¥ es una metric surjection. Es mas, si dado el operador
multilineal 7" € A( X}, ..., X,,;Y), tomamos una extension 7" € Ql(EOO(BX{), o loo(Bx1); Y) y
consideramos —como en la demostracion de la Proposicion el operador multilineal

S(a,...,a,) = EXT(T) (A' 0 Jeg(ypp(@r), -, A0 JCO(BXQ)(%D ,

se tiene que S € A(co(Bx:), ..., co(Bxy);Y), que U(S) =Ty que ||Slla < [|T]la- (14 €)™
Estamos en condiciones de enunciar y probar la version polinomial del Teorema |4.1.8

Teorema 4.3.2. Sea X un espacio Asplund. St Q ~ § es un ideal de polinomios n-homogéneos
extendible, Aron Berner estable para Y y con la Y-RNp, entonces

(B X&Y;0) > Q(X;Y).

En particular, Q™™(X:;Y) = Q(X;Y).

Demostracion. Teniendo en cuenta el diagrama conmutativo (4.11) y restringiéndonos a la
diagonal, se obtiene que

(8"°01(Bx)®Y;0) ——— Q(co(Bx);Y)
i@"’SQX/@)[dY \Tll
(@7 X'®Y;4) - QX;Y),

donde W¥(p)(z) := AB(p) (Ix(z)), ya que aplicando la Proposicion se tiene que
U(p)(z) = AB(p)(Ix(x)) = EXT(p)(Ix(x), ..., Ix(2)) = ¥(p)(x, ..., @).

Ademas, por lo comentado anteriormente se tiene que U es una metric surjection. Al igual que
en la prueba del Teorema 4.1.8] se tiene que la flecha que baja del lado izquierdo del diagrama
es una metric surjection por ser Q extendible y, por tltimo, gy es una metric surjection ya que Q
tiene la Y-RNp. En conclusion, g, resulta una metric surjection como queriamos demostrar. [
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Al igual que para ideales de operadores multilineales, podemos aplicar los resultados obte-
nidos para los ideales de polinomios homgeneos P, y Ppz. Las pruebas se obtienen de la misma
forma a lo hecho en la seccién anterior adaptandolas al contexto polinomial.

Corolario 4.3.3. Si X es un espacio Asplund e Y’ es un espacio dual que no contiene copia
de ¢y, entonces

(" X'EY;b60r) > Pl"X;Y7),
donde 0.y €s la norma tensorial mixta asociada al ideal P,.
En particular, (P)™"("X;Y') = P.("X;Y").

El siguiente corolario es un resultado que fue probado por Carando y Dimant en [CDO00],
usando técnicas completamente diferentes (argumentos geométricos).

Corolario 4.3.4. Si X es un espacio Asplund, entonces
sy~ 1 .
(8" X'QY;6i) — Prz("X;Y),

donde 0, denota la norma tensorial mizta asociada al ideal Ppr.
En particular, Py ("X;Y) = (Ppr)™"("X;Y) = Ppr("X;Y).

Como consecuencia de los corolarios anteriores, podemos deducir los resultados analogos
sobre existencia de bases obtenidos en los Corolarios y para los ideales de polinomios
homogéneos P, y Ppz. Es importante comentar que para obtener los resultados andlogos nece-
sitamos un resultado en la linea de [GGL61] (o [GR05]) para aplicar en el producto tensorial
mixto ((®"°X)®Y;4).

Sean X e Y espacios de Banach con bases (e;); e (y,), respectivamente. Vamos a definir una
base natural en ((@n’sX)éY; 5).

Para un indice de n-elementos a = (j1, ..., jn) € N, notamos con

ei = S(6]1 ® T ® ejn)7

donde S : @"X — ®™°X es el operador de simetrizacion clasico (ver, por ejemplo, [GRO05]).
Sea el par de indices («,1) € N* x N, decimos que un tensor de la forma

e, QU € ((én’sX)(§>Y; 5)

es un monomio dado por el par de indices (a, ). Combinando los 6rdenes definidos en [GGL61]
y en |[GRO5| tenemos una ordenacion de la base monomial. En otras palabras, consideramos el
square ordering para pares de indices (a, ) € N x N, donde en N™ tomamos el orden definido
por Grecu y Ryan. Mas precisamente, dados dos pares de indices (o, 1), (8, k) € N" x N decimos
que (a,l) < (B,k)sia < fBo,sia=pyl <k, donde el orden definido en N" es el dado en
IGRO5. Section 2|. Para probar que obtenemos una base para el producto tensorial, tenemos
que ver que las proyecciones a los monomios con el ordenamiento respectivo estian acotadas
uniformemente. El resultado se obtiene usando cuidadosamente las técnicas dadas en los dos
articulos mencionados anteriormente y en [Flo01l 7.6 (b)].






Apéndice A

A.1. Propiedad de aproximacion

Un espacio de Banach X tiene la A-propiedad de aprozimacion si existe una red (A,),
de operadores lineales de rango finito en £(X) con norma menor o igual a A tales que A,
converge a Idx uniformemente sobre compactos de X. Decimos que X tiene la propiedad de
aprorimacion acotada si tiene la A\-propiedad de aproximaciéon para algiin A y decimos que X
tiene la propiedad de aprorimacion métrica si tiene la 1-propiedad de aproximacion.

A.2. Propiedad de extension

Un espacio de Banach X se dice inyectivo si para todo espacio de Banach Y, todo subespacio
Z CY y todo operador A € £L(Z; X) existe A € £(Y;X) una extension de A. El espacio X
tiene la A-propiedad de extension (A > 1) si alguna extension satisface que ||A|| < A ||A]|. Por
tltimo, decimos que X tiene la propiedad de extension métrica (metric extension property) si
tiene la 1-propiedad de extension.

En particular, si X tiene la propiedad de extension métrica, entonces desde cualquier su-
perespacio hay una proyeccion de norma 1. Por lo tanto, £L("X;Y) = E("X;Y). Por ejemplo,
loo(J) tiene la propiedad de extension métrica para todo conjunto de indices J.

A.3. Tipo y Cotipo

Sea X un espacio de Banach y consideramos r; : [0,1] — R, con i € N, las variables
Rademacher definidas por r;(t) = sgn(sin(2"nt)). Para 1 < p < 2y ¢ > 2 decimos que

(1) X tiene tipo p si existe una constante C' > 0 tal que para cualquier n € N y cualquier
eleccion de elementos x4, ...,x, € X se tiene que

1 n 1/p n 1/p
(/0 Hzm(t)mindt) §C-<2Hxi\|p> |
i=1 =1
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llamamos T,(X), constante de tipo p, a la mejor de las constantes C.

(2) X tiene cotipo ¢ si existe una constante C' > 0 tal que para cualquier n € N y cualquier
eleccion de elementos x1,...,x, € X se tiene que

n 1/q . n 1/q
(Z HIin) <C- (/0 1> i) 'xz‘”th) ;
i=1 i=1

llamamos C,(X), constante de cotipo ¢, a la mejor de las constantes C',

La Desigualdad de Kahane dice que dado 1 < p < oo, existe una constante K, tal que para
cualquier n € N y cualquier eleccion de elementos z1,...,z, € X se tiene que

1 n 1 n 1/p 1 n
/OHZTZ-(t)-xint§</O HZri(t)-:cindt> ng./O [ te) -

Es decir, que las normas de las sumas de Rademacher son todas equivalentes, por lo que
en la definicion de tipo y cotipo puede usarse cualquiera de ellas (cada eleccion tiene sus
correspondientes constantes de tipo y cotipo).

Todo espacio de Banach X tiene tipo 1y cotipo oo con 77(X) = C(X) = 1. Si un espacio
de Banach X tiene tipo p > 1, entonces tiene tipo p para todo 1 < p < p con T5(X) < T,(X)
y si tiene cotipo ¢ < oo, entonces tiene cotipo ¢ para todo § > ¢ con Cz(X) > C,(X).

Todo espacio de Hilbert tiene tipo 2 y cotipo 2 (los mejores posibles) y reciprocamente, si
un espacio de Banach tiene tipo 2 y cotipo 2, entonces es isomorfo a un espacio de Hilbert.

Por ejemplo, si 1 < p < 2 entonces ¢, y L, tienen tipo p y cotipo 2 y si ¢ > 2, entonces ¢,
y L, tienen cotipo ¢ y tipo 2.

A.4. Espacios Asplund y la propiedad de Radon-Nikodym
Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Radon-Nikodym si para toda medida finita

i, se tiene que todo operador lineal A : Li(u) — X es representable, i.e., existe una funcion
acotada p-medible g : €2 — X tal que

Tf= / fadp,
para todo f € Li(p).

Son equivalentes:

(1) X tiene la propiedad de Radon-Nikodym.



Apéndice A. 123

(2) Todo subespacio cerrado de X tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

(3) Todo subespacio cerrado y separable de X tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Un espacio de Banach X es Asplund si su dual X’ tiene la propiedad de Radon-Nikodym.
Equivalentemente, un espacio de Banach X es Asplund si y solo si todo subespacio separable de
X tiene dual separable. En particular, los espacios reflexivos y los espacios con dual separable
son Asplund, como por ejemplo ¢,. Para mas informacion sobre este tema, ver [DUTT].

A.5. Bases en espacios de Banach

Decimos que la sucesion (z;)jen € X es una base de Schauder de X si para cada x € X
existe una unica sucesion de escalares (a;);en tales que

r = E aj-mj.

jeN

Observemos que si (x;) ey es una base de Schauder de X, entonces los funcionales coordenados
v, € X' dados por 7’;(x) = a; son continuos.

Una sucesion (z;)jen € X se dice una sucesion bdsica, si es una base para [z;]jen =
span{z; : j € N}. Sean X e Y dos espacios de Banach con bases (o sucesiones béasicas)
(%;)jen, (yj)jen respectivamente. Decimos que (z;)jen € (y;)jen son equivalentes y lo nota-
mos (%;)en ~ (Y;)jen, si para cualquier sucesion de escalares (a;);en se verifica que Y . a;-x;
converge en X siy solosi ) . _ya;-y; converge en Y.

jEN
jEN
Proposicion A.5.1. Sean X e Y dos espacios de Banach con bases (o sucesiones bdsicas)
(%)) jen, (y;)jen respectivamente. Son equivalentes

(1) (xj)jen ~ (yj)jen-

(2) Eziste una constante C > 0 tal que para cualquier eleccion de finitos escalares ay, . . ., ay,,
se tiene que

<

n
E aj Y
j=1

1 n n
lol Zaj-yj Zaa"%‘
j=1 Jj=1

<C-
X

Y Y

(3) Existe un isomorfismo A : [xj]jen = [y;]jen tal que Txj; = y; para todo j € N.
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Sean () ey una base del espacio X, (p;)jen una sucesion estrictamente creciente de niimeros
naturales con p; = 0y (a;)jen una sucesion de escalares. Una sucesion de vectores no nulos de

la forma
Pj+1

Uj = E CLj . SL’]’,
Jj=p;+1
se llama una sucesidn bdsica en blogque de (e;);en. Es facil ver que (u;);en es efectivamente una
sucesion bésica.
Observemos que si X = /¢, con 1 <p < 00 0 X = ¢y y consideramos (u;);en una sucesion
bésica en bloque de la base canonica (e;)jeny de X tal que existen constantes Cy,Cy > 0 que
verifican C; < |lu;||x < C; para todo j € N. Entonces (u;);en es equivalente a (e;)jen.

Teorema A.5.2 (Principio de seleccién de Bessaga-Pelczynski).
Sea (z)jen © X una base y (27)jen C X' sus respectivos funcionales coordenados. Sea (yx)ren
X tal que |lyr|]| > C > 0 para todo j € N y 2,(yx) tiende a 0 (cuando k — o0).

Entonces, existe (yr;)jen subsucesion bdsica equivalente a una base en bloque de los () en.

Decimos que una base de Schauder (z;);en de X es incondicional si para cada x € X, la
serie ZjGN T (x) - x; converge incondicionalmente. En particular, se tiene que x,(;) es base de
Schauder de X para toda o permutacion de N.

Proposiciéon A.5.3. Una base de Schauder (z;)jen de X es incondicional si y solo si existe una
constante K > 1 tal que para todo N € N y escalares aq,...,an y by, ..., by, donde |a;| < |b]
para todo 1 < j < N, se satisface que

N N
> ;-1 > b
j=1 j=1

Para una base incondicional (z;);en de X llamamos la constante de incondicionalidad de la
base (z;);jen a la mejor constante que satisface la condicion (A.1]).

<K- . (A.1)

A continuaciéon veremos los conceptos de base achicante y base acotadamente completa y la
relacion entre ellas.

Decimos que una base de Schauder (z;);en de X es una base achicante si () jen es una base
de Schauder de X’ y decimos que una base de Schauder (z;);ey de X es una base acotadamente
completa si dada cualquier sucesion de escalares (a;) ey tales que

N

E aj-xj

j=1

sup
N

< 00,

entonces la serie ) .y a; - x; es convergente.

jEN
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Proposicion A.5.4. Sea (z;)jen una base de Schauder de X. Son equivalentes
(1) (xj)jen es una base achicante.

| =0.

(2) Dado 2’ € X' se tiene que A}l_lr}nm 212,100 |
(3) Toda sucesion basica en bloques de (x;);en tiende débilmente a cero.

Proposicion A.5.5. Sea (r;)jen una base de Schauder de X con (¥)jen sus respectivos fun-
cionales coordenados. Son equivalentes

(1) (xj)jen es una base acotadamente completa.
(2) (7)jen es una base achicante de H = [2}] C X'.
(3) La aplicacion candnica J : X — H' dada por J(z)(h) = h(x) es un isomorfismo.

Teorema A.5.6. Sea (7;);en una base de Schauder de X con (z})jen sus respectivos funcionales
coordenados. Son equivalentes

(1) (xj)jen es una base achicante.
(2) (7)jen es una base acotadamente completa de H = [2] C X'.
(3) H=X"

Teorema A.5.7 (James).
Sea X un espacio de Banach con base de Schauder (x;);en. Entonces, X es reflexivo si y solo
si (x)jen es una base achicante y acotadamente completa.

Teorema A.5.8 (Johnson-Rosenthal-Zippin).
Sea X un espacio de Banach. Entonces,
X' tiene base de Schauder si y solo si X tiene base de Schauder achicante.

A.6. Operadores lineales absolutamente sumantes

A continuacion veremos algunos resultados bésicos e importantes sobre los operadores ab-
solutamente p-sumantes que pueden encontrarse en [DJT95].

Un operador lineal A € £(X;Y) se dice absolutamente p-sumante si existe una constante
C > 0 tal que para todo z1,...,x, € X vale que

m 1/p
(Z HA(S%)H@) < Cwy((ze)ity)- (A.2)
k=1
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Se denota IL,(X;Y) al espacio de operadores absolutamente p-sumantes y resulta un ideal de
operadores de Banach con la norma dada por

mp(A) :==mf{C >0 : A verifica (A.2)}.
Es decir, A € II,(X;Y) si y solo si el operador lineal inducido A : £ (X) — £,(Y) dado por
fl((a:k)z”:l) = (Axy)7, resulta continuo. En tal caso, vale que ||A : (X)) = (V)| = m(A).

Proposicion A.6.1. La correspondencia A — (Aeg)ren resulta un isomorfismo isométrico de

L(ly; X) — £)(X) (donde £y =co sip=1).
Proposiciéon A.6.2. Son equivalentes.
(1) A€ L(X;Y) es absolutamente p-sumante.
(2) Para cada B € L({y; X), se tiene que AB es absolutamente p-sumante.
(8) Emiste C > 0 tal que m1(AB) < C - ||B|| para todo m € N y todo B € L({}}; X).

Teorema A.6.3 (Teorema de inclusion).

Sean 1 < p < q < 00, entonces
I,(X;Y) € I, (X;Y),

con my(A) < m,(A) para todo A € TL,(X;Y).
Ademds, si X tiene cotipo 2, vale que

M(X;Y) = IL(X;Y).

Teorema A.6.4 (Teorema de dominacion de Pietsch).
Aell,(X;Y) siy solo si existen C' > 0 y una medida de probabilidad 11 en (Bx/;w*) tal que

|Az|ly < C ( /
B

En tal caso, my(A) es el infimo de las constantes C para las cuales existe tal medida y se verifica

la condicion (A.3).

Teorema A.6.5 (Teorema de factorizacion de Pietsch).

A e IL(X:;Y) st y solo si existen una medida de probabilidad p en (Bx/;w*), un subespacio
X, C Ly(p) y un operador A : X, = Y tales que dados j, : C(K) — Ly(u) eix : X — C(K)
vale que jix(X) C X, y Ajyix(z) = Ax.

1/p
|2'(2) \pdu(l”)> : (A.3)

X/
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Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

Teorema A.6.6 (Teorema de composicion).
Sean 1 < p,q < o0y % = min{1; % + %} Entonces

1, o I, C 11,

m(AB) < mp(A) - my(B)
para A € IL,(Y; Z) y B € I1,(X;Y).
Proposicién A.6.7 (Maurey).

Sea X wun espacio con cotipo 2. Entonces para cualquier A € L({T; X) se verifica que A es
absolutamente 2-sumante y que existe una constante C' > 0 (que solo depende de la constante

de cotipo de X ) tal que mo(A) < C - ||A||. Es decir, (07; X) = L7 X).

Sean E'y F' dos espacios de sucesiones normales y simétricos. Llamamos E(Y) al espacio de
sucesiones fuertemente F-sumables. Es decir, el conjunto de sucesiones (yx)reny C Y tales que
(lyxlly)geny € E que resulta un espacio de Banach con la norma dada por

1y)renllzey = [|Uylly el -

Llamamos F"(X) al espacio de sucesiones débilmente F-sumables. Es decir, el conjunto de las
sucesiones (zx)reny € X tales que

| (k) ken|| pe(x) == sup H (2"(2k)) pen H < o0,
x’EBX/ F

que resulta un espacio de Banach.
Si F'— FE, decimos que un operador lineal A € L(X;Y) es absolutamente (E, F)-sumante
si existe una constante C' > 0 tal que para todo z1,...,x, € X vale que

| Azl

JRELeRE Y [} 8

. A4
o) (A.4)
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Se denota Il ) (X;Y) al espacio de operadores absolutamente (E, F))-sumantes. Ademas, si
llex||z = |lex]]r = 1 (como asumimos para los espacios de sucesiones con los que trabajamos),
(g r (X;Y) resulta un ideal de operadores de Banach con la norma dada por

m(g,r) (A) :=mf{C >0 : A verifica (A.4)}.

Es decir, A € Il(g r)(X;Y) si y solo si el operador lineal inducido A: FY(X) — E(Y) dado
por A((xk)keN) = (Azp)ren resulta continuo. En tal caso, vale que |4 : F¥(X) — E(Y)|| =
m(g,r) (A) - ¢k Observemos por ultimo que si E = {, y F = {, obtenemos los operadores
absolutamente (¢, p)-sumantes y si ademas p = ¢ obtenemos los operadores absolutamente
p-sumantes.

Veamos algunos resultados que pueden encontrarse en [DMMO01, [DMMO02] sobre operado-
res absolutamente (E,p)-sumantes —es decir, operadores absolutamente (E, £, )-sumantes— y
recordemos que dichos operadores estan definidos si £, — E.

Los siguiente resultados generalizan la Proposicion y los Teoremas y[A6.3]

Proposiciéon A.6.8. Sea E un espacio de sucesiones tal que £, — E. Para todo operador lineal
A€ L(X;Y) y para toda constante C' > 0, son equivalentes.

(1) A es absolutamente (E,p)-sumante con m(gp(A) < C.

(2) Para cada m € N, la aplicacion @7 : L(£}; X) — E(Y) dada por ®%(B) = (BAek):Lzl
tiene norma menor o igual a C - cf.

(8) mEp)(AB) < C - ||B| para todo m € N y todo B € L({7}; X).

Observemos que si £y F' son espacios de sucesiones tales que ¢, — E — [, entonces

Mgy (X;Y) CHpy (X;Y)

y ademés (g, (A) < ¢ -

Sty

- T(rp)(A) para todo A € (g, (X;Y).

Teorema A.6.9 (Teorema de inclusion).

Sean1§p<q<ooy%:]%—%. Entonces

e (X:Y) © W, 1,0 (X5 Y),
g ME,E)\ !
con T (e,,B).q)(A) < ¢ (cq > -mep(A) para cada A € gy (X;Y).

Ademds, si X tiene cotipo 2 se tiene que

ey (X5Y) = Mes,e)2)(X;Y). (A.5)
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Observacion A.6.10. Siguiendo la notacion del teorema anterior, la inclusion g ,(X;Y)
Hare,,p),q(X5Y) sigue siendo vdlida si s < r, o dicho de otra manera, si % > % ==—=(y
desigualdad entre las normas también se mantiene).

Sl
Q=
sIN

Teorema A.6.11 (Teorema de composicion).

Sean1§p<q<ooy%:%—%. Entonces

Harie,,m),q) 0 U © g ),

T(p) (AB) < T, )).q(A) - 7 (B)
para A € Wi, p),9(Y: Z) y B € IL(X;Y).
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