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Conjuntos y Operadores A-Compactos, Propiedades de
Aproximacién e Ideales de Funciones entre Espacios de Banach

Resumen

El objetivo principal de esta tesis es llevar a cabo el estudio de un método general para
comprender una amplia clase de propiedades de aproximacién de espacios de Banach y de difer-
entes ideales de operadores compactos que pueden ser modelados por igual una vez que se ha
elegido el sistema de conjuntos compactos. Para ello, usamos la nocién de conjunto A-compacto
definido por Carl y Stephani, donde A es un ideal de operadores. Relacionado con los conjuntos
A-compactos surge el concepto de operadores A-compactos (aquellos operadores que aplican
conjuntos acotados en A-compactos). En el caso de que A sea un ideal de operadores de Ba-
nach, introducimos una forma de medir a los conjuntos A-compactos que nos permitira estudiar
al espacio de operadores A-compactos como un espacio de Banach. La estrecha relacién que
hay entre conjuntos y operadores .A-compactos nos permitird aplicar la teoria operadores para
formular distintas propiedades de los conjuntos A-compactos.

El sistema de conjuntos A-compactos induce de forma natural dos clases distintas de pro-
piedades de aproximacién. La primera se obtiene de considerar que el operador identidad se
aproxime uniformemente sobre conjuntos A-compactos por operadores de rango finito. Esta
propiedad la llamaremos la propiedad de aproximacion K 4-uniforme. La otra clase de propiedad
de aproximacién que consideramos se obtiene de considerar la medida de conjunto A-compacto
y se denomina la K 4-propiedad de aproximacién. En este contexto entra en juego la geometria
del espacio de operadores A-compactos. El enfoque que damos nos permite estudiar ambas pro-
piedades de aproximacién en tandem. Ademads, estudiamos como “pasan” estas propiedades de
aproximacion de los espacios duales a los espacios subyacentes.

Luego examinamos la interacciéon entre estas dos propiedades de aproximacion y el espacio
polinomios homogéneos y de funciones holomorfas entre espacios de Banach. Para ello, intro-
duciremos las nociones de polinomios y funciones holomorfas A-compactas. Si bien el espacio
de polinomios A-compactos tiene una estructura similar al espacio de operadores lineales A-
compactos, el espacio de funciones holomorfas A-compactas tiene una estructura muy distinta.

Para mostrar esto, expondremos ejemplos que clarifican los resultados obtenidos.

Palabras clave: Propiedad de Aproximacién, Conjuntos A-compactos, Polinomios homogéneos, Funciones
Holomorfas.






A-Compact Sets and Operators, Approximation Properties and
Function Ideals between Banach Spaces

Abstract

The main objective of this thesis is to undertake the study of a general method to understand
a wide class of approximation properties and different ideals of compact operators which can be
equally modeled once the system of compact sets has been chosen. To this end, we use the notion
of A-compact sets introduced by Carl and Stephani, which is determined by an operator ideal A.
In relation with A-compact sets, we have the concept of A-compact operators (those operators
which sends bounded sets into .A-compact sets). In the case that A is a Banach operator ideal,
we introduce a measure for the A-compact sets and we use it to study the A-compact operatos
as a Banach space. The close relationship between A-compact sets and operators allows us to
apply the operator theory to develop various properties of the A-compact sets.

The system of A-compact sets leads naturally two types of approximation properties. The
first one is obtained by considering that the identity operator can be uniformly approximated by
finite rank operators over A-compact sets. This property is called the uniform X 4-approximation
property. The other type of approximation property is obtained by considering the measure of
A-compact sets and it is called the K 4-approximation property. In this context, it comes into
scene the geometry of the Banach space of A-compact operators. The approach that we make
allows us to study both approximation propertis in tandem. In addition, we study how these
approximation properties on a dual space affect to the underlying spaces.

Then we examine the interaction between these two types of approximation properties and
the spaces of homogeneous polynomials and holomorphic functions between Banach spaces.
To this end, we introduce the concept of A-compact polynomials and .A-compact holomorphic
functions. While the space of A-compact polynomials has a similar structure to the space of A-
compact operators, the space of A-compact holomorphic function has a very diferent structure.

To show this, we will present some examples that clarify our results.

Keywords: Approximation properties, A-Compact Sets, Homogeneous Polynomials, Holomorphic Functions.
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Introduccion

En el estudio de propiedades de espacios de funciones, una de las principales herramientas
que se utiliza es extender los resultados de espacios de funciones con una estructura simple
utilizando argumentos de densidad. En el caso de operadores (lineales) entre espacios de Banach,
los mas simples son los operadores de rango finito, por ende, es razonable preguntarse cuando
un operador puede representarse como limite de estos. Como el limite en norma de operadores
de una sucesion de operadores de rango finito es un operador compacto (aquellos que mandan
conjutos acotados en relativamente compactos), en natural preguntarse:

s Todo operador compacto entre espacios de Banach es aproximado (en norma) por operadores
de rango finito?

Esta pregunta fue considerada uno de los problemas centrales del andlisis funcional y es
conocida como el problema de aprorimacion. El origen del problema de aproximacion se le
puede adjudicar Mazur. El Problema 153 del Scottish Book [Mau], postulado por Mazur en
1936, trata sobre aproximacién de funciones continuas de dos variables. Especificamente, dada
una funcién continua f(z,y) definida para 0 < z,y < 1 y dado ¢ > 0, ;Existen ntimeros
a1y .--,Qp;b1,...,bp;c1, ..., ¢y con la propiedad que

n

f(2,y) =D crflary) f(z,be) < e

k=1
para todo 0 < z,y < 17
Magzur probd que de existir tal aproximacion, todo operador compacto entre espacios de
Banach puede ser aproximado, en norma, por operadores de rango finito (ver [Pel, Pag. 68] y
[Pie2, P4g. 285]).
Casi 20 anos después de la formulacién del Problema 153, Grothendieck [Gro2| inicia un

estudio sistematico del problema de aproximacion, introduciendo la propiedad de aproximacién:

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion si

para todo espacio de Banach' Y, F(Y;X) es || - ||-denso en K(Y; X),



Introduccién

donde F y K denotan a los operadores de rango finito y compactos respectivamente.

Ademds de mostrar que el Problema 153 de Mazur y el problema de aproximaciéon son
equivalentes [Gro2, Proposition 37], Grothendieck expone distintas equivalencias de la propiedad
de aproximacién, mostrando el alcance que tiene en la teoria de espacios de Banach. Una de
estas reformulaciones trata sobre la aproximacién los operadores: Un espacio de Banach X tiene
la propiedad de aproximacién si y sélo si todo operador continuo de X en si mismo puede ser
uniformemente aproximado sobre conjuntos compactos, por operadores de rango finito. Esta
equivalencia le permite a Grothendieck extender la propiedad de aproximacién para espacios

localmente convexos:

Un espacio localmente convexo E tiene la propiedad de aproximacion si

F(E;E) es 1.-denso en L(E; E),

donde 7, es la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos y £ denota al
espacio de los operadores continuos.

Por mucho tiempo se esper6 una respuesta positiva al problema de aproximacién. Sin embar-
go, en 1972, Enflo [Enf] lo resuelve en forma negativa, mostrando la existencia de un espacio de
Banach sin la propiedad de aproximacién. El contraejemplo de Enflo marca un antes y después
en la teoria de espacios de Banach. Segun Figiel [Fig, Pag. 208]:

Enflo’s result has completely changed many opinions about the approximation property. Now
it seems very likely that each Banach space mon-isomorphic to any Hilbert space contains a
subspaces failing to have the approximation property.

Como consequencia del contraejemplo de Enflo, los espacios co y £,, con 1 <p < oo, p # 2
contienen subespacios sin propiedad de aproximacién (el caso 1 < p < 2 se debe a Szankowski
[Szal]). En 1981, Szankowski [Sza2] muestra que el espacio de todos los operadores acotados de
un espacio de Hilbert en si mismo tampoco tiene la propiedad de aproximacién. Segun Defant
y Floret [DF, Pdg. 59]:

That this space does mot have the approximation property is scandalous! All the “usual”
spaces (which means: not artificially constructed) have the approximation property.

Hoy en dia, se conocen muchas variantes de la propiedad de aproximaciéon. Muchas de estas
se pueden encontrar en el trabajo de Casazza [Cas|, en el libro de Pietsch [Pie2, Cap. 5.7.4] y
en el libro de Defant y Floret [DF, Sec 21.7]. Ante la presencia de espacios sin la propiedad
de aproximacion, resulta tutil encontrar condiciones necesarias y suficiente para que un espacio

tenga alguna variante de esta y asi poder dar distintas descripciones del espacio en cuestion.

ii



Introduccién

La propiedad de aproximacién mostré valiosas aplicaciones al campo del estudio de espacios
de funciones. Los primeros resultados en relacién a espacios de funciones, son sin duda, los
relacionados con el espacio dual. Estos fueron establecidos por Grothendieck, donde caracteriza

la propiedad de aproximacién del espacio dual de un espacio de Banach [Gro2, Proposition 36]:

El dual de un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion si y sélo si

para todo espacio de Banach'Y, F(X;Y) es || - ||-denso en K(X;Y).

En el caso de espacio de funciones, la topologia en este juega un rol importante. Si el dual de
un espacio de Banach X, con su topologia usual, tiene la propiedad de aproximacién, entonces
X la tiene. Sin embargo la reciproca no es cierta. A pesar de esto, X tiene la propiedad de
aproximacion si y solo si su dual, con la topologia de convergencia uniforme sobre compactos,
la tiene.

Si un espacio de funciones tiene la propiedad de aproximacion, entonces el correspondiente
espacio de funciones a valores vectoriales puede describirse a través del espacio de funciones a
valores escalares y productos tensoriales. Este es el caso de los operadores compactos y de los
opradores nucleraes de X en Y que pueden describirse a través del producto tensorial inyectiva
y proyectivo (respectivamente) de X' e Y ya sea si X' o Y tiene propiedad de aproximacién
[DF, 5.3 y 5.7]. Pero esta estructura no se restringe a espacios de operadores lineales, también
se presenta en espacio de funciones holomorfas. Por ejemplo, H(C"; X) = H((C")@EX , donde
H(C™) y H(C™; X) denotan el espacio de funciones holomorfas sobre C™ a valores escalares y
vectoriales respectivamente, donde X es un espacio de Banach y &, denota la completacién
del e-producto. Estos resultados inspiraron a varios autores que analizaron la propiedad de
aproximacion y su relaciéon con espacios de funciones holomorfas definidos sobre espacios de
Banach. El trabajo fundante se debe a Aron y Schottenloher [AS] donde también estudian c6mo
incide la propiedad de aproximacién de un espacio de Banach en el espacio de polinomios. En
resumen, los resultados que obtienen toman la caracterizacién de la propiedad de aproximacion

en términos de funciones holomorfas:

Un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion si y solo si,

H(X)® X es 1e-denso en H(X; X),

donde H(X) ® X denota el espacio de funciones holomorfas de rango finito de X en X.
A este trabajo lo siguieron [DM1, DM2, DM3], entre otros. La incidencia de diferentes tipos
de propiedades de aproximacién en el espacio de polinomios y funciones holomorfas pueden

encontrarse en [AMR, BDR, Call, Cal2, Muj2, Muj3], entre otros.

iii



Introduccién

Inspirados en el resultado de Grothendieck que caracteriza los conjuntos relativamente com-
pactos como aquellos que estan contenidos en la capsula absolutamente convexa de una suce-
sién de vectores convergentes a cero, surge la nocién de conjunto relativamente p-compactos
(1 < p < o) (de Sinha y Karn, [SK1]). Informalmente, estos conjuntos estdn determinados
por sucesiones de vectores que cuyas normas son p-sumantes. Asociados a este concepto, sur-
gen de forma natural los operadores p-compactos (aquellos que mandan conjuntos acotados en
conjuntos relativamente p-compactos) y la p-propiedad de aproximaciéon: Un espacio de Ba-
nach X tiene la p-propiedad de aproximacién si todo operador continuo con rango en X puede
ser uniformemente aproximado, sobre conjuntos p-compactos, por operadores de rango finito.
O, equivalentemente, si todo operador p-compacto con rango en X puede ser aproximado en
norma, por operadores de rango finito. En los tdltimos 12 anos, la p-propiedad de aproxima-
cion y el ideal de operadores p-compactos fueron estudiados intensamente por varios autores
[AMR, CK, DOPS, DP1, DP2, DPS1, DPS2, Oja2, Oja3, Pie3, SK1, SK2] entre otros. Nuestro
interés en el tema surge de la siguiente observacién: La p-propiedad de aproximacién admite
un enfoque que tiene como raiz un ideal de operadores y otro enfoque que tiene como base la

elecciéon adecuada de un sistema de conjuntos compactos.

El objetivo de este trabajo desarrollar un estudio metddico que permita comprender una
amplia clase de propiedades de aproximacion y de diferentes ideales de operadores compactos,
que pueden ser modelados de igual forma una vez que se ha elegido el sistema de conjuntos
compactos. Nos interesa clarificar hasta qué punto la estrutura lineal y las propiedades del
espacio subyacente se reflejan en la estructura y propiedades de los diferentes tipos de ideales
de operadores, polinomios y funciones holomorfas definidas en estos espacios. Nuestra principal
herramienta serd la nocién de A-compacidad, introducida por Carl y Stephani [CS], donde A
es un ideal de operadores. El sistema de conjuntos A-compactos induce de forma natural la
clase de operadores A-compactos, que denotaremos por K 4, formada por los operadores que
aplican conjuntos acotados en conjuntos relativamente A-compactos. Este ideal es introducido y
estudiado en [CS] desde un punto de vista puramente algebraico, desprovisto de una estructura

isométrica.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. El Capitulo 1 esta dedicado a los con-
juntos y operadores A-compactos definidos por Carl y Stephani. En el caso en que A es un ideal
de operadores de Banach, introducimos una medida para los conjuntos A-compactos que nos
permite, como principal aplicacién, dotar al espacio de operadores A-compactos de una norma

que lo hace un espacio de Banach. Damos asi una estructura geométrica a I 4, hasta el momento

iv



Introduccién

ausente. A partir de esto, hacemos un estudio exhaustivo del ideal de operadores A-compactos.
Para ello, nos basamos en la teoria general de ideales de operadores, desarrollada por Pietsch
en su monografia [Piel], asi como también en la teoria de productos tensoriales, iniciada por
Schatten en 1942 y que tiene como principal referencia el célebre Memoir de Grothendieck|Grol].
Utilizaremos las dos teorias en paralelo, siguiendo la linea del libro de Defant y Floret [DF]. En

palabras de los autores [DF, Pag. 3|:

(...) both theories, the theory of tensor norms and of normed operators ideals (...) are more

easily understood and also richer if one works with both simultaneously.

Para un ideal de operadores de Banach A, relacionamos al ideal de operadores A-compactos
con una norma tensorial, lo cudl nos permitira estudiar su nicleo minimal, sus cdpsulas maximal,
inyectiva y regular y su ideal dual. Gracias a la estrecha relacion que existe entre conjuntos y
operadores A-compactos, vamos a poder transferir propiedades obtenidas para los operadores a
los conjuntos y viceversa. En el caso particular que A = NP, el ideal de operadores p-nucleares
a derecha (ver definiciones), cubrimos el caso de conjuntos y operadores p-compactos (de Sinha
y Karn), que serd uno de nuestros ejemplos claves. Nuestro enfoque permitird obtener y mejorar
resultados ya conocidos sobre p-compacidad. En particular, relacionamos al ideal de operadores
p-compactos con la norma tensorial /d,, la norma tensorial inyectiva a izquierda de la norma
tensorial dj, de de Chevet-Saphar. A partir de esto, damos condiciones para determinar coinci-
dencias entre los ideales de operadores p-compactos y g-compactos (p # ¢). Mds ain, mostramos

que las condiciones obtenidas no se pueden mejorar.

Los conjuntos A-compactos, inducen de forma natural dos tipos de propiedades de aproxi-
macién, que desarrollaremos en el Capitulo 2. Una de ellas surge a partir de la topologia de con-
vergencia uniforme sobre conjuntos A-compactos. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de
aproximacion K 4-uniforme si todo operador continuo con rango en X puede ser uniformemente
aproximado, sobre conjuntos A-compactos, por operadores de rango finito. O, equivalentemente,
si todo operador A-compacto con rango en X puede ser aproximado en norma por operadores
de rango finito. Cuando A es un ideal de operadores de Banach, tenemos la propiedad de apro-
ximacién que surge de considerar la medida de conjuntos A-compactos. Un espacio de Banach
X tiene la K 4-propiedad de aproximacion si todo operador A-compacto con rango en X puede
ser aproximado, en la norma del ideal K 4, por operadores de rango finito. Esta propiedad de
aproximacion, a pesar de estar definido por el ideal de operadores K 4, también queda determi-
nada a partir de los conjuntos A-compactos. Mostramos esta relacion a través de una topologia

adecuada definida en £(X;Y).Estudiamos ambas propiedades de aproximacién en tandem y
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damos distintas descripciones de estas, relacionandolas entre ellas y dando condiciones sobre
cuéndo alguna propiedad de aproximacion se hereda del dual. En el caso en que A es el ideal de
operadores compactos, ambas propiedades de aproximacion coinciden y resultan ser la propiedad
de aproximacién cldsica, mientras que si A = NP, la propiedad de aproximacién kCarp-uniforme
es la p-propiedad de aproximacién y la KCp»-propiedad de aproximacién es la k,-propiedad de
aproximacién de Delgado, Pineiro y Serrano [DPS1| que, en general, difieren. En el caso de la
propiedad de aproximacién K 4-uniforme, podemos establecer un resultado analogo al obtenido
por Schwartz en relacién al e-producto de Schwartz (ver definiciones). Esto nos permitira avanzar

en el estudio de polinomios y funciones holomorfas.

Los Capitulos 3 y 4 estan dedicados a los espacios de polinémios y funciones holomorfas
entre espacios de Banach. Por eso al Capitulo 3 le antecede una secciéon donde damos las defini-
ciones y propiedades elementales a estos espacios. En el Capitulo 3 introducimos el espacio de
polinomios y funciones holomorfas A-compactas y damos distintas caracterizaciones de estos
espacios, asi como también distintas propiedades. Aron, Maestre y Rueda [AMR] comenzaron el
estudio de polinomios y funciones holomorfas p-compactas, dejando varios problemas sin resolver.
Nosotros damos respuesta a varias de estas preguntas y extendemos los resultados obtenidos en
el contexto de la A-compacidad. Si bien la estructura del espacio de polinomios A-compactos
es similar a la del espacio de polinomios compactos, estudiados en [AS], las funciones holmorfas
A-compactas tienen un comportamiento distinto a las funciones holomorfas compactas. Estas
diferencias quedan en evidencia a partir de los ejemplos 3.2.13 y 3.2.15. Para esto, definimos
un radio de A-convergencia que nos permite ver que el comportamiento de una funcién dentro
y fuera de ese radio cambia notablemente.

Por dltimo, en el Capitulo 4 aplicamos los resultados previos para estudiar la estructura
del espacio de polinomios y funciones holomorfas .A-compactas en presencia de un espacio con
propiedad de aproximacién K 4-uniforme y K 4-propiedad de aproximacion. Los resultados que
conciernen a la propiedad de aproximacion I 4-uniforme se obtienen como consecuencia de los
resultados obtenidos del Capitulo 2 en relacién con el e-producto de Schwartz y con las de-
scripciones dadas de estos espacios. En cambio, para mostrar como incide la a I 4-propiedad
de aproximacién en el espacio de funciones holomorfas A-compactas, definimos un tipo de holo-
morfia, que permite dotar al espacio de funciones holomorfas A-compactas una topologia y una

estructura adecuada.

La distintas propiedad y resultados que utilizamos sobre ideales de operadores pueden en-

contrarse en los libros de Defant y Floret [DF], de Pietsch [Piel] y de Diestel, Jarchow y Tonge
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[DJT], mientras que para la teoria de productos tensoriales no referimos a [DF], al libro de
Diestel, Fourie y Swart [DFS| y de Ryan [Rya2|. Los principales resultados sobre propiedades
de aproximacién pueden encontrarse en los libros de Lindenstrauss y Tzafriri [LT3] y en [DFS].
También se encuentran en [DF, Rya2] y en los trabajos de Casazza [Cas] y Oja [Ojal]. En cuanto
a la teoria de funciones analiticas entre espacios de Banach, nos vamos a referir a los libros de
Dineen [Din3], Mujica [Mujl] y Nachbin [Nac2].

Parte de los resultados de este trabajo se encuentran en los trabajos realizados con Silvia

Lassalle, [LT1, LT2] y con Daniel Galicer y Silvia Lassalle, [GLT].
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Preliminares (Parte I)

La notaciéon que usaremos es usual. Denotaremos con X, Y, Z a los espacios de Banach y, a no
ser que se mencione lo contrario, seran considerados sobre el cuerpo real o complejo K=R 6 C
indistintamenete. Con By denotaremos la bola unidad abierta de X y con X' y X" a los
espacios dual y bidual de X respectivamente. Cada elemento de X, X', X”, ... serd notado por
x,2', 2", ... respectivamente. Al espacio X se lo puede ver como un subespacio de su bidual bajo
la inclusién isométrica jx: X — X”. También usaremos Idx para notar el operador identidad
sobre el espacio X. Para un conjunto M C X y una topologia 7 de X, M serd la clausura
de M respecto de 7. Cuando no haya confusién, sélo la notaremos M. Un conjunto M C X se
dice que es absolutamente convexo si para cualquier par x,y € M, \ixz + Aoy € M para todo
A1, A2 € K tales que |A;| + |A2| < 1. La cépsula absolutamente convexa de M se denotara con

co{M} y viene dada por
n n
co{M} = {Zajxj: Ti,...xn €My Z\aﬂ <l,ne€ N}.
=1 =1

Para 1 < p < 0o, una sucesién (x,), de elementos de X es p-sumable, si

Jnllp = Z\Ixnl\p )7 < co.

Al espacio de sucesiones p-sumables de X lo denotamos con ¢,(X) y resulta un espacio de
Banach si se lo considera con la norma || - ||,. Andlogamente, co(X) y oo (X) serdn el espacio de
sucesiones de X convergentes a cero y || - [[-acotada respectivamente. Si a estos espacios se los
considera con la norma [|(2,)n|lec = Sup,cy ||Zn|| resultan espacios de Banach.
El espacio de sucesiones débil p-sumantes de X esta definido de la siguiente manera:
oo
(X)) = {(xn)n cX: Z |2’ (z,) [P < 0o para todo ' € X’}.
n=1

La norma débil p-sumante es

[l = sop {er (zn)")7 }
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y hace que (£;(X),]| - [[pw) sea un espacio de Banach.
Es claro que para cualquiera sea X, si 1 < p < oo, £,(X) C E;j’(X ). Ademsds, la igualdad
se tiene si y solo si X es de dimensién finita. En particular, denotando con e, al elemento

en=(0,...,0, 1 ,0...), tenemos que la sucesién (e,)n € £ (¢p), con % + I% =1.
n—ésimo lugar

Para una sucesién (z,), € £,(X), la capsula p-convexa es el conjunto

o0
1 1 .
p-co{(zp)n} = {Zanxn: (an)n € ng,} con —+ — =1y =copsip=1)
— p P
Diremos que un conjunto K C X es relativamente p-compacto en el sentido de Sinha y Karn

[SK1] si existe una sucesién (z,,), € £€,(X), tal que

K C p-co{(zn)n}-

Al espacio de todos los operadores continuos de X en Y lo denotaremos con £(X;Y) que es

un espacio de Banach si se lo dota con la norma usual de operadores, o norma supremo,
IIS|| = sup{||Sz||: x € Bx}.

Para un operador T' € L(X;Y), notamos con 7" al operador traspuesto de T. El operador
T € L(Y'; X') viene dado por (T"y')(x) = v/(Tx). También, el bitraspuesto de 7', lo notamos
con T" y verifica que T"” 0 jx = jy oT. Una clase particular de operadores es la de los operadores
de rango finito entre X e Y, que los notamos con F(X;Y). No es dificil de ver que si un
operador T' € L(X;Y) es de rango finito, entonces existen x1,...,z, € X e y1,...,y, € Y tales
que Tz = Y1 2 (2)y;.

El producto tensorial entre los espacios X e Y serd denotado con X ® Y. Cada tensor
z € X ® Y tiene una representacién de la forma z = Z?Zl r; ®y; para ri,...,T, € X e
Yi,..-,Yn € Y. Si X1, X9, Y1, e Ya son espacios de Banach y 71 € £(X1;Y1) vy Ta € L(X2;Y2),
el operador 71 ® T: X1 ® Y1 — X2 ® Y5 viene dado por

Ty @ Th(r1 @ x2) = Tz ® Tohwo

y se extiende por linealidad.

Existe una relacién biunivoca entre F(X;Y) y X’ ® Y dada por
X'y — F(X;Y)

Z:c; ®y; +— T:T(x)= Zx;(x)y]

j=1 j=1



Preliminares (Parte I)

Por este motivo, usaremos la notacién tensorial para los operadores de rango finito entre X
eY. Esdecirsi T € F(X;Y), entonces T = qu:lmg @yjconal,...,x, € X' eyr,...,y, €Y.

A lo largo este trabajo iremos dando las definiciones que usaremos en los momentos perti-
nentes. Sin embargo, como usaremos distintos tipos de ideales de operadores de Banach, normas
tensoriales, propiedades de aproximacién y espacios localmente convexos, es conveniente dar
algunas definiciones basicas de estos, mostrar algunos ejemplos e ir fijando la notaciéon. Las
definiciones y resultados sobre ideales de operadores pueden encontrarse en los libros de Defant
y Floret [DF], de Pietsch [Piel] y de Diestel, Jarchow y Tonge [DJT], mientras que para la teoria
de productos tensoriales nos referimos a [DF], al libro de Diestel, Fourie y Swart [DFS] y de
Ryan [Rya2]. Los resultados sobre espacios localmente convexos se encuentran en los libros de
Dunford y Schwartz [DS], Kothe [K&ét1, K6t2], Robertson y Robertson [RR| y Schaefer [Schl].
Los resultados basicos sobre la propiedad de aproximacién se pueden encontrarse en los libros
de Lindenstrauss y Tzafriri [LT3] y en [DFS] y en el resumen de Casazza [Cas]. También se

encuentran en [DF, Rya2].

Ideales de operadores

Si bien varios autores trabajaron con distintos ideales de operadores, como son los operadores
compactos, aproximables y débiles compactos entre otros, no fue hasta que en 1968 Albretch
Pietsch not6 la importancia de esta estructura. El y su escuela fueron los que comenzaron a
estudiar ideales de operadores en forma abstracta, teoria que quedd plasmada en la principal
obra del tema, [Piel] escrita por Pietsch en 1978.

Un ideal de operadores A es una clase de operadores que satisface las propiedades:

(1) Para todo par de espacios X e Y, A(X;Y) es un subespacio de £(X;Y") que contiene a los

operadores de rango finito.

(2) SiT € A(X;Y),Re L(X0;Y)y S € L(Y;Y)), entonces la composicién SoToR € A(Xo; Yo);

cualesquiera sean X, Yy espacios de Banach.

Es claro la clase mas chica de ideales de operadores es la de los operadores de rango finito,
mientras que la mayor es la de los operadores continuos. Un ideal de operadores A es un ideal

de operadores de Banach si existe una funcién | - || 4: A — R>g tal que

(1) Para todo par X e Y, (A(X;Y), || -||.4) es un espacio de Banach.

(2) En L(K;K), |lidk[[a =1
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(3) SiT € A(X:;Y), Re L(Xo:Y) y S € L(Y; V), entonces [|S o T o R4 < || S|||T]al| .

Para simplificar, un ideal de operadores lo llamaremos simplemente ideal y a un ideal de
operadores de Banach lo llamaremos ideal de Banach. Para dos ideales de Banach A y B,
decimos que A C B si para todo par de espacios de Banach X e Y, A(X;Y) C B(X;Y) y
Tz < ||T||.4 para todo operador T' € A(X;Y). En particular, A C Ly ||-|| < || -||.4 para todo
ideal de Banach A.

Usaremos frecuentemente el ideal de operadores aproximables, F, formado por aquellos op-
eradores que son aproximados, en norma supremo, por operadores de rango finito. En otras

palabras, F(X;Y) = mll.\\

. También el ideal de operadores compactos (resp. débiles com-
pactos) formado por aquellos operadores que aplican conjuntos acotados en relativamente com-
pactos (resp. en relativamente débiles compactos) y los notaremos con K (resp. W). Los ideales
F, K y W son ideales de Banach si se los considera con la norma de operadores.

Paral <p<ooy %+]§ = 1, un operador T' € L(X;Y) se dice p-nuclear si existen sucesiones

(@h)n € Gp(X") € (ga)n € L5(Y) () € oY) si p = 1) tales que

o
T = Zx% R Yn-
n=1

El conjunto de los operadores p-nucleares, que se denota con NV, es un ideal de de Banach si se

lo dota con la norma
1Tl n;, = {27 nllpll (n)nllpe }

donde el infimo se toma sobre todas las posibles representaciones de T'. Analogamente, el ideal
de Banach de los operadores p-nucleares a derecha, denotado con NP, esta formado por los

operadores T' € L(X;Y) tales que
(o)
n=1

i n - n 0 ip= n)n .
para alguna sucesién (z7,), € £(X') ((27,)n € co(X') sip=1) e (yn)n € £p(Y). El ideal N7 es

n

de Banach con la norma p-nuclear a derecha que viene dada por

T llave = f ([ (2, )nllpre | (g )|}

donde el infimo se toma sobre todas las posibles representaciones de 7. En particular, cuando
p =1, N' = N, obteniendo el ideal de Banach de operadores nucleares .
Un operador 7' € L(X;Y) es p-sumante (1 < p < 00) si aplica sucesiones débiles p-sumantes

de X en sucesiones p-sumantes de Y. El conjunto de los operadores p-sumantes serd notado con

4
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IL, y es un ideal de Banach con la norma
17|, = mf{C > 0: [[(Tzn)nlly < Cll(zn)nllpe}-

Un operador T' € L(X;Y) es p-integral (1 < p < o0) si existen un conjunto compacto K,
una medida de Borel finita ;o sobre K y operadores R € L(X;C(K))y S € L(Ly(n);Y") tales

que el siguiente diagrama conmuta

T Y JY Y”

: |
1

C(K) LP(M)a

donde C(K) y Lp(p) son las funciones sobre K continuas y p-integrales respectivamente e
I: C(K)— Lp(p) es la inclusién. Con I, denotaremos al ideal de los operadores p-integrales.

La norma p-integal viene dada por
1Tz, = Wt {[[RIU][S]|: T = SoIoR}

donde ei infimo se toma sobre todas las factorizaciones posibles de T'. El ideal I, con esta norma
es un ideal de Banach.

El ideal de Banach de operadores p-compactos fue introducido por Sinha y Karn en [SK1]
y lo denotamos con K,. Consiste en todos los operadores que aplican conjuntos acotados en
conjuntos relativamente p-compactos. Equivalentemente, un operador 7' € K, (X;Y) si existe

una sucesion (yn)n € £,(Y) tal que

T(Bx) € p-co{(yn)n}-

Segun [DPS2, Proposition 3.15], la norma p-compacta viene dada por

1T, = mf{[[(yn)nllp: T(Bx) C p-cof(yn)n}-

Por tltimo, el ideal de Banach de los operadores cuasi p-nucleares, QN,, fue introducido por
Persson y Pietsch en [PP]. Un operador T' € QN ,(X;Y) si existe una sucesién (z,), € £p(X’)

n

tal que
00 1
1Tz < (Z \x/n(x)v’) * para todo z € X,
n=1

y la norma cuasi p-nuclear viene dada por ||T||gnr, = mf{|[(2},)xllp}, donde el infimo se toma

sobre todas las sucesiones que cumplen la desigualdad anterior.

5
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Dados A y B ideales de Banach, el ideal de composicién A o B esta dado por
AoB(X;Y)={T=RoS: SeB(X;Z),R € A(Z;Y) para algun espacio de Banach Z}.
En general, la funcién || - [|408: A o B — R>( definida por
17| 408 = Inf{[|R]|.4]|S||5: T = Ro S}

no es una norma (ver [DF, 9.10]). Sin embargo, si || - ||.4 o || - || coincide con la norma usual de

operadores, entonces A o B es un ideal de Banach.

Normas tensoriales

Asi como identificamos X' ® Y y F(X;Y), podemos identificar a X ® Y con un subespacio

de los operadores de rango finito entre X’ e Y bajo la relacién

XY — FX4Y)
n n
ij @y, — T:T2 = Zm’(xj)yj.
j=1 j=1
Por lo tanto, una forma natural de inducir una norma en X ® Y es considerando la norma
usual de operadores de esta asociacién. Esta norma tensorial se denomina norma tensorial in-
yectiva y se denota con e. Explicitamente, para un tensor u = 2;21 r;®y; € X®Y, la norma
tensorial inyectiva viene dada por
n
e(u; X,Y) = sup {H Z:L"(:L‘j)yjH: 7 e BX/}.

i=1

n

Por otro lado, para un tensor u = ijl zj®y; en X ®Y (visto como un operador de rango

finito) se obtiene, directamente de la desigualdad triangular, la desigualdad

e(w; X,Y) < D llalllysll-
j=1

Como este mismo argumento se puede utilizar para cualquier representacién de u, se sigue que
n
c(us X, Y) < inf { 37 Iy}
j=1

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones posibles de u. Asi, obtenemos la norma

tensorial proyectiva, que se denota con 7 . Es decir, parau € X ® Y,
n n
w(us X, V) = b { 3 ol 0= D25 00, ).
j=1 J=1

6
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En general, una norma tensorial « asigna a cada par de espacios de Banach X e Y, una
normaen X ® Y, a(;X,Y). Sia X ® Y lo consideramos con la norma «, lo denotamos con
X ®qY y con X®,Y a su completacién. Todas las normas tensoriales que vamos a considerar

en este trabajo cumplen con las condiciones

(1) e < a < . Es decir, para todo par de espacios X e Y y para todo tensor u € X ® Y,

e(w; X,Y) < a(u; X, V) < n(1; X, ),

(2) SiTy € L(X1;Y1) y Ts € L(X2;Y3), el operador
T1RTh: X1 ®a Y1 = Xo®qy Yo
es continuo y
1Ty @ Ta|| < [Tl T2,
cualesquiera sean X1, Xo, Y7, Ys espacios de Banach.

Una norma tensorial que cumple (1) y (2) se la denomina norma razonabale. Todas las normas
utilizadas a lo largo del trabajo seran finitamente generadas. Esto significa que para todo tensor

ueX®Y,

a(u; X,Y) =mf{a(u; VW) ue VeoWconVC X, WCY, dmV,IW < co}.
Notemos que esta propiedad nos permite definir las normas tensoriales sobre espacios de dimen-
sién finita.

Dada una norma tensorial a, la norma tensorial traspuesta de «, o' se define de la siguiente

manera: Si u € X ® Y estd dado por u = Y7, z) ® yg

n
o (u; X,Y) = a(u'; Y, X) = a(z e @ xk; Y, X).
j=1
Ademaés de las normas tensoriales proyectiva e inyectia, utilizaremos las normas tensoriales

de Chevet-Saphar que se definen de la siguiente manera: Para 1 < p < oo, % + 1% =1(p =1si

p = 00) y para un tensor u € X @ Y,

dp(u; X, V) = mf{[[(@n )n[pre | (yn)nllp}  (sip =11 1w = - [lo0)

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de u. Andlogamente, intercambiando

los roles de las normas tenemos

gp(u; X, Y) = mf{[[(@n)n[pll(yn)nllpe ) (sip =1, ][ [[ie = |- [l0)

7
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donde el infimo se toma sobre todas las representaciones de wu.

De las definiciones, se tienen las siguientes propiedades
(a) Para todo 1 <p < oo, g, =d}, y dp = gb.
(b) d1 =g =T.
(c) Paral<p<qg<oo,m<gy<gs<eym<d,<d;<e.

Existe una descripcion de los elementos de los productos tensoriales completos X @de y
X @QPY. La demostracién de esta caracterizacién se puede encontrar en [DF, Proposition 12.6]

o [Rya2, Lemma 6.9 y Proposition 6.10].
Proposicion. Sean X eY espacios de Banach y1 <p < oo y % + }% =1 entonces

(a) Para (zn)n € £p(X) € (yn)n € £(Y) (co(Y) sip=1), el elemento

oo
u:an@)yneX@ng.

n=1

(b) Siu € X®ng, entonces dado € > 0 existen sucesiones (Tn)n € {p(X) € (yn)n € £(Y)
(co(Y) sip=1) tales que

o
u= e ®yn € X80,Y vy gp(w X,Y) < [[(@n)ullpl(yn)allp < 9ol X,Y) +e.

n=1
Proposicién. Sean X eY espacios de Banach y1 <p < oo y % + Z% =1 entonces

(&) Para (yn)n € €p(Y) y (zn)n € € (X) (co(X) sip=1), el elemento

(oo}
u:an@)yn GX@)de.

n=1

(b) Siu € X@)de, entonces dado € > 0 ezisten sucesiones (yn)n € €p(Y) y (2n)n € £ (X)

(co(X) sip=1) tales que

o0
U= an ®Yn € X@)dpy y  dp(u; X,Y) < |[(@n)nllpel|(yn)nllp < dp(u; X, Y) +e.

n=1
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Espacios localmente convexos

Los espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos o espacios localmente convexos son
espacios vectoriales dotados de una topologia que respeta la estructura lineal de los espacios,
generalizando la nocién de espacios normados. En este trabajo, aparecen al estudiar propiedades
de aproximacién donde la convergencia de operadores es puntual, sobre conjuntos compactos,
sobre conjuntos p-compactos, etc. También es la estructura topoldgica natural que tienen los
espacios de funciones holomorfas (que en general no son espacios de Banach).

La topologia de un espacio locamente convexo puede definirse a través de una familia de
seminormas como sigue. Dado un espacio vectorial V' y una familia de seminormas £ existe una
topologia 7 tal que (V,7) es un espacio localmente convexo y todas las seminormas de 9 son
continuas. Una base de entornos de la topologia mas gruesa que cumple esto viene dada por los
conjuntos de la forma

{reV: sup gi(z) <e} 6 ﬂ{x eV:gq(x) <e},
i=1

1<i<n

donde ¢1,...,¢, € Q y € > 0. Vamos a decir que esta topologia de V esta determinada por la
familia 9. La topologia determinada por la familia de seminormas £ es Hausdorff si para todo
z € V existe una seminorma ¢ € 9 tal que ¢(x) > 0. Una red (z4)s €s un espacio localmente
convexo cuya topologia esta determinada por la familia de seminormas £ converge a un elemento
x siy sélo si q(z,) converge a g(x) para toda seminorma g € Q.

Aunque en general los espacios localmente convexos no son necesariamente normables, la
existencia de una base localmente convexa para el vector cero es lo suficientemente fuerte para
sustentar el teorema de Hahn-Banach, produciendo asi una teoria lo suficientemente rica de
funcionales lineales continuas.

En particular, un espacio de Banach X considerado con la topologia débil es un espacio

localmente convexo determinado por la familia de seminormas
qo (1) = |2/ ()| donde 2’ € X'.

Dados dos espacios localmente convexos F y F' cuyas topologias estan determinadas por
las familias de seminormas Qp y Qp, un operador T' € L(FE; F) se dice continuo si para cada

seminorma ¢ € Qg existe una seminorma p € Qr tal que

p(Tz) < q(x),

9
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para todo x € E. Andlogamente, un operador 7' € L(E; F) es continuo si para cada entorno

V={yeF:py) <1} de F, existe un entorno U = {z € E: q(z) < 1} de E, tal que
TWU)CV.

Dados dos espacios localmente convexos E y F', podemos dotar al espacio de operadores
lineales y continuos entre E y F'; L(E; F') de una topologia a partir de una familia de conjuntos
de E. En efecto, dada una familia de conjuntos il de F, se define la topologia de convergencia
uniforme sobre los conjuntos de il como la topologia generada por las seminormas

p(T) = sup q(T'x)
zelU
donde U € i y ¢ es una seminorma continua de F. En particular, cuando F' = K, variando la
eleccién de U obtenemos distintas topologias sobre el espacio E’ generadas por las seminormas
p(z’) = sup [/ (z)|.
zelU
Por ejemplo, si 4 es la familia de conjuntos compacto de F, obtenemos la topologia de conver-
gencia de uniforme sobre conjuntos compactos, que denotaremos 7. y, en el caso que F = K,
simplemente notamos E.. Por otro lado, si 4l es la familia de conjuntos finitos de E, en L(E; F)
obtenemos la topologia de convergencia puntual. En el caso que tomamos EF = X un espacio de
Banach y F = K, obtenemos en X’ la topologia débil* que esta determinada por las familia de
seminormas

q:(2) = |2/ (x)| donde z € X.

En particular, si consideramos la una familia de conjuntos {4 de E, en E’, la topologia de

convergencia uniforme sobre los conjuntos 4 tiene una base de entornos de la forma
U° = {2’ € E': |2'(x)] <1 para todo x € U} con U € {L

Dado U en E, llamamos polar de U al conjunto U° en E’. A toda topologia de un espacio
localmente convexo F se la puede ver como una topolgia de convergencia uniforme [RR, Pag. 48|.
Dado un entorno U de E, absolutamente convexo de E, entonces U°® = U [RR, Pag 36.] y, por

lo tanto, la topologia en F es la topologia de convergencia uniforme sobre los conjuntos U°.

Propiedad de aproximacion

En el estudio de funciones, representarlas a las funciones como limites de una sucesién de

funciones con propiedades conocidas. Como, en el caso de operadores lineales entre espacios de

10
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Banach, la clase mds sencilla son los operadores de rango finito, es conveniente saber cuando un
operador es limite de operadores de rango finito. En particular, como el limite en norma de una
sucesion de operadores de rango finito es un operador compacto, es natural preguntarse cuando
los operadores compactos son aproximables. En otras palabras, jbajo que condiciones vale la
igualdad

F(X;Y)=K(X;Y)?

El primer estudio sisteméatico de este problema, conocido como el problema de aproximacién,
fue realizado por Grothendieck en su célebre Resumé [Gro2]. En este trabajo, se establece las

siguientes equivalencias (ver [Gro2, Proposition 35] o [LT3, Theorem 1.e.4]).

Proposicién (A). Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) Para todo espacio de Banach'Y, F(Y;X) es || - ||-denso en K(Y; X).

(ii) Idy € F(X;X)".

(iii) F(X;X) es Te-denso en L(X; X).

(iv) Para todo espacio de Banach'Y, F(X;Y) es 1.-denso en L(X;Y).

(v) Para todo espacio de Banach'Y, F(Y;X) es 1.-denso en L(Y; X).

(vi) Para todo par de sucesiones (zn)n € X y (2},)n € X' tales que Y o7 |lzh|l|lzn]] < o0 y

Yool xh(x)xy =0 para todo x € X, entonces y ooy @) (x,) = 0.

Un espacio de Banach X que cumpla con alguna de estas propiedades se dice que tiene
la propiedad de aprozimacion. En particular, la equivalencia (vi) es conocida como condicion
de traza sobre los operadores nucleares. De hecho, (vi) implica que, si X tiene propiedad de
aproximacion, entonces sobre los operadores nucleares de X en X esta bien definido el operador
de traza ver [Pie2, 5.7.4].

A contiuacién citamos algunos de los ejemplos clasicos espacios con propiedad de aproxima-

cién, ver por ejemplo [Rya2, Cép. 4].

Ejemplo. Los siguientes espacios tienen propiedad de aproximacion.
(a) co y £y, para 1 < p < oo.

(b) Para 1 <p < oo, Ly(p) con p una medida de Borel regular.

(c) C(K), el espacio de funciones continuas de un compacto K en el cuerpo.

11
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(d) Los espacios duales C(K)" y Loo(1)'.

En vista de las equivalencias (i), (iv) y (v) de la Proposicién (A), es razonable preguntarse
en que situacién los roles de X e Y pueden intercambiarse en (i). La respuesta viene dada en el

siguiente resultado de Grothendieck [Gro2, Proposition 36].
Proposicién (B). Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:
(i) X' tiene la propiedad de aproximacion.
(ii) Para todo espacio de Banach'Y, F(X;Y) es || - ||-denso en K(X;Y).

La relacién entre las Proposiciones (A) y (B) queda clarificada con el siguiente resultado

[Gro2, Proposition 36].

Proposicién. Sea X un espacio de Banach. Si X' tiene la propiedad de aprozimacidn, entonces

X la tiene.

Sin embargo, existen espacios de Banach con la propiedad de aproximacion tal que su dual
no la tiene, ver por ejemplo [DF, Pag. 65] o [Rya2, Pag 74] y, por lo tanto, los roles de X e Y
en el item (i) de la Proposicién (A) no son intercambiables.

La propiedad de aproximacion también permite afrontar el estudio de la teoria de operadores
entre espacios de Banach utilizando la teoria de productos tensoriales. Como dijimos existe una

relaciéon biunivoca entre F(X;Y) y X’ ® Y dada por

i: X'®Y — F(X;Y)
Y@y — T:Ta =377, x3(x)y;.

Luego, por un lado, directamente de la definicién de la norma tensorial inyectiva se tiene, para

todo par de espacios de Banach X e Y, que
i: X'®.Y - F(X;Y),

donde el operador ¢ es extendido por densidad, es un isomorfismo isométrico. Por lo tanto, de

la Propiedad (A) y (B) se deduce el siguiente resultado, ver también [DF, Proposition 5.3].

Proposicién. Si X’ oY tienen propiedad de aproximacidn, entonces

X'®.Y es isométricamene isomorfo a K(X;Y).

12
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Por otro lado, gracias a las descripciones de la norma tensorial proyectiva y los operadores
nucleares, el mismo operador ¢ induce la aplicacién
i X'®:Y — N(X;Y)
S @y — T:Ta =% (2)yn.
Esta aplicacién, en general, resulta ser una suryeccién [Rya2, Pag. 40], sin embargo de la

condicién de traza se tiene el siguiente resultado, [DF, Theorem 5.6], [Rya2, Corollary 4.8].

Proposicién. Si X’ oY tienen la propiedad de aprorimacion, entonces
ker {i: X'®,Y = N(X;Y)} =0.

En particular,

X'®,Y es isométricamente isomorfo a N (X;Y).

Para finalizar, vamos a considerar una propiedad mas fuerte que la propiedad de aproxi-
macién, la cual se obtiene de imponer una cota a la norma de los operadores de rango finito
que aproximen a la identidad. Para A > 1, un espacio de Banach X tiene la A-propiedad de

aproximacion acotada si
{Te F(X;X): |[T|| <A} es7.—densoen L(X;X).

En general, decimos que un espacio tiene la propiedad de aproximacién acotada si tiene la A-
propiedad de aproximacién acotada para algin A > 1 y la 1-propiedad de aproximacién acotada
suele llamarse la propiedad de aproximacién métrica. Es claro que la propiedad de aproximacion
acotada implica la propiedad de aproximacién. La reciproca no es cierta y el contraejemplo se
debe a Figiel y Johnson [FJ].

Para mas informacién sobre la propiedad de aproximacion referimos al lector los libros de
Defant y Floret [DF], Diestel, Fourie y Swart [DFS]|, Lindenstrauss y Tzafriri [LT3] y Ryan

[Rya2]. También pueden encontrarse un vasto material en el resumen de Casazza [Cas].
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Capitulo 1

Conjuntos y operadores A-compactos

1.1. Conjuntos A-compactos y su tamano

Una de las herramientas principales utilizadas para nuestro estudio de propiedades de aproxi-
macién es la caracterizacion de un conjunto compactos en términos de una sucesién convergente
a cero. Este resultado se debe a Grothendieck y puede encontrarse, por ejemplo, en [LT3, Propo-

sition 1.e.2] o en [DF, Corollary 3.4 (2)].

Proposicién 1.1.1 (Grothendieck). Sea X wun espacio de Banach. Un conjunto K C X es
relativamente compacto si y sélo si existe una sucesion (xy)n, € co(X) tal que K C co{(zp)n}-
Mads aun, se tiene la siguiente igualdad,
;‘g}gllﬂl = mf{|[(zn)nlloc: K C co{(zn)n}}-
De la proposicién anterior se desprende el siguiente resultado que caracteriza a los conjuntos
compactos en funcién de operadores aproximables. Si bien es un resultado béasico, no lo hemos

encontrado en la literatura usual y tiene la estructura de los resultados que aparecen en adelante.

Proposiciéon 1.1.2. Sea X un espacio de Banach. Un conjunto K C X es relativamente com-
pacto si y solo si existen un operador T € F({1; X) y un conjunto compacto L C By, tales que

K CT(L). Mds atun, se tiene la igualdad,
sup ||z|| = f{||T||: T € F(¢1; X), T(L) con L C By, compacto}.
zeK

Demostracién: Es claro que si K C T(L) con T € F(¢1;X) y L C By, compacto, entonces
K es relativamente compacto y sup,c ||z] < SUD.ep,, ITz|| = ||T||. Para la otra implicacién,
fijemos € > 0 y un conjunto relativamente compacto K C X. Por la proposicién anterior, existe

una sucesion (z, ), € co(X) tal que K C co{(2n)n} ¥ [[(Zn)nlloc < sup,ecx ||z]|+¢. Tomemos una
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

sucesion (f5y)n € Be, tal que, la sucesiéon dada por Z,, = Z—Z, n € N, cumple que (Z,,), € co(X)
Y 1 Zn)nlloo < ||(®n)nlleo + €. Sea T': 1 — X el operador tal que Te, = Z,, extendido por
linealidad y densidad a ¢;. Debido a que T'(By, ) = co{(Zn)n}, T es un operador compacto que,
como ¢} = l tiene propiedad de aproximacién (ver pag. 11), resulta que T es aproximable (ver
pag. 12, Proposicién (B)). Ademds, notando con L al conjunto L = co{(Snen)n} C By,, por la
proposicién anterior, tenemos que L es relativamente compacto, obteniendo que K C T(L) y
que

17N = 1[(@n)nlloc < 1(¥n)nlloo +& < sup ||z + 2¢.
zeK

Como ¢ > 0 es arbitrario, obtenemos el resultado. O
En 1984, Carl y Stephani, basdndose en la caracterizacion de Grothendieck de los conjuntos
relativamente compactos definen, para un ideal A, los conjuntos relativamente .A-compactos y

las sucesiones A-nulas de la siguiente manera.

Definiciéon 1.1.3. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Un conjunto K C X es
relativamente A-compacto si existen un espacio de Banach'Y , un operador T € A(Y;X) y un
congunto L C'Y compacto tales que K C T(L). Un conjunto es A-compacto si es relativamente

A-compacto y cerrado.

Definicién 1.1.4. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Una sucesion (xy), es A-nula
si existen un espacio de Banach Y y un operador T € A(Y;X) con la siguiente propiedad:

Dado € > 0 existe n. € N tal que x,, € €T (By) para todo n > n..

El conjunto de las sucesiones A-nulas de un espacio de Banach X es un espacio vectorial
que denotaremos con c¢o 4(X). Existe una caracterizacién 1til de las sucesiones A-nulas que se

puede encontrar en [CS, Lemma 1.2].

Lema 1.1.5. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Una sucesion (x,), C X es A-nula si
existen un espacio de Banach'Y ', un operador T € A(Y; X) y una sucesion (yn)n € co(Y) tales

que x,, = Ty, para todo n € N.

La siguiente caracterizacién sobre A-compacidad es un compilado de resultados obtenidos

en [CS, Section 1].

Teorema 1.1.6. Sean X un espacio de Banach, K C X un conjunto y A un ideal. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes.
(i) K es relativamente A-compacto.
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1.1 Conjuntos A-compactos y su tamano

(ii) Ewisten un espacio de Banach'Y y un operador T € A(Y;X) tales que para todo € > 0

existen finitos z{ € X, 1 <1 < k. que realizan un cubrimiento de K :

ke
K c | J{2 +eT(By)}.

i=1
(iii) Ewiste una sucesion A-nula (xn), C X tal que K C co{(zn)n}-

Ejemplos 1.1.7. Los conjuntos compactos coinciden con los conjuntos F-compactos y, para

1 < p < o0, los conjuntos p-compactos coinciden con los conjuntos NP-compactos.

Demostracién: Que los conjuntos compactos coinciden con los conjuntos F-compactos se debe
a la Proposicion 1.1.2. Para 1 < p < oo, de la definicién de operador p-nuclear a derecha se
deduce que todo conjunto N'P-compacto es p-compacto. Ahora, sea K un conjunto p-compacto
de X y sea (z,)n € £p(X) una sucesion tal que K C {> 07 | an®pn: (an)n € By, } con % + F% =1
(ly = co sip =1). Sea (Bn)n € Bc, una sucesion tal que, si &, = g—z para todo n € N,
entonces la sucesién (Z), € £p(X). Consideremos (e},), la sucesién de funcionales sobre £,
que manda una sucesién a su n-ésima coordenada. Definamos el operador T': £, — X dado
por T' = 3%, €, ® &n. Denotando con M al conjunto de £, M = {(anfn)n: (an)n € By, },

tenemos que K C T'(M). Como el operador T es p-nuclear a derechay M C ng, es relativamente

compacto, se tiene que todo conjunto p-compacto es N'P-compacto. O

Toda norma « definida sobre el ideal A nos permite definir una forma de medir el tamano

de los conjuntos A-compactos.

Definicion 1.1.8. Sean X un espacio de Banach, A un ideal, o una norma sobre A y K C X

un conjunto relativamente A-compacto. El tamano a-A-compacto de K en X es
maa(K;X) =if{a(T): K CT(M), T € AY;X) y M C By compacto},

donde el infimo se toma sobre todos los espacios de Banach'Y , todos los operadores T € A(Y; X)
y todos los conjuntos compactos M C By tales que vale la inclusion K C T'(M).

Si K C X no es relativamente A-compacto, ma o(K; E) = oco.

Para simplificar la notacién, si (A, ||.|| 4) es un ideal de Banach, usaremos la notacién my
en lugar de my ., v la llamaremos medida A-compacta. La siguiente proposicién muestra las

propiedades més relevantes de los conjuntos A-compactos y de su medida.

Proposicién 1.1.9. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach.
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

(a) Si K1, Ko C X son conjuntos relativamente A-compactos y A € K, entonces K1 + AKy es
relativamente A-compacto y ma(K1 + AKo; X) < ma(K1; X) + [ A|ma(K2; X).

(b) Si K C X es relativamente A-compacto y L es un subconjunto de K, entonces L es relati-

vamente A-compacto y my(L; X) < my(K; X).

(c) El conjunto K C X es relativamente A-compacto si y solo si, co{K} es A-compacto.
Ademas, se cumple que ma(K; X) = ma(co{K}; X).
(d) Sean x € X y K = {Ax: |\| <1}. Entonces ma(K; X) = ||z|.
(e) Para todo conjunto K C X relativamente A-compacto se tiene que sup ||z|| < ma(K;X) .
zeK
(f) Sea B es un ideal de Banach y B C A. Si K C X es relativamente B-compacto, entonces es
relativamente A-compacto y ma(K; X) < mp(K; X).

(g) Si K C X esrelativamente A-compacto yT € L(X;Y), entonces T(K) C Y es relativamente
A-compacto y ma(T(K);Y) < ||T[|ma(K; X).

Demostracién: Sélo mostraremos el item (a), los demds se deducen directamente de las defini-
ciones. Sean ¢ > 0, A € Ky K; y K5 conjuntos relativamente A-compactos de X. Existen Y7 e
Y5 espacios de Banach, conjuntos compactos L1 C By,, Ly C By, y operadores T} € A(Y1; X)
y Ty € A(Y2; X) tales que K; C Ti(L;) y |Tilla < ma(K;X) + €, para ¢ = 1,2. Consid-
eremos el espacio Y = Y7 X Ys que, con la norma |[(y1,y2)| = méax{|ly1, ||y2||} resulta un
espacio de Banach. Si P;: Y — Y] es la proyeccién canénica (i = 1,2), definimos el operador
T =TioP,+XI0Ps. Luego T € A(Y; X) y, tomando al conjunto compacto L = L1 x Ly C By,
tenemos que Ky + AKy C T(L). Luego Kj + AK3 es relativamente A-compacto y

mA(K1 + AK2; X)) < || Tla < [Tulla+ [AlIT2].4

<
< ma(K1; X) + [ Nma(Ko; X) + 2.

Como € > 0 es arbitrario, la demostracién concluye. O

El siguiente corolario es una versién A-compacta de la caracterizaciéon de Grothendieck de los
conjuntos compactos en términos de las sucesiones convergentes a cero. Nos permitira medir a los
conjuntos relativamente A-compactos sélo utilizando las sucesiones A-nulas. Para simplificar, en
adelante notaremos con ma((xy)n; X) la medida A-compacta del conjunto formado la sucesién
A-nula (z,,), en lugar de mu({(xn),}; X). En particular, por el item (c) de la Proposicién 1.1.9

tenemos la igualdad

mA((zn)n; X) = ma(co{(zn)n}; X).
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Corolario 1.1.10. Sean X wun espacio de Banach y A un ideal de Banach. Un conjunto
K C X es relativamente A-compacto si y sdlo si existe una sucesion (xp), C X A-nula

tal que K C co{(zp)n}. Mds ain, se tiene la igualdad,
ma(K: X) = inf {ma((@)n; X): K C cof (za)a} }-

Demostracién: Sea K C X un conjunto relativamente A-compacto. Por el Teorema 1.1.6 existe
una sucesién (zp)n € co 4(X) tal que K C co{(zp)n} ¥y, por el item (b) de la Proposicién 1.1.9,
tenemos que ma(K;X) < mg((xy)n; X). Para obtener la igualdad, fijemos ¢ > 0 y tomemos
un espacio de Banach Y, un conjunto compacto L C By y un operador T € A(Y;X) tal
que K C T(L) y [[T]la < (14 ¢e)my(K;X). Como L es compacto y sup,ey [lyl < 1, por la
Proposicién 1.1.1 existe una sucesion (yn)n € co(Y) tal que L C co{(yn)n} ¥ [|(Un)nllocc < 1 +¢.

Luego, (Tyn)n € coa(X), K C co{(Tyn)n} y, como M = l—igco{(yn)n} C Bx es un conjunto

compacto, por la Proposicion 1.1.9, tenemos que
mA((Tyn)as X) = (14 )ma(T(M); X) < (14 )||T]la < (14 ) ma (K X).

Como € > 0 es arbitrario, se tiene la igualdad deseada. O

Observacién 1.1.11. Sea X un espacio de Banach.

(a) Si K C X es un conjunto relativamente compacto, por la Proposicién 1.1.2 tenemos que
sup{[le]l: @ € K} = mp(; X) = inf {[(n)ulloc: K € cof (zn)a} }.

(b) Para 1 < p < o0, si K C X es un conjunto p-compacto, el argumento hecho en el Ejemp-

lo 1.1.7 permite deducir que
s (K X) = inf { | (@) s K © p-cof (z)a} -

El préximo resultado muestra que las definiciones de conjuntos relativamente A-compactos
y de la medida my pueden ser reformuladas considerando sélo operadores en A(¢1; X) como,

vimos que vale para los conjuntos relativamente compactos en la Proposicién 1.1.2.

Proposicion 1.1.12. Sean X un espacio de Banach, K C X un conjunto y A un ideal de

Banach. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) K es relativamente A-compacto.
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(ii) Ewmisten un espacio de Banach Y, operadores T € A(Y;X) y S € F(£1;Y) y un conjunto
relativamente compacto M C By, tales que K C T o S(M). Mds ain,

mA(K; X) = mf{|| T all S]]}

donde el infimo es tomado sobre todos los espacio de Banach Y, operadores T y S y

conguntos M como antes.

(iii) Ewisten un operador T' € A(f1; X) y un conjunto relativamente compacto M C By, tales
que K C T(M). Ademds,
mA(K; X) = mf{|| T 4},

donde el infimo es tomado sobre todos los operadores T € A({1; X) y todos los conjuntos

M C By, como antes.

Demostracion: Supongamos que K C X es relativamente A-compacto. Dado € > 0, existen
un espacio de Banach Y, un conjunto compacto L C By y un operador T € A(Y; X) tales que
KcTWL)y |IT|a < (1+4e)my(K;X). Como L C By es compacto, por la Proposicién 1.1.2
existen un operador aproximable S: ¢; — X y un conjunto compacto M C By, tales que

LcSM)y|S||<1l+e. Luego, KCT(L)yCToS(M)y
ma(K; X) <||IT o Slla < | Tl|allSII < (1 +e)|Tla < (1 +e)*ma(K; X).

Como € > 0 es arbitraio, obtenemos que (i) implica (ii). Que (ii) implica (iii) y que (iii) implica

(i) es claro. O

Corolario 1.1.13. Sean X un espacio de Banach, A un ideal de Banach y K C X un conjunto.
Entonces K es relativamente A-compacto si y sélo si K es relativamente A o F-compacto y

mA(K; X) = my 7 (K X).

Demostracién: Como Ao F C A, por el item (f) de la Proposicién 1.1.9, todo conjunto
relativamente A o F-compacto es relativamente A-compacto y ma(K;X) < m o7 (G X). La
otra implicacién esta dada por el item (ii) de la proposicién anterior que, al combinarlo con el

ftem (iii) de la misma, da como resultado que ma(K; X) = m 4 =(K; X). O

Recientemente, Delgado y Pifieiro [DP1] definieron las sucesiones p-nulas con p > 1 de la
siguiente forma: Una sucesion (z,,), en un espacio de Banach X es p-nula si dado € > 0, existen

ng € Ny una sucesion (z1)r € €By,(x) tales que x,, € p-co{(zy)r} para todo n > ng. Usando
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la medida de los conjuntos p-compactos, podemos redefinir la sucesiones p-nulas de la siguiente

manera. Una sucesion (z,,), en un espacio de Banach X es p-nula si

lim  mpe ((Tn)ns>m; X) = 0.

m—o0

En [DP1, Theorem 2.5], los autores caracterizan a los conjuntos p-compactos como aquellos que
estan contenidos en la capsula convexa de una sucesién p-nula. Luego, bajo ciertas hipdtesis
sobre el espacio de Banach X, prueban que una sucesion es p-nula si y sélo si es una sucesion
convergente a cero y forma un conjunto p-compacto, [DP1, Proposition 2.6]. Ademés, preguntan
si el resultado es cierto para cualquier espacio de Banach. Oja [Oja3, Theorem 4.3] da una re-
spuesta afirmativa a esta pregunta. Para ello, describe el espacio de sucesiones p-nulas como un
espacio de un producto tensorial donde utiliza la norma tensorial de Chevet-Saphar. Nosotros
mostramos que el resultado se puede obtener como consecuencia inmediata del siguiente resul-

tado elemental de la teoria de A-compacidad.

Proposicién 1.1.14. Sean X un espacio de Banach, A un ideal de Banach y (x,)n, C X una

sucesion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) La sucesion (zn)n es A-nula.
(i) Mmoo ma((Tn)n>m; X) = 0.
(i) La sucesion (zy)y pertenece a co(X) y es relativamente A-compacta.

Mas ain, dado ¢ > 0, existen un espacio de Banach Y, una sucesion (yn)n € Beyyy y un

operador T' € A(Y; X) tales que ||T||4 < ma((xn)n; X) +¢, y 2 = T(yn) para todo n € N.

Demostracién: Tomemos una sucesién (x,), A-nula. Por el Lema 1.1.5, existen un espacio
de Banach Y, un operador 7' € A(Y;X) y una sucesion (y,)n € co(Y) tales que =, = Ty,
para todo n € N. Fijado € > 0, sea § = ¢[|T||;' y m € N tal que [|y,| < & para todo n > m.
Denotando con L al conjunto de Y dado por L = § '{y,: n > m}, obtenemos que L C By
es relativamente compacto y que {(zn)n>m} C 0T(L). Luego ma((zn)n>m; X) < 0||T|la =€y
asi se tiene que (i) implica (ii). Que (ii) implica (iii) es trivial.

Finalmente, supongamos que vale (iii) y consideremos la sucesién (zy,), € co(X) tal que el
conjunto {(x,),} es A-compacto. Dado & > 0, tomemos § > 0 tal que ma((2y)n; X)(20+52) < e.
Luego existen un espacio de Banach Y, un operador T' € A(Y;X) y un conjunto compacto
L C By tales que (xp), C T(L) y |T)|la < (1 + 0)ma((xn)n; X). Consideremos el operador
cociente g: Y — Y/ker (T) y el operador inyectivo T tal que T = Toq. Luego (z,)n C T(q(L))y
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

como (2,)n € co(X), T es inyectivo y ¢(L) es compacto, existe una sucesion (zy ), € co(Y /ker (T)))
tal que (zn)n C ¢(L) y Tzp = 2y, para todo n € N. Al ser ¢ un operador cociente, existe una
sucesion (yn ), C Y con qyn = 2, ¥ |lyn|| < ||2n]| + 6 para todo n € N. Por lo tanto, tenemos que

(14+0)T((1+6)"ty,) = 2, paratodon € N, (14 8) tyn), € Beyvy v
11+ )T 4 < (14 68)*ma((zn)n; X) < ma((@n)n; X) + &

Como € > 0 es arbitario, se tiene (i). O

1.2. Operadores A-compactos

La nocién de conjunto relativamente A-compacto induce, de forma natural, la nocién de
operadores A-compactos. Un operador es A-compacto si aplica conjutos acotados en conjuntos
relativamente A-compactos. La clase de estos operadores, que denotaremos 4, fueron intro-
ducidos en [CS]. Utilizando el tamano de los conjuntos A-compactos, podemos dotar al ideal

K 4 de una norma || - ||x, que lo hace un espacio de Banach.

Definicién 1.2.1. Sean X e Y espacios de Banach y T € Ka(X;Y). Definimos la norma
A-compacta de T por
1T, = ma(T(Bx);Y).

Una de las herramientas mas importantes usadas para el estudio de operadores compactos
y su relacién con la propiedad de aproximacion es la factorizacion de Davis, Figiel, Johnson y
Pelczynski [DFJP, Lemma 1], en su versién isométrica de Lima, Nygaard y Oja [LNO, Lem-
mas 1.1, 1.2]. En lo que sigue, presentaremos una version A-compacta de esta factorizacion,
basdndonos en [Rya2, Lemma 4.11]. Empecemos fijando notacién. Sea X un espacio de Banach,
para una sucesién (z,)n € co 4(X), el conjunto K = {Zf;l anTy: (an)p € Egl} es absoluta-
mente convexo A-compacto. El espacio Xg = |J;-; nK, que es un subsepacio de X, tiene una

norma dada por la funcional de Minkowski de K. Esta es
[|z]|| = nf{\ > 0: z € AK}.

Es claro que EXK = K. Por lo tanto la inclusién ¢: Xg — X es un operador A-compacto y
lt] < 1. Por [Rya2, Lemma 4.1], Xx es un espacio de Banach. Mds atn, con esta notacién

tenemos

Lema 1.2.2. El espacio (Xg,|||-]||) es un espacio de Banach separable y reflexivo.
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Demostracién: Consideremos el conjunto K = {30 Buzn: (Bn)n € D}, donde D son las
sucesiones en By, con coeficientes en Q en el caso real o en Q +iQ en el caso complejo. Es claro
que K C EXK y que es numerable. Si x € EXK, entonces existe una sucesion (o), € Egl tal
que z =Yy 2, apzy. Dado € > 0, tomemos la sucesién (8,), € D tal que ||(an — Bu)nli < ey
definamos T = ) 7 | B2, Entonces ¥ € K yz—7% € eK, por lo tanto tenemos que |||z —Z||| < e,
por lo que By, es separable, concluyendo que Xy también lo es.

Para ver que Xk es reflexivo, vamos a mostrar que EX% = JXg (EXK). Para ello, notemos
que por el teorema de Goldstine, FX;/( = W* Luego, si t: X — X es como arriba,
como " o jx, = jx o, tenemos

* *

"(Bxy) =" (jxyx (Bxy)" ) = jx o t(Bxy)"

= ]X(K) =Jjxo© L(EXK) =" onK(EXK)?

donde la segunda igualdad se debe a que ¢ es débil*-débil* por ser el traspuesto de un operador.

Como " es inyectivo ya que ¢ lo es, EX}/( = jxx(Bx,) vy por lo tanto Xx es reflexivo. O

Lema 1.2.3. Sean X wun espacio de Banach, A un ideal de Banach y K C X un conjunto
relativamente A-compacto. Dado € > 0 existen un espacio de Banach separable y reflexivo Y,
un conjunto compacto L C By y un operador inyectivo S € K4(Y; X) tales que K C S(L) y
ma(K: X) < [|Sllic, < malK:X) +e.

Demostracién: Sea € > 0 y tomemos d > 0 a determinar. Por el Corolario 1.1.10, existe una
sucesiéon (xy,), C X A-nula tal que K C co{(zp)n} v ma((zn)n; X) < (14 0)ma(K; X). Gracias
a la Proposicién 1.1.14, existen un espacio de Banach Z, una sucesién (2,)n € By (z) y un
operador R € A(Z; X) tales que Rz, = x, para todon € Ny ||R||l4 < (1 +6)?ma(K; X). Sea
(Bn)n € Be, una sucesion tal que ()n € (1+46)Be,(z) y definamos &, = R(5*) para todon € N.
Luego tenemos que (Zy)n € co A(X) ¥y ma((Zn)n; X) < ||R|.4(1 + §). Denotando con L C X al
conjunto A-compacto L = co{(&,),} consideremos el espacio de Banach separable y reflexivo
X1, obtenido en el lema anterior. Por [Rya2, Lemma 4.11], K C By es compacto y, siendo

t: X1, — X la inclusién, tenemos que +(K) = K C «(Bx,) = L. Por lo tanto, « € K4(X1; X) y
ma(K; X) < |lellc, = ma(L; X) < [[Rla(146) < ma(K; X)(1+6)°.

Tomando § > 0 tal que ma(K; X)(1+ )3 < ma(K; X) + €, tenemos el resultado. O

Corolario 1.2.4. Sean X wun espacio de Banach, A un ideal de Banach y K C X un con-
gunto. Entonces K es relativamente A-compacto si y solo si es relativamente K 4-compacto y

ma (K5 X) = myc, (K X).
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

Demostracién: Una aplicacién directa del lema anterior muestra que todo conjunto relativa-
mente A-compacto es relativamente K 4-compacto y la igualdad de las medidas. Ahora, si K C X
es relativamente K 4-compacto, entonces K C S(L) para algin operador S € K4(Y;X) y un
conjunto compacto L C By. Luego, K C S(By) y, por lo tanto, K es relativamente .A-compacto

con ma(K; X) < mua(S(Be, ); X) = ||T|xc.- Ast, ma(K; X) < my o (K; X). O
Con los Lemas 1.2.2 y 1.2.3, obtenemos una factorizacion de los operadores A-compactos.

Proposicién 1.2.5. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach yT € KA(X;Y).
Entonces, dado € > 0 existen un espacio de Banach separable y reflexivo Z, un operador compacto
R e K(X;2) con ||R|| <1 yun operador S € KA(Z;Y) inyectivo con ||S||x, < ||T|x,+¢, tales

que T =S o R. En particular, se tiene
Kis=K 0K isométricamente.

Demostracion: Sea T € K4(X;Y), € > 0 y denotemos con K = T(Bx). Como K es rela-
tivamente A-compacto, por el Lema 1.2.3, existen un espacio de Banach separable y reflexivo
Z, un conjunto compacto L C Bz y un operador S € K 4(Z;Y) inyectivo tales que K C S(L)
v ISy < Tk, + € Sea R: X — Z el operador definido por Rz = z si Sz = Tx. La
buena definicién y linealidad del operador R se deben a que S es lineal e inyectivo. Més atn,

R(Bx) = L, lo que muestra que R € K(X;Z) y ||R| < 1. Finalmente, de las definiciones se

tiene que T'= S o R y la proposicién queda demostrada. O

Antes de ahondar en el estudio de los operadores A-compactos, mostramos el siguiente
resultado que pone en evidencia la estrecha relacién que hay entre sucesiones A-nulas, conjutos

y operadores A-compactos.

Proposicion 1.2.6. Sean X un espacio de Banach, A y B dos ideales de Banach. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes.

(i) Ka(Y;X) Cc Kg(Y; X) para todo espacio de Banach'Y .

(if) Kall; X) C Kp(l1; X).

(iii) Todo conjunto K C X A-compacto es B-compactos y mg(K; X) < ma(K; X).
(iv) Toda sucesion (xn)n C X A-nula es B-nula y mg((zn)n; X) < ma((zn)n; X).

Demostracién: Es claro que (i) implica (ii). Supongamos que vale (ii) y tomemos K C X un

conjunto A-compacto. Dado € > 0, por el Corolario 1.1.10, existe una sucesién (z,), A-nula
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1.2 Operadores A-compactos

tal que K C co{(xn)n} y ma((n)n; X) < ma(K;X) + e. Si definimos el operador T: ¢1 — X
tal que T'(e,) = z,, y se lo extiende por linealidad y por densidad a ¢1, T' es A-compacto y
1Tk, = ma((xn)n; X). Como estamos suponiendo que (ii) es verdadero, T es B-compacto y
ITlxs < ||T|lxc 4, obteniendo asi que K es B-compacto y mp(K; X) < ||T|/x; < ma(K;X) +e.
Como ¢ es arbitraio, se sigue (iii). Que (iii) implica (iv) se obtiene mediante una aplicacién
directa de la Proposicién 1.1.14 (la equivalencia entre (i) y (iii)). Finalmente, si T' € K4(Y; X),
T(By) es A-compacto y por el Corolario 1.1.10, existe una sucesién (x,), A-nula tal que
T(By) C co{(zp)n}. Por (iv), (xn)n es B-nula y mg((zn)n; X) < ma((xn)n; X), por lo tanto
T € Kp(Y; X). Ademas, por el item (c) de la Proposicién 1.1.9, ||T'||x; < ma((zy)n; X). Como

esto ultimo vale para cualquier sucesién elegida, obtenemos (i) y la demostracién concluye. O

Ahora estudiaremos las distintas propiedades del ideal I 4. Para ello nos enfocaremos en los

ideales de Banach obtenidos por los procedimientos
A= A A= A A AT A AT A AT A AT, (1.1)

y en la norma tensorial asociada a K 4. Las distintas propiedades de K 4 repercuten en el sistema
de conjuntos A-compactos y en las sucesiones A-nulas, las cuiles vamos a ir remarcando opor-
tunamente. Vamos a ejemplificar nuestros resultados con el ideal de operadores p-compactos.
Vamos a dar las definiciones de los procedimiento de (1.1) a medida que las necesitamos. Em-

pecemos por recordar que el ideal dual de A, A%, viene dado por
AUXY)={T e L(X;Y): T' € A(Y', X")}.
Si A es un ideal de Banach, en A% se define la norma
1T a2 = [IT"]|.4

que hace de A? un espacio de Banach.

El ntcleo minimal de A, A™™" es el ideal de composicién
A" — Fo Ao F
y se lo considera con su norma natural
|7 gmin = fnf {||S||||T0||A||RH SSREFyTycAdconT=8o0Tyo R}.

Un ideal se dice minimal si A = A™" isométricamente.
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

Ejemplos.
(a) El ideal F es minimal [DF, 22.1].
(b) Para 1 < p < oo, los ideales NV, y N? son minimales [Piel, 18.1.4].

Varios de los resultados obtenidos son para ideales accesibles a derecha que, por [DF, Propo-

sition 25.2 (2)] podemos considerarlos como aquellos que satisfacen la igualdad
A™ = Ao F  isométricamente.

Andlogamente, un ideal es accesible a izquierda si se satisface la igualdad
A™" — Fo A isométricamente.

Un ideal de Banach se dice accesible si es accesible a izquierda y a derecha. También usaremos
la nocién de ideal de Banach totalmente accesible. Un ideal de Banach A es totalmente accesible
si para todo operador de rango finito 7' € L(X;Y) y € > 0 existen V C Y un subespacio de
dimensién finita, W C X un subespacio de co-dimensién finita y un operador S € L(X/W;Y)

tales que el siguiente diagrama conmuta

X Y
ix 3%
X/W 1%

vy [1S)a < (1 +¢)||T|| 4, donde gx: X — X/W e ty: V — Y son la proyeccién canénica y la

inclusién, respectivamente. Si A es totalmente accesible entonces es accesible [DF, 21.2].
Ejemplos. Sea 1l <p < o0
(a) Elideal II, es totalmente accesible y el ideal I, es accesible [DF, Theorem 21.5].

(b) Como F o F = F isométricamente [DF, Remark 22.1], cualquier ideal minimal es accesible

[DF, Corollary 25.3].

(c) Los ideales N? y N, son accesibles (por ser minimales), pero no son totalmente accesibles

[DF, 25.3 y Ex. 25.4].

(d) Para todo ideal de Banach A, el ideal de composicién Ao F es accesible a izquierda, mientras

que F o A es un ideal accesible a derecha.

26



1.2 Operadores A-compactos

1.2.1. Operadores A-compactos y la cipsula suryectiva

Si A es un ideal de Banach, un operador T" € L(X;Y") pertenece a la cdpsula suryectiva
de A(X;Y), A*"(X;Y), si y sblo si la composicién T o gx pertenece a A(¢1(Bx); X) donde
gx: l1(Bx) — X es la suryeccién candnica [DF, Pag. 489]. La norma de A%*" viene dada por
|T|| asur = ||T o gx||a. Equivalentemente, T' € A%“"(X;Y) si y sélo si existen un espacio de
Banach Z y un operador S € A(Z,Y) tales que T'(Bx) C S(Bz). Ademas,

T || geur = fuf {HSHA: S e A(Z;X) y T(Bx) C S(BZ)}.

En particular, por [DF, Corollary 9.8] se tiene que para todo conjunto I' y para todo espacio de
Banach Y,
A% (01(T);Y) = A(¢1(T);Y)  isométricamente.

Por otro lado, un operador T' € L(X;Y) pertenece a la capsula inyectiva de A(X;Y),
AMI(X;Y), siysélosity oT € A(X;€s(Y)), donde ty: Y < £oo(By-) la inyeccién canénica
[DF, Pag. 489]. La norma de A" viene dada por ||T|| 4in; = ||ty o T|| 4. El ideal A es suryectivo
si A = A% isométricamente y es inyectivo si A = A" isométricamente. Todo ideal inyectivo

es accesible a derecha, mientras que todo ideal suryectivo es accesible a izquierda [DF, 21.2].
Ejemplos.

(a) Para 1 < p < oo el ideal II, es inyectivo [DF, Remark 11.1]. También es inyectivo el ideal

de operadores cuasi p-nucleares QN, [PP, Satz 38].

(b) De las definiciones se deduce que os ideales K y W son suryectivos.

Carl y Stephani describen el ideal de operadores A-compactos en términos de A%%" via las
identidades 4 = (Ao )" = A5“" o K [CS, Theorem 2.1]. La estructura geométrica que damos

con | - [[x, hace que estas igualdades sean isomterias. Mas atin, se tiene el siguiente resultado.
Proposicion 1.2.7. Sea A un ideal de Banach. Entonces,

(a) Ka = Kasur = K, = K 4.7 isométricamente.

(b) K4 = (Ao F)sv" = A% o K isométricamente.

Demostracién: De los Corolarios 1.1.13 y 1.2.4 obtenemos que los conjunto A-compactos,

A o F-compactos y K 4-compactos y sus medidas coinciden. Luego, por la Proposicién 1.2.6
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

tenemos que K4 = Kx, = K 4,7 isométricamente. Ademas, como A(f1, X) = A*" ({1, X), por
la Proposicion 1.1.12, tenemos que K4 = K gsur isométricamente.

Si un operador T' € (Ao F)*“"(X;Y) entonces, para € > 0, existen un espacio de Banach Z y
un operador R € Ao F tales que T'(Bx) C R(Bz) y ||Bl| 4o < [Tl go7)sur +¢. Ademis, existen
un espacio de Banach Z y operadores Sy € F(Z;Z) y So € A(Z;Y) tales que R = Sy 0 51,
con [[S1|| = 1y [[S2]la < [|R] 407 + €. Luego, tenemos que el conjunto L = S1(Bz) C By es
compacto y, por lo tanto, T'(Bx) C Sa(L). Esto implica que T € KA(X;Y) y

1Tl < ISella < IRl 4oz + & < 1Tl aeyenr + 22

Como € > 0 es arbitrario, obtenemos que (A o F)*“" C K 4. La otra inclusién se obtiene ya que
todo conjunto A-compacto es A o F-compacto.
Finalmente, por un lado es claro que A*"" o K(X;Y) C K 4sur = K 4. Para la otra inclusion,

por la Proposicién 1.2.5, K4 = K4 o K. Luego, como Ao F C A, tenemos que
Ka=KgoKk=(AoF)* oK C A" ok,

completando la demostracién. O

Observacién 1.2.8. De la proposicién anterior tenemos que, para todo ideal de Banach A, K 4

es un ideal de Banach suryectivo.
Como consecuencia inmediata tenemos los siguientes corolarios.
Corolario 1.2.9. Si A es un ideal de Banach entonces, para todo espacio de Banach X se tiene
c,A(X) = coaur (X) = cox . (X) = ¢ o7 (X)

Demostracién: El resultado se sigue de combinar la Proposicién 1.2.6 y el item (a) de la

proposicién anterior. O

Corolario 1.2.10. Sea A un ideal de Banach accesible a derecha. Entonces
Ka = K gmin = (A™™)*"  isométricamente.

Corolario 1.2.11. Si A es un ideal de Banach accesible a derecha entonces, para todo espacio

de Banach X, co A(X) = co_gmin (X).
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Proposicién 1.2.12. Si A es un ideal de Banach accesible a derecha, entonces K 4 es totalmente
accesible. En particular,

Ka = (KR™)*"  isométricamente.

Demostracién: Por la Proposicién 1.2.7, K4 = A**" o K. Como A es accesible a derecha, por
[DF, Ex 21.1], A%"" es totalmente accesible. Ademads, como K es un ideal inyectivo y suryectivo,
entonces K es inyectivo y accesible a izquierda [DF, 21.2]. Luego, por [DF, Proposition 21.4],
K 4 es totalmente accesible.

Por tltimo, como K4 = Kx, vy K4 es totamente accesible, el Corolario 1.2.10 implica que

K4 = (K7)sur de donde se sigue el resultado. O

Si Ay B son dos ideales de Banach tales que A*"" = B%%", la Proposicién 1.2.7 muestra
que K4 = Kp y, por la Proposicién 1.2.6, los conjuntos A-compactos y B-compactos coinciden.
Por otro lado, si A y B son dos ideales de Banach accesibles a derecha y A™" = B™" por el
Corolario 1.2.10, también obtenemos que K4 = Kp. A continuacién, mostramos consecuencias

de los resultados anteriores en relacién a los conjuntos p-compactos.
Ejemplos 1.2.13. Sea 1 < p < 00, valen las siguientes identidades.
(a) Kp=Kpar = (NP)** isométricamente.

(b) K, es totalmente accesible.

(c) KCp = (K™)u" isométricamente.

Demostracion: Del Ejemplo 1.1.7, tenemos que todo conjunto p-compacto es NP-compacto,
por lo tanto K, = Kp». Como N? es un ideal minimal, entonces es accesible [DF, Corollary
25.3]. Aplicando el Corolario 1.2.10 concluimos que K, = (NP)*“", y obtenemos el item (a).
Ademés, por la Proposicién 1.2.12, se tiene que /C,, es totalmente accesible y, aplicando otra vez

el Corolario 1.2.10 obtenemos el item (c). O

Combinando la Proposiciéon 1.2.6 con los ejemplos anteriores, obtenemos distintas descrip-

ciones de las sucesiones p-nulas.

Corolario 1.2.14. Sea 1 < p < oo. Entonces coxv = Cox, = Co Jcpin -

1.2.2. Operadores A-compactos y su capsula maximal

Ahora estudiaremos la cdpsula maximal de K4 en el caso que A es un ideal de Banach

accesible a derecha. Un operador T' € L£(X;Y') pertenece a la cdpsula maximal de A, A™%* si,
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

para cualquier par de espacios de Banach Z, Z y para cualquier par de operadores aproximables
S e F(Z;X), R e F(Y;Z), la composicién RoT o S € A(Z;Z). La norma de este ideal de
Banach viene dada por

17| amaz = sup{|[R o T o S| 4},

donde el supremo se toma sobre todos los operadores aproximables R y S de norma menor o

igual que 1. Un ideal se dice maximal si A = A™%" | isométricamente.
Ejemplos. Para 1 < p < o0, los ideales II,, e I, son maximales [DF, 17.4].

Proposicion 1.2.15. Sea A un ideal de Banach accesible a derecha. Entonces
Ke* = (A™e*)%" isométricamente.

En particular, si A es mazimal y accesible a derecha, entonces K% = A",

Demostracién: Por [Piel, Proposition 8.7.14] y [Piel, Proposition 8.7.15] tenemos que, para
cualquier ideal de Banach B, (BMa®)sur = (Bsur)maz y (gminymar — Rmaz jsométricamente.
Luego, por el Corolario 1.2.10 tenemos que

Corolario 1.2.16. Si A es accesible a derecha y mazximal entonces

Ka=K3* oK isométricamente.
Demostracién: De la Proposicién 1.2.7 tenemos que K4 = A% o K. Luego, el resultado se
sigue de la proposicién anterior. O

En [Pie3, Theorem 13] se caracteriza al ideal X' a partir de la imdgen de los operadores en
el ideal. Nosotros generalizamos ese resultado para /4 cuando A es un ideal maximal accesible a
derecha. Para ello, recordemos que si A y B son dos ideales de Banach, entonces el ideal cociente

Ao B! viene dado por
AoBHX;Y)={T e L(X;Y): ToSc AZ;Y)V SeB(ZX)}

Este ideal es de Banach si se lo considera con la norma ||T'|| 4o5-1 = sup  ||T°S|| 4.
SeA|S]a<1

Proposiciéon 1.2.17. Sea A un ideal de Banach maximal accesible a derecha. Entonces
(a) Kpo* =Ky o0 F isométricamente.
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(b) T € K't** si y solo si aplica conjuntos relativamente compactos en conjuntos relativamente

A-compactos.

Demostracién: Tomemos X e Y espacios de Banach y sea T' € K}**(X;Y’). Si tomamos un
operador aproximable (y por lo tanto compacto) R € F(Z; X) para algin espacio de Banach
Z con ||R| = 1, por el corolario anterior, T o R € Ka(Z;Y) y |T o Rk, < |Tlkrpe=, luego
K C Ko 1. Para mostrar la otra inclusién, sea T € K4 o 7_1(X; Y’). Luego, para todo
operador aproximable R € F(Z;Y), To R € K4(Z;Y) y, como K4 es un ideal de Banach,
para cualquier S € F(Y;Z), tenemos que S oT o R € K4(Z;Z). Es decir, componiendo al
operador T" a derecha e izquierda por operadores aproximables, nos queda que la composicién es
un operador A-compacto. Esto, por definicién dice que T' € K'}**. En particular, si dado ¢ > 0, a
los operadores Ry S los tomamos de norma 1 tales que satisfagan ||T'|| gmaz < ||SoT o Rk, +e,
tenemos que ||1'[| gmae < || T 0 Rk, +€ < ||T ||k jorc—1 + €. Como € > 0 es arbitrario, se sigue la
isometria.

Para ver (b), por un lado si T' € K'{**(X;Y’) y K C X un conjunto relativamente compacto,
por la Proposicién 1.1.2, existe un operador R € F(¢1; X) tal que K C R(By,). Por el {tem (a),
ToR € KA(£1;Y) ycomo T(K) C ToR(By,), T(K) es relativamente .A-compacto. Por otro lado,
seaT € L(X;Y) tal que T aplica conjuntos relativamente compactos en conjuntos relativamente
A-compactos. Si tomamos un operador R € F(Z; X) para algtn espacio de Banach Z, como
R(Byz) es relativamente compacto, T o R(Byz) es relativamente .A-compacto. Luego, para todo

operador aproximable R, T'o R es A-compacto y, por el item (a), T' € K}**(X;Y). d

1.2.3. La norma tensorial asociada a K 4

Dado un ideal de Banach A y una norma tensorial «, decimos que « esta asociado al ideal

A si para todo espacio V' y W de dimensién finita
AW;V)=W'®,V isométricamente.

A la norma tensorial asociada al ideal A la notamos o 4.

Observacion 1.2.18. Sean A y B son ideales de Banach

(a) Se tiene que A™* = B sj y s6lo si tienen la misma norma tensorial asociada [DF,

Remark 17.7].

(b) Se tiene que A™"™ = B™" si y sélo si tienen la misma norma tensorial asociada, ver [DF,

Proposition 22.1] y [DF, Corollary 22.4 (2)].
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Observacion 1.2.19. Directamente de las definiciones tenemos las siguientes igualdades
(a) e = aF =ax = ag.

(b) Para 1 <p < oo, d, = apr.

(c) Para1<p < o0, g, =ap,.

Es claro que para espacios de dimensién finita V' y W el dual algebraico de VW es V' @ W',

donde la dualidad viene dada por

n m

O wioy)O wyoy) => > @i@)yi(y)).
i=1 j=1

=1 i=1

Esta dualidad nos permite definir, para una norma tensorial «, su norma dual o/ como
o/ (2 V, W) = sup{[(u, 2)|: a(u; V', W') < 1}

para espacios de dimensién finita V' y W. Una vez hecho esto, o/ se extiende a espacios de

Banach para que cumpla con la condicién de ser finitamente generada. Es decir, si X e Y son
. n . .

espacios de Banach y z = ) =15 @ Yj, la norma tensorial dual de «, que seguiremos notando

con o, esta definida por
(2 X,Y)=mf{d(z;V,W): 2€e V@W dimV < co dimW < oo}.

Siguiendo la notacién del libro de Defant y Floret, la norma tensorial adjunta de «, denotada
con o*, viene dada por la igualdad o* = (/) = (at)’.

Por [DF, 17.1] y [DF, 17.2], hay una correspondencia uno a uno entre normas tensoriales e
ideales de Banach maximales. Por este motivo, vamos a dar distintas propiedades de la normas
tensoriales a partir de su ideal maximal asociado. Una norma tensorial es accesible a derecha (re-
sp. accesible a izquierda, totalmente accesible) si su ideal maximal asociado lo es, [DF, Proposi-
tion 21.3]. También, siguiendo [DF, Theorem 20.11] decimos que una norma tensorial es inyectiva
a izquierda si su ideal maximal asociado es suryectivo. Equivalentemente, una norma tensorial
a es inyectiva a izquierda si respeta subespacios a izquierda, esto es si para todo espacio de

Banach X,Y y Z, tal que X C Z, se tiene
X®,Y CZ®,Y,

donde a(u; X,Y) = a(u; Z,Y) para todo tensor v € X ® Y. Una norma tensorial « es inyectiva

t

a derecha si o' es inyectiva a izquierda.
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Por [DF, Theorem 20.7], para una norma tensorial «, exitse una unica norma tensorial
inyectiva a derecha, denotada con o\ que cumple la desigualdad 5 < o\ < « para toda norma
tensorial inyectiva a derecha 8 tal que f < «a. La norma tensorial o\ se denomina la norma
tensorial inyectiva a derecha asociada a «. La norma tensorial inyectiva a izquierda se denota

con /a 'y se define de la siguiente forma,

Ahora mostraremos cudl es la norma tensorial asociada al ideal I 4. Para ello necesitaremos un

resultado previo.

Lema 1.2.20. Sean A un ideal y aq su norma tensorial asociada. Entonces
(a) Si A es suryectivo, entonces aq es inyectiva a izquierda.

(b) Si A es inyectivo, entonces a4 inyectiva a derecha.

Demostracién: S6lo mostraremos (a). La demostracién de (b) es similar. Supongamos que A
es suryectivo. Gracias a [DF, Proposition 20.3 (1)], para probar (a) s6lo necesitamos ver que a4
es inyectiva a izquierda sobre espacios de dimensién finita.

Fijemos U, V, W espacios de dimension finita tal que V' C W y notemos con i: V <= W la

inclusion. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

V @0 UMW e, U

AV’ U) TA(W’;U)

donde ¢ viene dada por T — T%'. Como 7 es una isometria, i’ es una suryeccién y, como A es
suryectivo, resulta que ¢ es una isometria, por lo tanto V ®4, U C W ®4, U. Como a4 respeta
subespacios de dimension finita a izquierda, a4 resulta ser inyectiva a izquierda sobre espacios

de dimension finita, como queriamos ver. O

Proposicion 1.2.21. Sea A un ideal de Banach asociado a la norma tensorial ay. Entonces

KA esta asociado a la norma tensorial /o y.

Demostracién: Primero notemos que como A™" = (A o F)™" por la Observacién 1.2.18, el
ideal de Banach Ao F esta asociado a la norma tensorial a 4. Si 3 es la norma tensorial asociada

a K 4, como K 4 es suryectivo, por el Lema 1.2.20 resulta que § inyectiva a izquierda. Para ver
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

que /o = 8 basta con mostrar que {2 ®@q , W = {3 ®g W para todo espacio de dimensién finita
W, donde £} y €2 son espacios de dimensién n con la norma || - ||1 ¥ || - ||eo, respectivamente
[DF, Proposition 20.9]. Por otra parte, por [DF, Corollary 9.8] se tiene que para todo n € N,
Ao F(7; W) = K4(¢7; W). Finalmente, para todo n € N y para todo espacio de dimensién

finita W se tienen las isometrias
03 @a, W= Ao F(lT; W) = Ka(0; W) = 5, @3 W,

como se queria mostrar. O

Ejemplo 1.2.22. Sea 1 < p < co. Entonces IC,, esta relacionado con la norma tensorial /d,,.

Demostracién: Por el Ejemplo 1.2.13, item (d), I, = Kp». Cémo el ideal de los operadores
p-nucleares a derecha esta asociado a la norma tensorial dj, por la Proposicién 1.2.21 se tiene

que K, esta asociado a /d,. O

Por el ejemplo anterior y la Observacién 1.2.18 podemos caracterizar el ideal maximal del
ideal de operadores p-compactos. Este resultado fue obtenido en forma independiente por Pietsch

[Pie3, Theorem 11].
Proposicion 1.2.23. Para 1 < p < oo, se tiene la igualdad isométrica K" = Hg.

Demostracién: Primero notemos que, para 1 < p < oo, el ideal de Banach de los operadores
p-sumantes es un ideal de Banach maximal y esta asociado a la norma tensorial g;,, donde
L+L =1yp =oosip=1,[DF, Pag. 210]. Por [DF, Corollary 17.8 (3)], Il es un ideal de

Banach maximal y esta asociado a la norma tensorial

(g3)" = gy (1.2)

Por [DF, Proposition 20.14], tenemos la igualdad 9y = gp\. Como g, = d;, utilizando la defini-

cién de norma tensorial inyectiva a izquierda, tenemos que

gy = gp\ = )\ = (/dp)". (1.3)

tt

Uniendo las ecuaciones (1.2) y (1.3) y teniendo en cuenta que o' = « para cualquier norma

tensorial, llegamos a que /d, = gz’),, concluyendo que Hg esta asociado a /d,. Finalmente, por la

Observacion 1.2.18, obtenemos que K" = Hg. U
Utilizando el ideal Hg, obetenemos otras descripciones del ideal ICp,.
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Ejemplos 1.2.24. Sea 1 < p < o0, las siguientes igualdades valen.
(a) ICp = ICHg isométricamente.

(b) (Kg)m‘” = II,, isométricamente.

(c) Ky = Hg o K isométricamente.

(d) Para todo par de espacios de Banach X e Y, T € Hg(X; Y) si y sélo si T aplica conjuntos

compactos en p-compactos.

Demostracién: Primero notemos que por [DF, Corollary 21.3] y [DF, 21.5], Hg es total-
mente accesible. Luego, por el Corolario 1.2.10, ICHg = ((Hg)mm)sm. De la Observacion 1.2.18
y de la proposicién anterior, obtenemos que (Hg) y vale la igualdad isométrica

ICHg = (ng””)SW. En el Ejemplo 1.2.13, item (c¢) vimos que K, = (lC;”i")S“T, por lo que

P

tenemos el item (a).

Para cualquier ideal de Banach A, por [Piel, Proposition 8.7.12], (A%)™ = (A™*)4, Tuego,
el ftem (b) se obtiene de la proposicién anterior. Para probar (c), notar que II¢ es maximal y
suryectivo, luego del Ejemplo 1.2.13 item (b) y de la Proposicién 1.2.15 se tiene el resultado. El
item (c) y (d) se obtienen de aplicar el Corolario 1.2.16 y la Proposicién 1.2.17 respectivamente.

0

El item (b) también lo obtuvo Pietsch en [Pie3, Theorem 12] mientras que el item (c)
fué obtenido por Ain, Lillemets y Oja [ALO, Corollary 4.9] en forma independiente.
En particular, combinando el item (b) y la Proposicién 1.2.14, damos otra caracterizacién

de las sucesiones p-nulas.
Proposicién 1.2.25. Sea 1 < p < co. Entonces co v = Co,md -

Al conocer la norma tensorial asociada a K4 podemos caracterizar su ideal minimal, en

términos de un producto tensorial, como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.26. Sean X e Y espacios de Banach y A un ideal maximal accesible a derecha.
Entonces

V'® /0, X =KF"™(Y;X) isométricamente.
Mds atin, si X oY’ tienen la propiedad de aprorimacidn, entonces
Y’@/QAX =K4(Y;X) isométricamente.
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

Demostracién: Como a4 es accesible a derecha (ya que su ideal maximal asociado lo es),
por [DF, Proposition 21.1 (2)], /a4 es totalmente accesible. Una aplicacién directa de [DF,
Corolario 22.2.1] muestra que Y’®/QAX = K7im(Y; X).

Por otra parte, de la Proposicién 1.2.12 tenemos que K 4(Y; X) = ((A™")*“)(Y; X) y, por
lo tanto, K4(Y;X)™n" = ((A™n)sur)ymin(y: X). Si X tiene propiedad de aproximacién, una
aplicacién de [DF, Proposition 25.11] muestra que (A™")%"(Y; X) = ((A™n)surymin(y; X).
El mismo argumento sirve si Y’ tiene la propiedad de aproximacién, ya que A es accesible a

derecha. 0

De la proposicién anterior y del Ejemplo 1.2.22 se desprende el siguiente resultado.

Ejemplo 1.2.27. Para 1 < p < 0o, tenemos la igualdad
Y'® Jd, X = ICZ””(Y; X) isométricamente.
M4s atin, si X o Y’ tienen la propiedad de aproximacién, entonces
Y'®/q, X = Kp(Y;X) isométricamente.

Para cualquier ideal de Banach A, siempre se tienen las inclusiones A™" C A C A™*. El
siguiente resultado muestra que, si A un ideal maximal accesible a derecha, las normas || - || Kcryin s

| llca ¥ I licges coinciden.

Proposicion 1.2.28. Sea A un ideal mazximal accesible a derecha. Valen las siguientes inclu-

stones isométricas

O O .
En otras palabras, si T € KV (X;Y'), entonces
1T (| gcrpin = T xca = T llicrgos-
Demostracion: Sean X e Y espacios de Banach. Tenemos que
,Cmm XV (glc XV (&Kmax XY
A ( ) ) A( ) ) A ( ) )7

es decir [|T'||cryes < | T, < ”THIC;‘”” para todo operador T' € K'#"(X;Y). Como A es maximal
y accesible a derecha, tenemos que A*“" es totalmente accesible [DF, Ex 21.1]. Luego, por la

max

Proposicién 1.2.15, K'}** es totalmente accesible. Aplicando [DF, Corollary 22.5], tenemos que

: 1
KX, Y) — K% (X;Y); lo cual implica que todas las inclusiones son isometrias. O
A A
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Ejemplo 1.2.29. Valen las siguientes inclusiones isométricas
inc_1 1 L d
Kp—— Kp—— K'** = 117,
En particular, IC;]”” es un ideal de Banach totalmente accesible ya que Hg lo es.

Para finalizar esta seccion, daremos una descripcién de las sucesiones A-nulas. Antes de ello,
recordemos que para todo espacio de Banach X, ¢y(X) = co®.X [DF, Proposition 8.2]. En esta
situacion, a co(X) se lo considera con su norma usual. Para presentar un resultado anélogo a

este con las sucesiones A-nulas, vamos a introducir una norma en este espacio.

Definicién 1.2.30. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. En cy a(X) se

define la norma

||($n)n||c0,A(X) = mA((zn)n; X).

Observacién 1.2.31. En virtud de la Proposicién 1.1.14, si denotamos con cpo(X) al espacio

de las sucesiones de X con finitas coordenadas distintas a cero, tenemos que
— o lleg 40
co,A(X) = coo(X) AT,
con lo cudl (co.4(X), || - [l¢,_(x)) €s un espacio de Banach.

Proposicién 1.2.32. Sean A un ideal de Banach accesible a derecha y g su norma tensorial
asociada. Entonces

co®a X =coa(X) isométricamente,
donde la identificacion de co 4(X) a Co®aAX viene dada por el operador (zy,), Zzozl en®Tn.

Demostracién: Sea ®: coo(X) — co ® X el operador dado por (z;)7_; — >"_; ej ® z;. Como

sur

A es accesible a derecha, por el Corolario 1.2.10 tenemos que K4 = (A™")*“" y aplicando [DF

Corollary 9.8] obtenemos la igualdad K4(¢1; X) = A™"(¢1; X). Como £+, = ¢} tiene propiedad

de aproximacién, por [DF, Corollary 22.2] obtenemos que
Kalt; X) = A™"(l1; X) = Loo®a , X.
Como ¢fj = log, ¢)®q 4 X es un subespacio de £og ®q , X [DF, Lemma 13.3]. Por lo tanto, tenemos
aa(Xi g e ®xji00,X) = 04,4(2 165 @ 253000, X)
= || Z €; @ Tl o (01:%)

7j=1
= mA((Z? 165 i @) (Br); X)
:mA((xJ)] 15 )

1) =1 lleo a(x)
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

donde se identifica al elemento e; € cg con la funcional e;- sobre £7.

Luego, el operador ® resulta ser una isometria y, por lo tanto, podemos extenderlo y definir al
operador W: co 4(X) — co®a X como ¥((z,)n) = 3%, €, @, que también es una isometria.
Resta ver ¥ es suryectivo. Sea z € c()@aAX y tomemos una sucesién (zx)r C ¢o®aq X tal que

limy o0 a2k — 2; 0, X). Luego, cada zj es de la forma, z, = 2721 ﬁj]? ® :L'?, donde Bj]’? €y

[e.e]
B;“ = Z ﬁ]’? se1. Tenemos la siguiente igualdad
=1

N gk [e'e]
= Byoa) =3 (3 Bje)a]
7j=1 7j=1 I1=1
oo Nk
=22 fao
=1 j=1

00 ng
=D e} B
=1 j=1

Para cada k y [ fijos, denotemos con ylk al elemento de X definido por ylk = Zyi 1 631.“ lx? y

con y* a la sucesién (ylk)l Como para cada k € N fijo

co{y*} = {Z’nyzki (v € le}

=1

= {i(Z%B}%) 25 ()i € By, }
j=1 1=1

c o (e} ofide).

se tiene que y* € coa(X), zx = V(¥¥) v que aa(zk;co, X) = ||y¥]lco- Luego, (y*)x es una
sucesién de Cauchy en co4(X) y por lo tanto exite y € coa(X) tal que y* — . Luego ¥(y) = z

con lo que completamos la demostracion. O

Corolario 1.2.33. Sean A un ideal de Banach accesible a derecha y a4 su norma tensorial
asoctada. Entonces

co.A(X) = A'(co; X')  isométricamente,

donde A’ es el ideal de Banach mazimal asociado a la norma tensorial oz:4.

Mads aiin, si (xp)n € co,A(X) y ¢ € coa(X), entonces existe S € A'(co; X') tal que

o((@n)n) = Z S(en)(@n).
n=1

Demostracién: Por el Teorema de Representacén para ideales Maximales (ver [DF, Theo-
rem 17.5]) se tiene que, (co®q 1 X) = A'(co; X'). Aplicando la proposicién anterior, se tiene el

resultado. O
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Si en la Proposicién 1.2.32 consideramos A = NP, recuperamos el resultado de Oja [Oja3,

Theorem 4.1] para sucesiones p-nulas.

Teorema 1.2.34. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < oco. Entonces
co®a, X = conr(X) isométricamente.

Demostracién: Como las sucesiones p-nulas son las sucesiones NP-nulas (Corolario 1.2.14) vy,
como vimos en la Observacién 1.2.19, NP esta asociado a la norma tensorial dj, una aplicacién

directa de la Proposicién 1.2.32 muestra el resultado. O

1.2.4. Operadores A-compactos y la capsula inyectiva

Recordemos que la definicon de un ideal inyectivo fue dada en la Seccién 1.2.1. En lo que
sigue, veremos que ideales inyectivos A producen ideales K 4 inyectivos. Antes, necesitamos el

siguiente lema.
Lema 1.2.35. Sea A un ideal de Banach, entonces
(AT minysur — ( gmin injysur - eométricamente.

Demostracién: Sean X e Y espacios de Banach. Un operador T pertenece a (A" ™)sur (X Y')
siysélosi gxoT € A™ ™in(f1(Bx);Y), donde gx : £1(Bx) — X es la suryeccién canénica. Como
(¢1(Bx))’ tiene la propiedad de aproximacion, por [DF, Proposition 25.11.2] tenemos la igualdad
A min(p1(By);Y) = A™" ™i(f1(By);Y) isométricamente. En consequencia, obtenemos que
gx o T € A™" i (f1(Bx);Y), lo cudl es equivalentemente a que T € (A™" "J)5ur(X;Y), con

lo que concluye la prueba del lema. O

Proposiciéon 1.2.36. Sea A un ideal de Banach inyectivo. Entonces K 4 es inyectivo. Es decir,
K4= leij isométricamente.

Demostracién: Como A es inyectivo, es accesible a derecha. Aplicando el Corolario 1.2.10,

[Piel, Proposition 8.5.12] y el Lema 1.2.35 tenemos que
]CZU _ (Am'm sur)inj — (Amzn inj)sur — (Al’nj min)sur — (Amin)sur — ]C.A-
donde todas las igualdades son isométricas. O

Notemos que si Y es un espacio de Banach que contiene a X como subespacio cerra-

do, entonces si un conjunto K C X es relativamente A-compacto como subconjunto de X,
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

K es relativamente A-compacto como subconjunto de Y. Ademads se cumple la desigualdad
ma(K;Y) < my(K; X). Sin embargo, el tamano my y la A-compacidad de un conjunto depende

del espacio en donde se lo considere, como se ve en los siguientes resultados.

Corolario 1.2.37. Sean X un espacio de Banach, K C X un conjunto y A un ideal de Banach
tales que K 4 es inyectivo. Entonces, K es relativamente A-compacto en X si y solo si K es
relativamente A-compacto en Y, para todo espacio de Banach Y que contiene a X. Mas ain,

ma(K; X) = my(K;Y).

Demostracién: Supongamos que K C X C Y es relativamente A-compacto en Y y denotemos
con i: X — Y la inclusiéon. Podemos suponer que K es absolutamente convexo A-compacto.
En particular, K es un conjunto compacto en X y por [Rya2, Lemma 4.11 (a)], existen un
espacio de Banach Z y un operador T' € K(Z; X) tales que K = T(By). Luego, tenemos que
ioT € K4(Z;Y) y, como K 4 es inyectivo, por [DF, Pédrrafo 9.7], tenemos que T' € K4(Z; X) y
Tk, = |li 0Tk, Por lo tanto, K = T(Bz) es A-compacto en X y ma(K; X) < ma(K;Y),

con lo que se tiene el resultado. O

En la Proposicién 1.2.36, la hipétesis de la inyectividad del ideal A es necesaria, como se

puede ver en la siguiente proposicion.
Proposicién 1.2.38. El ideal de Banach K, no es inyectivo cualquiera sea 1 < p < oo.

Demostracién: Supongamos que K, es inyectivo. Como K, esta asociado a la norma tensorial
/dy (Ejemplo 1.2.22), por el Lema 1.2.20 resulta que /d, es una norma tensorial inyectiva a
derecha. Luego su traspuesta (/d,)! = g;, es inyectiva a izquierda. Como el ideal maximal de
los operadores p-sumantes, II,,, esta asociado a la norma tensorial g;,, por [DF, Theorem 20.11]
resulta que II, es un ideal suryectivo, lo cudl no puede ocurrir. En efecto, por el teorema de
Grothendieck, [DF, Theorem 23.10], id: ¢ — {5 pertenece a la cédpsula suryectiva de II,, 1,

para todo p pero no es p-sumante. O

Como consequencia se tiene que la p-compacidad y el tamano de un conjunto depende del

espacio en el que esta incluido.

Corolario 1.2.39. Dado 1 < p < 00, existen un espacio de Banach X, un subespacio cerrado

Y C X y un conjunto K C Y tales que K es p-compacto en X pero K no es p-compacto en'Y .

Demostracién: Como K, no es inyectivo, existen espacios de Banach X,Y y Z tales que Y

es un subespacio de X, y un operador T' € L(Z;Y), tal que si i: Y — X es la inclusién, i o T
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es p-compacto pero T no lo es. Tomando K = T'(Byz) se ve que my»(K; X) < oo mientras que

mae (K;Y) = oo. O

1.2.5. Operadores A-compactos y la capsula regular

En la seccién anterior vimos que la A-compacidad de un conjunto depende del espacio en
donde es considerado. Sin embargo, la A-compacidad de un conjunto no depende en el siguiente
caso: si el conjunto es visto en un espacio o en su bidual. Para mostrar esto, estudiaremos la
capsula regular de K 4. Dado un ideal de Banach A la cdpsula regular de A, A", son todos los
operadores T' € L(X;Y) tales que

jyoT € A(X; Y”).

La norma para los operadores de A" viene dada por ||T'|| 4res = ||jy © T'||.4 y hace que A" sea

un ideal de Banach. Un ideal de Banach A es regular si A = A" isométircamente.
Ejemplos.

(a) De las definiciones se deduce que todo ideal de Banach inyectivo es regular.

(b) Todo ideal maximal es regular [DF, Corollary 17.8 (2)].

(c) Los ideales K y W son regulares.

El siguiente resultado muestra que tanto A como su cépsula regular A" producen los mismos
operadores compactos. Antes, recordemos que un conjunto L € {1 es relativamente compacto si
y s6lo si dado € > 0, existe n € N tal que ||z — m,z|| < € para todo x € L, donde m,: {1 — {1 es

la proyeccién en las primeras n coordenadas.

Proposicién 1.2.40. Sea A un ideal. Entonces
K4 =K gres isométricamente.

Demostraciéon: Como A C A", por la Proposicién 1.1.9 tenemos que K4 C K gres. Luego,
gracias a la Proposicién 1.2.6, sélo resta mostrar que los conjutos relativamente A"9-compactos
son relativamente A-compactos. Sean X un espacio de Banach y K un conjunto A"“/-compacto
de X. Dado € > 0, por la Proposicién 1.1.12, existen un operador T' € A" (¢1; X) y un con-
junto compacto M C By, tales que K C T (M) y ||T||ares < (1 + €)mares(K; X). Por [Rya2,

Lemma 4.11], existen un conjunto L C By, compacto, un espacio de Banach Y y un operador
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compacto e inyectivo S € K(Y; /1) tales que M C L = S(By) y S™Y(M) es compacto. Como

L C ¢, es relativamente compacto, existe una sucesion (v, )n € Be, tal que
Lc{zel: ||z —mpz| <yn,n > 1}

Consideremos la sucesién de operadores (T o 1, 0 S), C F(Y;X). Es claro que (T o m, 0 S),
converge en || - || a T o .S, por lo que si mostramos que la sucesién (7' o m, 0 S),, es || - ||.4 de
Cauchy, obtenemos que T'o S € A(Y,X) y, como K C T o S(By) = T(L), resulta que K es
relativamente A-compacto.

Notemos con W,, a los subespacios de X", W,, = Jx oT o7, 0 S(Y), n € N. Como son de
dimension finita, por el principio de reflexividad local (ver, por ejemplo, [Rya2, Theorem 5.54]),

existen operadores R,, € L(W,,; X) tales que ||R,|| <1+ ¢y cumplen la igualdad
RyoJxoTom,oSy=Tom, oSy

para todo n € N y para todo y € Y.

En particular, como W,, C W,,, para todo m > n, se tiene que
Ry,oJxoTom,oSy=1Tom,oSy.

Luego, para m > n, tenemos que

|ITom,oS—TompoS|la= |[[RmodxoTomp,oS—RpoJdxoT omyoS|a

< (I+4¢)||JxoTomoS—JxoT omy,olS|a
= (14+¢)||TomoS—TomyoS|ares
< (1 +e)||T||ares||7n 0 S — mm 0 S|
< (A+)|Tlares  sup |yl
j=nn+1,...m
Como la sucesién (7y,), converge a cero, se tiene que (7' o m, o S), es una sucesién || - ||.4 de

Cauchy y por lo dicho anteriormente, el conjuto K es relativamente A-compacto. La isometria
se obtiene de las desigualdades

mA(K; X) < ||T||ares < (14 €)mares (K; X). O
Una aplicacion directa de esta proposicién muestra que el ideal K 4 es regular.
Teorema 1.2.41. Sea A un ideal de Banach. Entonces
Ka=K}? isométricamente.
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Demostracién: Como el ideal de Banach de operadores compactos es regular [Piel, Propo-
sition 4.5.8], aplicando [Oer, Corollary 2.1] tenemos que (A o K)™9 = A" o K. Por lo tanto,
como

K9 = (A oK) = (A%")" o K isométricamente. (1.4)

Notemos que para todo ideal A vale (A")™9 = (A"9)*"" y que, por la Proposicién 1.2.7,
(AU o K = K greg. Luego, de (1.4) se sigue que ICTAeg = K gres, donde ambas igualdades
son isométricas. Por la proposicién anterior, obtenmos que K 4 = ICffg isométricamente, como

queriamos. O

Como consecuencia de la proposicién anterior, la A-compacidad de un conjunto no varia si se
lo ve en un espacio o en su bidual. Como su demostracién es andloga a la de la Proposicién 1.2.36,

la omitiremos.

Corolario 1.2.42. Sean X un espacio de Banach, K un subconjunto de X y A un ideal de
Banach. Entonces K es relativamente A-compacto en X si y sélo si K C X" es relativamente

A-compacto. Mas ain, ma(K; X) = ma(K; X").

Como consequencia de la regularidad de K 4, al aplicarle dos veces el procedimiento dual se
vuelve a obtener K 4, como ocurre con el ideal de Banach F [DF, Ex. 9.2] y todo ideal maximal

[DF, Corollary 17.8 (4)].

Corolario 1.2.43. Sea A un ideal de Banach. Entonces
K4 = lCild, isométricamente.

Demostracion: Gracias al Teorema 1.2.41, para obtener el resultado basta con mostrar que
lefg = ICflle isométricamente.

Primero, notemos que para cualquier ideal de Banach A, siempre vale que A% C A™9, con
|- |l.ares < ||+ || 4aa- En efecto, para cualquier par de espacios de Banach X e Y, si T' € A%(X;Y)
entonces T" € A(X";Y") y por lo tanto, T" o jx € A(X;Y"). Como jy oT = T" o jx, tenemos
que jy oT € A(X;Y") y, por lo tanto, T € A"9(X;Y). Ademaés,

T ares = [l © Tlla = 1T 0 jxfla < [T"]la = [T gaa-

Ahora, tomemos un operador T € ICffg (X;Y) que, en particular es un operador compacto.
Luego se tiene la igualdad

*

T”(BX//) C Jy OT(Bx)w =Jy OT(Bx).
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Por lo tanto, como el conjunto Jy o T(Bx) es A-compacto, T € K4(X";Y"). Més ain,
Tl caz = 17"l 4 < ma(Jy o T(Bx);Y") = | Jy o Tllca = [ITllicres,

con lo que tenemos la isometria. Il

En [DPS2, Corollary 3.4], Delgado, Pineiro y Serrano muestran por un lado que un operador
T es cuasi p-nuclear si y sélo si 7" es p-compacto y ||T"||x, = ||T|lon,- Por otro lado, T' es
p-compacto si y solo si 7" es cuasi p-nuclear y | T||x, < [|T||on, [DPS2, Proposition 3.8]. Una

apliacién del Corolario 1.2.43 mejora este iltimo resultado.

Teorema 1.2.44. Para 1 < p < o0, wvalen las igualdades

ICZ =0ON, v ON Z =K, isométricamente.

Demostracion: Por lo dicho, ya sabemos que ICd QN v, por el corolario anterior tenemos
que K, = le , donde ambas igualdades son isométricas. Luego, K, = Ing = ( p) = ON g

isométricamente. O

1.2.6. El ideal dual de los operadores A-compactos

En virtud del Teorema 1.2.44, para cualquier par de espacios de Banach X e Y y para

1 < p < oo un operador T' € lCd(X Y') siy sélo si existe una sucesién (x,), € £,(X’) tal que

-

oo
|Tz| < (Z |z}, (z)[P)» para todo x € X.

bS]

Ahora vamos generalizar este resultado para el ideal K%, donde A es un ideal de Banach

cualquiera. Para ello, empecemos con el siguiente lema, que esta inspirado en [DPS2, Proposition

3.9).

Lema 1.2.45. Sean X eY espacios de Banach, T € L(X;Y) y (z))n € co(X'). Son equiva-

lentes:

(i) |Tz| < sup|z),(z)| para todo x € X.
neN

(i) T"(Byr) € cof(z7)n}-

Demostracién: Primero notemos que como el conjunto co{(z],),} C X' es relativamente com-
pacto, entonces su clausura en || - || y en la topologia débilx coinciden. Supongamos que (i) no

implica (ii). Luego, existe ¢/ € Y tal que T"y ¢ co{(«!),}. Como el conjunto co{(z),),} es
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absolutamente convexo, por el teorema de Hahn-Banach podemos separar estrictamente a 1"y’
de co{(«])n} por un hiperplano de la topologia débilx. En otras palabras, existe z € X tal
que (T"y)(x) > 1y |2/(z)| < 1 para todo 2’ € co{(z/,)n}. Entonces, por un lado tenemos la

desigualdad

1< [(T"y)(2)| =y (Tz)| < [Tz < sug!w;(x)l-
ne

Por otro lado, como ' € co{(27,),} entonces 2’ = 3°° | a,x,, para alguna sucesién (), € By,
y, como |z'(z)| < 1 para todo 2’ € co{(z},),}, tenemos que |> 2%, ayzl ()| < 1 para toda
sucesion (ay ), € By,, concluyendo que sup,,cy |74, (z)| < 1, lo cudl es una contradiccién.

Ahora supongamos que vale (ii) y sea © € X. Para ¢ > 0 fijo, existe y/ € By tal que
|Tx| < |y/(Tz)| + e. Como T'(By+) C co{(2),),}, existe una sucesion (o), € By, que cumple

la igualdad T"y' = >"° ;| apal,. Por lo tanto, tenemos que

e 00
Tall < [T ()] +2 |3 onah(@)| +e < sup_ | D el @)+ = = supa (@) + =
n=1 (an)neBgl n=1 neN

Como € > 0 es arbitrario, obtenemos (i) y concluye la demostracion. O

Proposicion 1.2.46. Sean X e Y espacios de Banach y A un ideal de Banach. Entonces

T € K4(X;Y) siy sdlo si existe una sucesion (x},)n € co.a(X') tal que
|Tz|| <suplz) (z)] paratodo =€ X.
neN

Mads ain, ||TH,sz4 = nf {ma((2,)n; X')} donde el infimo se toma sobre todas las sucesiones

A-nulas (x}))n que cumplen la desigualdad anterior.

Demostracién: Sea T € £(X;Y). Entonces T € K%4(X;Y) si y sélo si T/ € Ka(Y'; X') o,
equivalentemente, si y sélo si existe una sucesién (z),), € co 4(X’) tal que T"(By+) C co{(zp)n}-

Ademas, por el Corolario 1.1.10,
I Tl = 17"l = inf {ma((ar,)n; X},

donde el infimo se toma sobre las sucesiones A-nulas (z},), tales que T'(By+) C co{(zn)n}-

Aplicando el lema anterior, obtenemos el resultado. O

Gracias a esta ultima proposicion, obtenemos una factorizacion del ideal ICfl4. Esta se puede

comparar con la factorizacién obtenida para el ideal K 4 en la Proposicion 1.2.5.
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

Proposicién 1.2.47. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach y T € ICfl‘l(X; Y).
Entonces, dado € > 0, existen un espacio de Banach separable y reflexivo Z, un operador com-
pacto R € K(Z;Y) con ||R|| < 1 y un operador S € K4(X;Z) con ||SH/C§4 < ||TH,C314 + ¢ tales

que T = RoS. En particular, se tiene
K% =K oK% isométricamente.

Demostracién: Sean T' € IC:14(X;Y) y € > 0. Por la Proposicién 1.2.46, existe una sucesién

(z,)n € co.a(X") tal que ||Tz|| < sup |z),(z)| para todo x € X y ma((x})n; X') < (14 E)HTHICj‘
neN

Tomemos una sucesién (B,)n € B, tal que, si Z), = Z—IZ para todo n € N, entonces (Z},), €

co,A(X") y ma((Z))n; X') < (1 4 €)ma((x],)n; X'). En particular, como las sucesiones (Z},)n y

/

7 )n son convergentes a cero, los conjuntos U y V' dados por

(z
U={(@h()n:zeX} v V={(,(@)n: ze€X}

son subespacios de ¢y y, por lo tanto, sus clausuras U y V son espacios de Banach. Definamos
el operador S € £(X;U) dado por S(z) = (&,(z))p. Como ||Sz| = SUppen |25, ()], aplicando
la Proposicién 1.2.46 tenemos que S € K4(X;U0) y ||§||,Ci\ < ma((2)n; X') < (14 5)2\|T||,Cf¢4.
Ahora, consideremos el operador R: V — Y dado por R(x}(z)), = Tx y veamos que esta bien

definido. Si para z,Z € X tenemos que (z),(x))n = (2,(Z)n), luego

|T(z — 7)|| < sup|ay,(z —2)| =0,
neN

con lo que concluimos que R esta bien definido. Es claro que es lineal y que ||R| < 1. Por lo
tanto, podemos extender el operador a V de forma lineal y continua. Seguiremos llamando R
a dicha extensién. Ahora, sea D: U — V el operador definido por D(a), = (Bnan)n. Como
D(By7) resulta ser un conjunto relativamente compacto en co, entonces D pertenece a KU;V).
Més atn, ||D|| = ||(82)nllso = 1. Directamente de las definiciones se deduce que T = Ro D o S,

y tenemos el siguiente diagrama conmutativo

x—L.y

d

— D J—
U——V.
Asi tenemos una primera factorizacién. Para obtener otra via un espacio separable y reflexivo,

vamos a factorizar al operador compacto D. En efecto, por la Proposicion 1.2.5 existen un espacio

de Banach separable y reflexivo Z y operadores compactos D1 € K(U; Z) y Dy € K(Z;V) con
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|ID1]| < 14¢ey ||D2 <1 tales que D = Do D;y. Por lo tanto, si S = Dj o S y R = Ro Ds,
tenemos que 7' = Ro S, donde S € K4(X;Z) con ||S’||,sz4 < ||D1||||S||,sz4 <(1 —|—5)2||T\|,CdA y
R e K(Z;Y) con |R| < ||D2||||R|| < 1. Al ser € > 0 arbitrario, probamos el resultado. O

1.3. Sobre la igualdad K, = K,

En esta secciéon nos enfocaremos en el ideal de operadores p-compactos. En la Proposi-
cién 1.2.5 mostramos que todo operador A-compacto se factoriza via un espacio separable y
reflexivo. Para 1 < p < oo, los operadores p-compactos se factorizan a través de un cociente de
¢,y, donde }D + ﬁ = 1. La siguiente proposicién extiende lo hecho en [SK1, Theorem 3.2] y [CK,

Theorem 3.1].

Proposicién 1.3.1. Sean X e Y espacios de Banach, 1 < p < oo y % + i = 1. Entonces,
un operador T' € L(X;Y') es p-compacto si y sdlo si existen un subespacio cerrado de M C {q,
un subespacio cerrado N C £y (N C co si p = 1), operadores compactos R € K(X;£4y/N) y
S € K(41/M;Y) y un operador p-compacto Ty € K,y (Lyy /N €1 /M) tales que el siguiente diagrama

conmuta

EPI/NTEI/M

Mas ain, |T||x, = mf{[|S]|||Tol|x, || Rl|} donde el inifimo se toma entre todas las factorizaciones

mencionadas arriba.

Demostracion: Es claro que si un operador se factoriza tal como dice en el enunciado, en-
tonces es p-compacto. Ahora tomemos un operador T' € K,(X;Y'). Entonces, dado € > 0, existe
una sucesion (Yn)n € £,(Y) tal que T(Bx) C p-co{(yn)n}, con |[[(yn)nllp < [Tk, (1 + €). Sea
(Bn)n € Be, una sucesién tal que, si g, = y—’; para todo n € N, entonces (gn)n € £p(Y) v
1 (@n)nllp < [[(Wn)nllp(1 +€). Luego, T(Bx) C {> pey @nln: (an)n € L} donde L es un conjunto
compacto en ng,. Utilizando la factorizacién dada en [SK1, Theorem 3.2], tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

-
x—L sy-—" 4,

N

Uy [ker 0

donde g el la proyeccién al cociente, 05 y R estan dados por
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

Qg(an)n = Z anyn y Rr= [(an)n]v

n=1
en donde (ay), € L una sucesién que satisface T'(z) = > 02| anfy. Como R(Bg) = ¢(L),
entonces R es compacto y 1" = 9~g oR.

Ademss, por [SK1, Theorem 3.2], 6; es p-compacto. Como || R| < 1, luego
1Tk, < 1051k, < 1(@)ally < 1Tk, (1+ )%
Aplicando [CK, Theorem 3.1}, podemos factorizar al operador 9~g via un operador p-compacto

Th y un operador compacto S de la siguiente forma:

A
Uy [ker 6, -

o A

0 /M

donde M es un subespacio cerrado de £1. Mas aun, se puede tomar la factorizacién de forma tal

||9~g||]gp < IS Tollx, < (1 + 5)||6~7g||,cp Asi, obtenemos la factorizacién deseada y
1Tk, < IS Tollc, RN < (1 +€)* 1T,

Como ¢ > 0 es arbitrario, tenemos el resultado. O

Corolario 1.3.2. Sean X e Y espacios de Banach y 1 < p < oo. Entonces un operador
T € L(X;Y) es p-compacto si y sélo si existen espacios de Banach Xy e Yy separables
y reflexivos, operadores compactos R € K(X;Xy), S € K(Yo;Y) y un operador p-compacto
Ty € Kp(Xo, Yo) tales que

T=SoTy0oR.

Mas adin, ||T||x, = Wf{|[S|[||Tol|x, | R||} donde el inifimo se toma entre todas las factorizaciones

mencionadas arriba.

Demostracién: Sea T' € IC,(X;Y) y tomemos ¢ > 0. Podemos suponer que ||T'|[x, = 1. Por la
proposicién anterior, existen espacios de Banach Z; y Zs, operadores compactos Re K(X; Zy),
S € K(Z2;Y) con ||R|| = ||S|| = 1 y un operador p-compacto Ty € K,(Z1, Z2) con 1Tk, <1+e€
tales que T'= S o T} o R. Por la Proposicén 1.2.3, existen espacios de Banach X e Y separables

y reflexivos y operadores R € K(X;Xp), R € K(Xo;Z1), 51 € K(Zo:Yy) v S € K(Yo;Y),
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todos con norma menor a 1 + ¢ tales que R = Ro Ry y S = S; o S. Finalmente, llamando

Ty=5 0T 0 Rl, tenemos que Ty es p-compacto, T' = SoTyo Ry
Tk, < (1 +e)?ITollk, < (1+¢)°,
lo que prueba el resultado. (]

Finalmente, vamos a comparar operadores p-compactos y g-compactos cuando p # ¢ para
algunas clases de espacios de Banach, en el sentido de los resultados conocidos para los oper-
adores p-sumantes. Aqui aparecen espacios clasicos en la teoria de espacios Banach, como son los
espacios con cotipo finito o cuando son L, )-spaces para algtin ¢. La definicién de un £, x-space,
asi como también sus propiedades, se pueden encontrar en [DF, 23.3], [DJT, Pag. 60] o [T,
Pag. 5] y la definicién de cotipo en [DF, Pag. 85], [DJT, Pag. 217] o [TJ, Pag. 15]. Por ejemplo,
para 1 < p < oo, L,[0,1] (el espacio de funciones de [0, 1] p-integrables) es un L, x-space y para
1 < ¢ < o0, £, tiene cotipo max{q,2} [DJT, 11.5].

Los resultados que obtenemos valen para el ideal lemm(X ;Y) pero bajo ciertas hipdtesis
sobre los espacios X e Y, pueden formularse en terminos de IC,(X;Y'), como por ejemplo en
presencia de propiedad de aproximacién, ver Corolario 1.2.26. Antes necesitaremos el siguiente
resultado general. Como es de costumbre, para s = oo, vamos a considerar £(X;Y) en lugar de

I,(X:Y) y F(Y; X) en lugar de K™ (Y; X).

Teorema 1.3.3. Sean X eY espacios de Banach tales que 11.(Y'; X') = TU4(Y'; X') para algin
1 <r<s<oo. Entonces, KW (X;Y) = K™ (X;Y).
Mas ain, si || - |, < Al - |, en Is(Y'; X') entonces tenemos que || - |, < Al - ||, en

Kmin(X,Y).

Demostracién: Supongamos que II.(Y'; X') = II,(Y’; X’). Como II, es un ideal de Banach
maximal y su norma tensorial asociada, g, es totalmente accesible [DF, Corollary 21.1.], apli-
cando el Embedding Theorem [DF, 17.6], obtenemos que Y&y X' J I (Y’"; X'). Aplicando el

Embedding Lemma [DF, 13.3] se tiene el siguiente diagrama conmutativo

X8 Y = Y8y, X' Y78, XL IV X)
|
<A <A

\
X'8)4,Y = Yy, X' m Y18, X I (V5 X

Por lo tanto, /ds < /d, < A /ds en X’ ® Y. Ahora, por el Corolario 1.2.26 implica que
Kmin(X;Y) = KMn(X;Y) y que || Tk, < A|T||k. para todo T € K™"(X;Y). O
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Para mostrar las distintas desigualdades entre las normas || - ||x,. v || -l o || - llic, ¥ || - llices
usaremos las constantes que se obtienen en [TJ] al comparar operadores sumantes. Algunas de
ellas involucran la constante de Grothendieck K¢, la constante B, obtenida de la desigualdad
de Khintchine y Cy(X), la constante del cotipo ¢ de X. Una demostracién de la desigualdad
de Khintchine se puede encontrar en [DF, Pag. 96], [DJT, 1.10] o [TJ, Theorem 6.1]. Con esta

notacién, tenemos los siguientes resultados.

Corolario 1.3.4. Sean X e Y espacios de Banach tales que X es un Lg y-space e Y es un

Loor-space. Entonces, F(X;Y) = KM X;Y) y | T, < KeAN||T|| para todo T € F(X;Y).

Demostracién: Combinando [DF, 23.2 Corollary 1] y el parrafo [DF, 23.3], tenemos que X es
un Ly y-space si'y s6lo si X" es un Ly y-spacee Y es un Lo r-spacesiy sélo si Y’ esun £ x-space.
Entonces, por [DF, Theorem 23.10] o [TJ, Theorem 10.11], tenemos que IT; (Y'; X') = L(Y"; X7)
y que || - |, < KgAN|| - ||. Aplicando el Teorema 1.3.3 se obtiene el resultado. O

Corolario 1.3.5. Sean X e Y espacios de Banach tales que Y es un Ly x-space. Entonces,
(a) Si X' tiene cotipo 2, F(X;Y) = KP"™(X;Y) = K™"™(X;Y), para todo 2 < r. Ademds,
Il < A [eCo(X") (1 +10g Co(X))] V1T
para todo T € K™"™(X;Y).
(b) Para2 < q < oo, si X' tiene cotipo q, entonces F(X;Y) = K™(X;Y) para todo ¢ < 1 < oc.
Ademdas,

1T, <A e g (1/g—1/r)""Co(X)|IT],
para todo T € KM"™(X;Y).
En cada caso, ¢ > 0 es una constante universal, es decir, no depende de X,Y,q nir.

Demostracién: Recordemos que Y’ es un Lo r-space si y sélo si Y es un Ly y-space [DF,
Corollary 23.2 (1)]. Para ver el item (a), notemos que combinando [TJ, Theorem 10.14] y [TJ,
Proposition 10.16] tenemos que L(C(K); X') = 2(C(K); X') y

|-l < A [eCa(X7)? (1+1log Co(X")] Y7 [ I,

donde C(K) son las funciones continuas de un espacio compacto y Hausdorff K en el cuerpo.
Aplicando [TJ, 10.6], este ultimo resultado se puede extender reemplazando a C'(K) por cualquier
Lo r-space, en particular para Y. Asi, aplicando el Teorema 1.3.3 se obtiene el item (a). Para

probar el item (b) basta usar el Teorema 1.3.3 y [TJ, Theorem 21.4 (ii)]. O
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Corolario 1.3.6. Sean X e Y espacios de Banach. Entonces,
(a) Si X' tiene cotipo 2, entonces K™ (X;Y) = Ko(X;Y), para todo 2 < r < oo. Ademds,
1Tk, < BrCo(X)IT|k..,
para todo T € K™ (X;Y).
(b) Si Y’ tiene cotipo 2, entonces K§"(X;Y) = K"(X;Y), para todo X. Ademds,
IT[lic, < cCa(Y')(1+1og Ca(Y')?|IT| k.,
para todo T € KJ""(X;Y).
En particular, para todo 1 <r <2, KM"(X;Y) = K"(X;Y), para todo X .

(c) Para 2 < q < oo, si Y' tiene cotipo q, entonces K™"(X;Y) = K(X;Y), para todo

1<r<dq ypara todo X. Ademds,

1Tk, < eq ' (1/g = 1))/ CY )Tk,
para todo T € KM™"™(X;Y).
En cada afirmacion, ¢ > 0 es una constante universal.

Demostracién: El item (a) se deduce de [TJ, Theorem 10.15] y del Teorema 1.3.3. Para el
item (b) basta combinar [TJ, Corollary 10.18 (a)] y el Teorema 1.3.3. Por tltimo, usando el
Teorema 1.3.3 con [TJ, Corollary 21.5 (i)] obtenemos (c). O

Observacién 1.3.7. Del corolario anterior se deduce que si X’ e Y’ tienen cotipo 2, entonces
Kmin(X;Y) = KI"(X;Y), para todo 1 < r < oo. En particular, como todo espacio ¢, para

1 < p <2 tiene cotipo 2 (ver [DJT, Pag. 219]) y la propiedad de aproximacién, tenemos que
Kr(ly;ly) = Ki(4y;4y) paratodo 1 <7 < oo.

Finalizamos esta secciéon mostrando que los valores de r obtenidos en los 2 corolarios ante-
riores son éptimos. Para ello, usaremos la nocién de limit order de un ideal [Piel, Chapter 14],
que resulta de gran utilidad cuando se quiere comparar distintos ideales. Recordemos que, para
un ideal de Banach A, el limit order A(A,u,v) se define como el infimo de A > 0 tales que el

operador diagonal Dy pertenece a A(fy; £,), donde Dy: (ap) — (n"%an) y 1 < u,v < o0.
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Lema 1.3.8. Sean 1 < wu,v,p < oo yu',v',p' sus respectivos conjugados. Entonces,
AKp, u,v) = A(I,, o', u).

Demostracién: Denotemos por id,, el operador identidad de ¢;; a £}, para n € N fijo. Por la

Proposicion 1.2.29, tenemos que

liduvllic, (egsen) = lliduvllngeensen) = llidv wll, en,ien,)-
Luego, aplicando [Piel, Theorem 14.4.3] se tiene el resultado. O

Como en las Proposiciones 22.4.9, 22.4.12 y 22.4.13 de [Piel] computan los limits order
de A(IL,,v', ), aplicando el lema anterior obtenemos los valores de A(K,, u,v). Por comodidad,
estos valores se encuentran en el apéndice ubicado al final de este capitulo. Antes de mostrar que
los Corolarios 1.3.5 y 1.3.6 no se pueden mejorar, recordemos que cada L, y-space (1 < g < 00)
tiene cotipo méx{q,2}, [DJT, Corollary 11.7], y que Ly[0,1] y ¢, son Ly 1-space (1 < p < 00).

Teniendo en cuenta esto, tenemos
Resultado. Las condiciones sobre r en los Corolarios 1.8.5 y Corolario 1.3.6 son éptimos.

1) Dado 1 < r < 2, mostraremos que existe X tal que X’ tiene cotipo 2y IC,.(X; £1) # Ka( X 41).
Notemos que (ver el Apéndice (a) y (b))

-1 si 7!

Ay, u, 1) = {1 "

T

IN

<

u < 00,
<u<r.

[

si
Como 7' > 2, elegimos u tal que 2 < u < v y X = {,. Entonces X’ tiene cotipo 2 y

MKy u,1) = 2 # L = XK, u,1). Luego, K;(fu; 1) # Ka(fu;41) y por lo tanto r no se

puede incluir en el Corolario 1.3.5 (a), para cualquier 1 < r < 2.

Ahora, fijamos ¢ tal que 2 < ¢ y X = {,. Entonces X' tiene cotipo ¢ y dado r < ¢, vemos
que A(K,,¢',1) = % Por otro lado, A\(Ks,q',1) = % para todo g < s. Esto muestra que
ICr(Lyi 1) # Ks(Ly ;1) para todo r < ¢ < s.

Ademsds, si r < 7 < ¢, entonces \(Kr,¢',1) # AK,,¢',1). Por lo tanto, las incluciones

KCi(€g, £1) C (g, £1) son estrictas para cualquier r < 7 < q.

Parael casor = ¢,2 < ¢ < 0o, tomemos X = Ly[0,1] = Ly eY = L1[0,1] = L;. Supongamos
que F(Lg;L1) = Kq(Lg; L1). Por el Corolario 1.2.26, debido a que L; tiene propiedad de
aproximacion, tenemos que Lq<§>/qu1 = Lq®€L1 y, por lo tanto, Ll(/g\)(/dq)tLq = L1<§A§5Lq.
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1.3 Sobre la igualdad £, = K,

Como (/dy)" = (dy) (ver la demostracién de la Proposicién 1.2.23) y 7' = ¢ [DF, 15.3],
entonces L1®d;, L, = L1®L, v, por lo tanto tenemos que (L1®d;, L,) = (L1® L,)'. Como
Lo y Ly tienen propiedad de aproximacién métrica, por [DF, 17.7] y [DF, 12.4], se tiene
el isomorfismo Loo<§>dq,Lq/ = LOOQA@TFL(I/. Por lo tanto (Loogédq/Lq/)’ = (LOO@%L(]/)’, en otras
palabras, Il;(Leo, Ly) = L(Lso,Lq) [Rya2, Section 6.3]). Esta igualdad contradice Kwa,
Theorem 7].

Por un lado, tenemos que para todo 1 < p < oo, existe un operador compacto L(£p;¥p) (y
como ¢, tiene propiedad de aproximacién, el operador es aproximable), que no es p-compacto

[AMR, Example 3.1]. Luego, F({y;£p) # Kp(Lp; £p).

Por otro lado, por el Corolario 1.3.6 (a), para p > 2 y para todo 2 < r < 0o, tenemos que
K (€ ) = Ko (£y; £y) = Kp(£p; €p) = Ka(£p; £p). Entonces, r = 0o no puede ser incluido

en el enunciado de este corolario.

Ademss, para r < 2, podemos elegir py g talesque 2 < p <r'y1<g<r.SiX =/{,¢

Y = {4, por los limit orders (ver Apéndice) obtenemos que A(K,,p,q) = Ly \(Ka,p,q) = %,

r

y concluimos que la inclusion KC,.(€,; £,) C Ko(€p; £y) es estricta.

Para analizar las condiciones del Corolario 1.3.6 (b) no se puede mejorar, tomemos p y ¢
talesque 2 < g <ryl<p <7 Llamemos X =/, ¢ Y = {y, con los limit orders obtenemos
que A(K2,p,q') = 5 vy MKy, p,¢') = + (ver Apéndice (b)). Luego, Ka(€p; £y) # Kr(lp; Ly)-

Ademads, como A(K,,p,q') = % se tiene que para todo r y 7 tales que 2 < r < 7, la inclucién

KCi(p; Ly) C KCr(€y; Lyr) es estricta, para valores de p y ¢ adecuados.

Ahora nos enfocamos en el item (c) del Corolario 1.3.6. Fijemos 2 < ¢ y sean X = /; e
Y = {y. Afirmamos que KC,.(¢1,£y) # Ki1(41,4y) para todo ¢ < r. En efecto, el resultado
se obtiene de los limit orders: A(K1,1,q") = % y MK, 1,¢) = % Esto muestra ademéas que

ICi(€1;£y) esta estrictamente contenido en IC,.(¢1;¢,) para todo ¢/ < r < 7.

Para el caso restante, 7 = ¢/, tomemos los espacios X = L1[0,1] = L1 e Y = Ly[0,1] = Ly
y supongamos que Ky (L1;Ly) = K1(L1; Ly ), 2 < g < 0o. Por el Corolario 1.2.26 tenemos
que Loo@@géLq/ = Loo(ggéoLq/. Luego, los espacios tensoriales tienen duales isomorfos y por
[DF, 17.7] y [DF, 13.3] se obtiene que L1<§>quq = L1®g,. Ly son isomorfos. Como goo = \¢
Y 9 = \g;‘, [DF, Proposition 20.14], aplicando [DF, Corolario 20.6.1], concluimos que
Ll(@g;/Lq = L1®:L,;. Como et =y (g;‘,)t = g;, = /dg4, obtenemos que Lq®/qu1 = L,®.Ly
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1. Conjuntos y operadores A-compactos

y, de la misma forma que hicimos en 1), concluimos que Il (Lo, Ly) = £(Loo, Lg), lo cuél no

es verdadero.
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Apéndice

(a) Paral <r <2
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(b) Para 2 <r < oo,
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Conjuntos y operadores A-compactos
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Capitulo 2

Propiedades de aproximacion

La propiedad de aproximacion juega un rol fundamental en la teoria de estructuras de es-
pacios de Banach. El primer estudio sistematico sobre esta propiedad se le puede adjudicar a
Grothendieck y su trabajo de 1955 [Gro2]. La pregunta si todo espacio de Banach posee la
propiedad de aproximacion estuvo abierta por mucho tiempo. No fue hasta 1972, que Per Enflo
muestra el primer ejemplo de un espacio de Banach sin la propiedad de aproximacién [Enf], mar-
cando un antes y después en la teoria de operadores y de espacios de Banach. Desde entonces,
varios autores estudiaron distintos tipos de propiedades de aproximacion y sus incidencias en
la teoria de espacios de Banach y de operadores entre espacios de Banach. Algunos de estos
distintos tipos de propiedades de aproximacion se pueden encontrar en [Cas| y [Pie2, Pag. 280]
entre otros.

En este capitulo vamos a desarrollar un método general para estudiar distintos tipos de
propiedades de aproximacion a partir de un ideal o ideal de Banach y haremos hincapié cuando
el ideal considerado es el de los operadores A-compactos. Empecemos con las definiciones y

algunas observaciones.

Definicién 2.0.1. Sea A un ideal. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion
A-uniforme si para todo espacio de Banach'Y, F(Y;X) es || - ||-denso en A(Y; X).
Definiciéon 2.0.2. Sea A un ideal de Banach. Un espacio de Banach X tiene la A-propiedad

de aprozimacidon si para todo espacio de Banach'Y, F(Y;X) es || - || a-denso en A(Y; X).

Las siguientes observaciones se deducen directamente de las definiciones, por lo que sélo las

mencionaremaos.
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2. Propiedades de aproximacion

Observacién 2.0.3.

(a) Si A = K, entonces la propiedad de aproximacién K-uniforme y la K-propiedad de aproxi-

macién coinciden con la propiedad de aproximacion cléasica.

(b) Si A es un ideal de Banach, como || -|| < ||-||.4, si un espacio de Banach tiene la A-propiedad

de aproximacién, entonces tiene la propiedad de aproximacién A-uniforme.

(c) Si A es un ideal de Banach minimal, por [DF, Proposition 22.1], para todo operador T' € A
existe una sucesién (7),),, de operadores de rango finito tal que lim,,_, |7, —T'|| 4 = 0. Por
lo tanto, todo espacio de Banach tiene la A-propiedad de aproximacién (y, por lo tanto, la

propiedad de aproximacién A-uniforme).

(d) Si A es un ideal de Banach y X tiene la propiedad de aproximacién A-uniforme, entonces

para todo espacio de Banach Y, A(Y; X) C F(Y; X).

(e) Sean Ay B ideales tales que A C B. Entonces si un espacio de Banach X tiene la propiedad

de aproximacién B-uniforme, entonces tiene la propiedad de aproximacién A-uniforme.

2.1. La K 4-propiedad de aproximacién

La Proposicién (A) de la Pagina 11 muestra la estrecha relacién que hay entre la propiedad de
aproximacion y la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos. Para un ideal
de Banach A, también es posible dar una reformulacién de la K 4-propiedad de aproximacion
en términos de una topologia en £(X;Y'). Utilizaremos la medida A-compacta m4 definida en

la seccién anterior para dar una familia de seminormas que determine dicha topologia.

Definiciéon 2.1.1. Sea A un ideal de Banach. Para cualquier par de espacios de Banach X e
Y, la topologia en L(X;Y) de convergencia fuerte y uniforme sobre conjuntos A-compactos es

la topologia dada por la familia de seminormas
qx (T) = ma(T(K);Y),

donde K waria sobre todos los conjuntos absolutamente converos A-compactos de X. A esta

topologia la denotaremos 7s4.
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2.1 La K 4-propiedad de aproximacién

Observacién 2.1.2.

(a) Como todo conjunto absolutamente convexo A-compacto estd incluido en la cédpsula con-
vexa de una sucesién A-nula, en £(X;Y) la topologia convergencia fuerte y uniforme sobre

conjuntos A-compactos coincide con la topologia dada por la familia de seminormas
U)o (T) = ma(T(co{(zn)n});Y) = ma((Txn)n; Y),
donde (z,,), varia sobre todas las sucesiones A-nulas de X.

(b) En el caso que A = F o K, por la Observacién 1.1.11, la topologia 754 es la topologia de

convergencia uniforme sobre conjuntos compactos.

Proposicion 2.1.3. Sea X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Son equivalentes:

(i) X tiene la KCq-propiedad de aproximacion.

(il) Idx € F(X;X)™.

(iii) F(X;X) es 154-denso en L(X;X).

(iv) Para todo espacio de Banach'Y, F(X;Y) es 1sa-denso en L(X;Y).

(v) Para todo espacio de Banach'Y, F(Y;X) es Ts4-denso en L(Y; X).

(vi) Para todo espacio de Banach'Y, F o K4(Y;X) es |||k -denso en Ka(Y; X).

Demostracién: Es claro que (iv) y (v) implican (iii), que (iii) implica (ii) y que (vi) implica
(i). Veamos ahora que (ii) implica (iv). Sean 7' € L(X;Y) y € > 0 y tomemos una seminorma
TsA-continua qx determinada por el conjunto absolutamente convexo A-compacto K C X.
Luego, existe un operador S € F(X;X) tal que ma((S — Idx)(K); X) < ﬁ Por lo tanto,
ToS e F(X;Y)y, por la Proposicién 1.1.9, tenemos

i (ToS=T) = ma((ToS=T)(K);Y) = ma((To(S—1dx))(K); Y) < [[T||ma((S—Idx)(K); X) <,

obteniendo (iv). Para ver que (ii) implica (v), consideremos un conjunto absolutamente convexo
A-compacto K C Y y la seminorma 7s4-continua qx. Para T € L(Y; X), por la Proposi-
ci6n 1.1.9, tenemos que T'(K) es A-compacto en X vy, fijando € > 0, por (ii) existe un operador

S e F(X; X) tal que
ar(r)(S — Idx) = ma((S — Idx)(T(K)); X) < e.
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2. Propiedades de aproximacion

Como ma((S—1Idx)(T(K)); X) = myu((SoT—T)(K);Y), tenemos que qx (SoT—T) < £y como
S oT es un operador de rango finito obtenemos (v). Supongamos ahora que vale (ii) y tomemos
e >0y un operador T' € K4(Y; X). Como T'(By) es un conjunto relativamente .A-compacto de
X, existe un operador S € F(X; X) tal que my((S — Idx)(T(By)); X) < e. Notemos que

mA((S = Idx)(T(By)); X) = ma((So T =T)(By); X) = [[So T = Tk 4-

Asi obtenemos que F o K4(Y;X) es || - ||x,-denso en K4(Y;X), es decir (vi). Para finalizar,
mostraremos que (i) implica (ii). Tomemos un conjunto absolutamente convexo .A-compacto
K Cc X ye > 0. Por el Lema 1.2.3, existen un espacio de Banach Y, un conjunto compacto
L C By y un operador T € K4(Y;X) tales que K C T(L). Como T € K4(Y; X), existe un

operador de rango finito S € F(Y; X) tal que ||S — T'||x, < €/2. Supongamos que

m
SZZ?J}@JU]- con yg EY’,xj €X para j=1,....m
j=1
Al ser T inyectivo, el conjunto T7"(X’) es denso en la topologia de convergencia uniforme so-

bre compactos en Y’ (ver la demostracién de [Rya2, Proposition 4.12]). Por lo tanto, existen

...,z € X' tales que
£

su Tz — o < —
s (T =)0 <

para todo y € L. Definamos el operador SeF (X; X) como S = S af @ xj. Asi, aplicando

j=1%;
la Proposicién 1.1.9, tenemos que

qK(§ — Idx)

A I
£ 8

+ ma((S = T)(L); X).

<
Notemos que ma((S —T')(L); mA((S —T)(By); X) = ||S =Tk, < €/2, con lo que si
(L

V?j

mostramos que my((S o T — S) ) < g/2, finalizaremos la demostracién. Esto ultimo vale

ya que, por la Proposicién 1.1.9
m
ma((SoT — S)(L) A _(T'zly — y) @ x;)(L); X)
7j=1

ma((T'2; — y;) ® ;) (L); X)

Ms

.
Il
-

Ms

supI(T’-'If} e OIREA|
S
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2.1 La K 4-propiedad de aproximacién

Observacién. En el caso que A = F 6 A = K, como K+ = Kx = K, la proposicién anterior

recobra las equivalencias (i) a (v) de la Proposicién (A) de la pag 11.

Para 1 < p < oo, si consideramos el ideal de operadores p-compactos, la Kp,-propiedad de
aproximacion coincide con la k,-propiedad de aproximaciéon definida por Delgado, Pineiro y
Serrano en [DPS1]. Esta propiedad encaja en el marco que estamos considerando ya que, por
el Ejemplo 1.2.13, £, = Kx». En ese mismo trabajo, los autores muestran que todo espacio
de Banach posee la ICpr2-propiedad de aproximaciéon [DPS1, Corollary 3.6], mientras que para
todo 1 < p < oo,p # 2, existe un espacio de Banach sin la Kap-propiedad de aproximacion
[DPS1, Theorem 2.4]. Con estos ejemplos concluimos el item (e) de la Observacién 2.0.3 no
puede generalizarse para la A-propiedad de aproximacién. En otras palabras, dados dos ideales
de Banach A y B tales que K4 C Kp, en general no es cierto que la Kp-propiedad de apro-
ximacién implique la K 4-propiedad de aproximacién. Més atn, no sabemos si la propiedad de
aproximacion clasica implica o no la K 4-propiedad de aproximacion para cualquier ideal de Ba-
nach A. Sin embargo, al consider la propiedad de aproximacién acotada obtenemos un resultado
positivo. Recordemos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacién acotada

si Idy € F(X;X)NABg(x.x) » para algin A > 1.

Proposicion 2.1.4. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Si X tiene la,

propiedad de aproximacion acotada, entonces X tiene la IC 4-propiedad de aproximacion.

Demostracién: Por la Proposicién 2.1.3, para obtener el resultado basta con mostrar que
Idx € WTSA. Tomemos una seminorma T7,4-continua qx determinada por el conjunto
absolutamente convexo A-compacto K C X. Por la Proposiciéon 1.1.12, existen un operador
T € A(y; E) y un conjunto compacto M C By, tales que K C T(M). Por [Rya2, Lemma 4.11]
exite un espacio de Banach Y, un operador compacto e inyectivo S € IC(Y;¢1) y un conjunto

compacto L C ¢; tales que
M cL=S(By) y S (M) es compacto.
Asi obtenemos que
KcT(M)CT(L)=ToS(By).

Como vimos en la Proposicién 1.2.40, al ser L un conjunto compacto de ¢; existe una sucesién
("n)n € B, tal que

Lc{zely: ||z —mpz| < yn,n > 1},
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2. Propiedades de aproximacion

donde 7, es la proyeccion a las primeras n-ésimas coordenadas.
Para cada n € N, consideremos los subespacios de dimensién finita W,, = T o m, o S(Y').
Como X tiene la propiedad de aproximacién acotada, por [DF, Proposition 16.9], para cada

n € N, existe un operador de rango finito R,, € F(X;X) tal que ||R,| < A para algin A > 1y
RyoTomp,oS=Tom,0lS.

Luego, tenemos que

mA((Rp — Idx)(K); X) < ma((Rn — Idx)(T o S(By)); X)

[(Rn — Idx)oT o S|la
|Rp,oToS—RyoTompoS||a+||Tom,0S—T0S|a
[BallllT]|allS = 70 0 S| + IT ]| alln 0 S = S]]

(IBull + DIT||allS = 7 0 S]]

A+ DT alml,

VANRVANR VAN VAN VAN VAN

donde la ultima desigualdad se obtiene ya que, como S(By) = L, ||S—m,0S|| = sup,¢y, [|[x—mnz].

Como (7y,)n converge a cero, se sigue el resultado. O

Si el ideal de Banach A es accesible a derecha, entonces la propiedad de aproximacion clédsica
implica la IC4-propiedad de aproximacién. Para ver esto, vamos necesitar de la siguiente proposi-
cién, que es una caracterizacién de la K 4-propiedad de aproximacién en términos del nicleo

minimal de IC 4.

Proposicién 2.1.5. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach accesible a derecha.
Entonces, X tiene la K g-propiedad de aproximacion si y solo si K4(Y;X) = /Cf}i”(Y;X) para
todo espacio de Banach'Y .

Demostracién: Como A es accesible a derecha, por la Proposicién 1.2.28, las normas || - |[x, ¥
-l Kcryin coinciden sobre los operadores de rango finito. Por lo tanto, para todo par de espacios

de Banach X e Y tenemos las siguientes igualdades
Kﬁm(Y; X) = mllﬂ,ﬁm _ mll-ll;g“

Como X tiene la K 4-propiedad de aproximacién, entonces F(Y; X )”'HKA = Ka(Y; X). De la

igualdad anterior se sigue el resultado. U

Proposicion 2.1.6. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach accesible a derecha.

Si X tiene la propiedad de aproximacion, entonces X tiene la K 4-propiedad de aproximacion.
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2.1 La K 4-propiedad de aproximacién

Demostracién: Como X tiene la propiedad de aproximacién, por [DF, Proposition 25.11]
tenemos que

(3 (V5 X) = (7)™ (V5 X) = KR(Y; X)),

para todo espacio de Banach Y, donde la iltima igualdad se tiene porque K 4 es un ideal
suryectivo (ver Observacién 1.2.8). Como A es accesible a derecha, por la Proposicién 1.2.12
Ka= (ICZ‘”")S”T. Luego K4(Y, X) = ICZ%m(Y; X), aplicando la Proposicién 2.1.5, concluimos la

demostracion. O

Como K, = Kar y NP es un ideal de Banach a accesible, aplicando los dos resultados

anteriores tenemos
Ejemplos 2.1.7. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < co. Entonces

(a) X tiene la ICp-propiedad de aproximacion si y sélo si K,(Y; X) = IC;,’”"(Y;X ) para todo
espacio de Banach Y. En particular, para 1 < p < 0o,p # 2, K, no es un ideal minimal,

mientras que Ko es un ideal minimal.
b) Si X tiene la propiedad de aproximacion, entonces tiene la IC,-propiedad de aproximacién.
prop p ) p~Prop p

En la Proposicién 1.2.5 vimos que todo operador A-compacto se factoriza a través de un
espacio de Banach separable y reflexivo. Gracias a esto, podemos reformular la /C 4-propiedad

de aproximacién de la siguiente manera.

Proposicion 2.1.8. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Son equivalentes:
(i) X tiene la K 4-propiedad de aprozimacion.
(ii) Para todo espacio de Banach separable y reflexivoY’, F(Y; X) es ||| ,-denso en Ko(Y; X).

Demostracién: Sélo hay que mostrar que (ii) implica (i). Sea Y un espacio de Banach y tomem-
os un operador 7' € K 4(Y; X). Por la Proposicién 1.2.5, existen un espacio de Banach separable
y reflexivo Z y operadores R € K(Y;Z) y S € K4(Z; X) tales que T = SoR. Por hipdtesis, existe
una sucesion de operadores de rango finito (S,), € F(Z;X) tal que lim, o ||Sp — S|k, = 0.

Por lo tanto, si consideramos la sucesién (S, o R),, C F(Y; X), tenemos que
|7 = SnoR|ky=[S0R—SnoR|k, <|IS—SullcallRl,

Asi, limy, o0 [T — Sy 0 Rl[ic, = 0 y la demostracién concluye. O
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2. Propiedades de aproximacion

Como consecuencia de la Proposicién 2.1.3, si X o Y tiene la I 4-propiedad de aproximacion,
entonces F(X;Y') es 7s4-denso en L£(X;Y"). Por lo tanto, es natural preguntarse que ocurre si se
invierten los roles de X e Y en la definicién de la IC 4-propiedad de aproximacién. Es bien sabido
que X' tiene propiedad de aproximacion si y sélo si pata todo espacio de Banach Y, F(X;Y)
es || - ||-denso en K(X;Y) (ver, [Rya2, Proposition 4.12] o Proposicién (B) de la pag. 12). Como
existen espacios de Banach con propiedad de aproximacion tales que su dual no la tiene (ver,
por ejemplo, [LT3, Theorem 1.e.7 (b)]), el rol que juega la propiedad de aproximacién de un
espacio de Banach X en K(X;Y) no es el mismo que en K(Y;X). En el marco de la K 4-
propiedad de aproximacién ocurre lo mismo. Para ver esto, primero necesitaremos el siguiente

lema. Recordemos que al espacio X ® Y se lo puede considerar como un subespacio de F(X';Y).

Lema 2.1.9. Sean X e Y espacios de Banach y A un ideal de Banach. Entonces el conjunto

X ®Y estsa-denso en F(X';Y).

Demostracién: Tomemos un operador T' € F(X';Y'), dado por T' = Z;”:l x;-’ ®y; para algunos
2, al e X eyr,...,y, €Y, ysean € > 0 y gx una seminorma 7s4-continua determinada
por el conjunto absolutamente convexo A-compacto K C X’. Por el teorema de Goldstine,
jx(Bx) es débil*-denso en By~. Como las topologfas débil* y de convergencia uniforme sobre
compactos coinciden sobre conjuntos acotados en norma, entonces existen xi,...,z, € X tales

que, para todo j =1,...,n,

€
sup |2/ (z;) — 2/ (2)] < =——.
vek > i1yl
Sea R = 2?21 z; ®y; un elemento en X ® Y. Luego, por la Proposicién 1.1.9, tenemos que
qx(T'— R) =ma((R—T)(K);Y)
n
<Y mal(@f] — 2) (K)y;;Y)
j=1
n
= " llysll sup |2 (@) — ;)] <,
j=1 r’eK

obteniendo el resultado. O

Proposicién 2.1.10. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Son equivalentes:
(i) X' tiene la K g-propiedad de aproximacion.
(ii) Para todo espacio de Banach'Y, K% o F(X;Y) es || - H,Cj—denso en K4 (X;Y).
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2.1 La K 4-propiedad de aproximacién

(iii) Para todo espacio de Banach'Y, F(X;Y) es | - H,Ci‘—denso en K4 (X;Y).

Demostracién: Supongamos que vale (i) y tomemos un operador T € K4 (X;Y) y e > 0.
Como T € K4(Y'; X’), luego T'(By’) C X' es un conjunto A-compacto y como X’ tiene
la K 4-propiedad de aproximacién, combinando la Proposicién 2.1.3 y el Lema 2.1.9, existen
T1y...,xn € X y i, .. 2], € X tales que, si R € X @ X’ viene dado por R = Z;‘:lmj ® a7,
entonces ma((R — Idx/)(T"(By)); X') < e. Finalmente, considerando el operador S € F(X; X)
dado por S = Z?:l ', ® xj, tenemos que S = Ry, por lo tanto,
IToS~Tlygq = [RoT T, = ma((R - Idx)T'(By ) X) < e,

obteniendo (ii). Que (ii) implica (iii) es claro. Ahora supongamos que vale (iii) y tomemos un
operador T' € K 4(Y; X’). Por el Corolario 1.2.43, K4 = Kflf y por lo tanto T" o jx € ICSIL‘(X; Y.
Fijado £ > 0, existe S € F(X;Y’) tal que ||S — T’ on||,sz4 < e. Luego, como j oT" o jy =T,

tenemos que
15”0 gy = Tllica < 118" = dx 0 Tk = 15" = (T" 0 jx) llica = IS = T" 0 jixllxa <,

obteniendo (i) y concluyendo la demostracion. O

Como mencionamos anteriormente, que X’ tenga la propiedad de aproximacion incide direc-
tamente en la estructura de los operadores compactos con dominio en X. FEn vista de la proposi-
cién anterior, la K 4-propiedad de aproximacion de X’ afecta al ideal de Banach ICj‘El(X ;Y) y no
al ideal de operadores A-compactos con dominio en X. Si nos enfocamos en el ideal K4(X;Y)

se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.11. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Consideremos las

siguientes afirmaciones.

(i) X' tiene la Ki-propiedad de aproximacion .

(ii) Para todo espacio de BanachY, F(X;Y) es || - ||k -denso en K4(X;Y).
Entonces (ii) implica (i).

Demostracién: Sean T € K4(Y;X') y € > 0 y veamos que existe un operador R € F(Y; X’)
tal que HT—SH,qz4 <e. ComoT' € K4(X";Y"), se sigue que T"ojx € KA(X;Y’) y, por lo tanto,
exite R € F(X;Y") tal que || 1" o Jx — R||x, < e.SiS = R ojy, tenemos que S € F(Y;X') y,
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como T = j% oT” o jy, obtenemos que

17~ Slis, < Ik o T" — Rllgy
= (7" 0 jx)" ~ Ry
= ||R— T 0 jix s
= |[R—T"0 x|, <e.

donde la dltima igualdad se sigue del Corolario 1.2.43 pues K4 = ICflf isométricamente. [J

No sabemos si en la proposicién anterior vale en general que (i) implica (ii). Sin embargo,

en el marco de la p-compacidad, obtenemos una respuesta afirmativa.
Proposicion 2.1.12. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < co. Son equivalentes:

(i) X' tiene la QN p-propiedad de aprozimacion.

(ii) Para todo espacio de Banach separable y reflexivo Y, F(X;Y) es |||k, -denso en Kp(X;Y).
(iii) Para todo espacio de BanachY, F(X;Y) es || - |k,-denso en KCp(X;Y).

Demostracién: Por el Teorema 1.2.44, ICg = QN,. Luego una aplicacién de la proposicién
anterior muestra que (iii) implica (i). Para ver que (i) implica (ii), tomemos un espacio de Banach
separable y reflexivo Y, un operador T' € IC,(X;Y) y € > 0. Por el Teorema 1.2.44 tenemos que
T € QN,(Y'; X'), luego por (i) existe un operador S € F(Y'; X') tal que ||S —T'||gn, < €.
Como Y es reflexivo, entonces F(Y'; X') = Y ® X' y, por lo tanto, S’ o jx € F(X;Y). Si

R =S5"0jx, tenemos que R’ = Sy,
IR=Tlk, =R =Tl = IT"— Rlon, <,

obteniendo (ii). Por ultimo, supongamos que vale (ii) y tomemos un espacio de Banach Y y
un operador p-compacto T' € K,(X;Y). Por el Corolario 1.3.2, existen un espacio de Banach
Z separable y reflexivo y operadores 71 € K,(X;Z) y R € K(Z;Y) tales que T = R o Tj. Por
hipétesis, existe un operador de rango finito S € F(X; Z) tal que ||S — T || K, < ﬁ. Si notamos
con S al operador S = Ro g, tenemos que S € F(X;Y)y

IT =S|, = |[RoTi — Ro S|, < | RIITy — Sk, <.

concluyendo la demostracion. (|
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2.1.1. Sobre el espacio dual (L(X;Y),754) y la K 4-propiedad de aproximacién

En esta seccién caracterizaremos el dual de (£(X;Y),7s4) en el caso de que A sea un ideal
accesible a derecha. Como consecuencia, vamos a poder dar condiciones de traza de la K 4-
propiedad de aproximacién y establecer como influye la K 4-propiedad de aproximacién de X"

o X en X.

Teorema 2.1.13. Sea A un ideal de Banach accesible a derecha. Entonces ¢ € (L(X;Y),Tsa)
si y solo si existen una sucesion (zy)n € co 4(X) y un operador R € A'(cp;Y') tales que

o0

$(T) = (Ren)(Tn).

n=1
Demostraciéon: Veamos primero que una funcional ¢ con la descripcién del enunciado es
TsA-continua. Tomemos una sucesién (z,), € c¢p4(X) y un operador R € A'(co;Y’). Como
A es accesible a derecha, por el Corolario 1.2.33 tenemos que ¢o 4(Y) = A’(co; Y”). Por lo tanto,

al operador R lo podemos relacionar con una funcional v, donde la relacion viene dada por

Y((Yn)n) = Z(Ren)(yn) (Yn)n € co,a(Y).

n=1
Luego, como para todo operador T' € L(X;Y') la sucesion (T'xy,), € co4(Y), tenemos que existe

una constante C' > 0 tal que
1Y (Re)(Tan)| < Cl(Txn)llega(v) = Cmal(Tp)n; V),
n=1

¥, como por el ftem (a) de la Observacién 2.1.2, la seminorma q,,,), definida por

U)o (T) = ma(Tn)n; Y)

es Ts4-continua, tenemos que ¢ es Ts4-continua.
Para ver que toda funcional tiene dicha descripcién, tomemos ¢ € (L(X;Y),7s4)". Luego,

existe una sucesion (z,)n € co,4(X) tal que |¢(T)| < ma((Txp)n;Y). Sea
U: L(X5Y) = cpaY)

el operador definido por W(T') = (T'zy,),. Es claro que ¥ es un operador lineal y continuo. Sea
M = V(L(X;Y)), que es un subespacio de cp 4(Y), y definamos la funciona lineal ® sobre
M como ®(Tzy), = ¢(T') que extendemos por densidad. La buena definicién de ® se debe

aque, siTyS € L(X;Y) son operadores tales que Tz, = Sz, para todo n € N, entonces
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lp(T — S)| < ma(((T — S)xn)n;Y) = 0y, por lo tanto, ¢(T') = ¢(S). Por el teorema de Hahn-
Banach podemos extender ¢ a una funcional continua sobre co 4(Y'), que seguiremos notando

con ®. Finalmente, por el Corolario 1.2.33, existe un operador R € A'(cp;Y) tal que

o0

H(T) = d(Txn)n = Z(Ren)(Txn):

n=1

como querfamos mostrar. U

Gracias al teorema anterior, vamos dar una condicién de traza de la K 4-propiedad de apro-

ximacién similar al del item (vi) de la Proposicién (A) de los Preliminares.

Proposicién 2.1.14. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach accesible a
derecha. Entonces X tiene la K 4-propiedad de aproximacion st y sélo si para toda sucesion
(zp)n € co,a(X) y para todo operador S € A'(co; X') tal que >~ (Sen)(x)zn = 0 para todo
z € X, entonces y .- (Sen)(xn) = 0.

Demostracién: Por el item (ii) de la Proposicién 2.1.3 X tiene la K 4-propiedad de aproximacién

siysolosi Idx € F(X;X) . Como (L(X;Y), 7s4) es un espacio localmente convexo y F(X; X)
es un subespacio de L(X; X), por el teorema de Hahn-Banach, Idx € WTSA si y sélo si
para toda ¢ € (L(X;Y),7s4) que se anule sobre F(X; X), se tiene que ¢(Idx) = 0. Como ¢ es
lineal, que ¢ se anule sobre F(X; X) es equivalente a que sea nula sobre todos los operadores
de rango 1. Por lo tanto, tenemos que X tiene la K 4-propiedad de aproximacion si y sélo si
para toda ¢ € (L(X;Y),7s4)" tal que ¢(2' ® ) = 0 para todo 2/ € X y x € X, se tiene
que ¢(Idx) = 0. Aplicando el Teorema 2.1.13, llegamos a que X tiene la K 4-propiedad de
aproximacion si y sélo si para toda sucesion (z,,)n € co 4(X) y todo operador S € A’(co; X') tal
que Y 2 (Sep)(x)2'(x,) = 0 para todo z € X y 2’ € X, entonces > - ,(Sey)(z,) = 0. Para
obtener el resultado basta notar que > o (Se,)(z)z'(z,) = 0 para todoz € X y 2/ € X siy
sélo si Y 7 | (Sey)(x)xy, = 0 para todo z € X. O

En el contexto de la K,-propiedad de aproximacién, el resultado anterior fue obtenido por

Delgado, Pifieiro y Serrano [DPS1, Theorem 3.1].

Observaciéon. Combinando la proposicion anterior y la Proposicion 2.1.3, extendemos la Proposi-
cién (A) de la pdg. 11 al caso de la K 4-propiedad de aproximacién en el caso de que A sea un

ideal de Banach accesible a derecha.

Como consecuencia de la condicion de traza, la K 4-propiedad de aproximacién de un espacio

se hereda a sus subespacios complementados.
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Proposicion 2.1.15. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach accesible a derecha.
St X tiene la K 4-propiedad de aproximacion, entonces todo subespacio complementado de X

tiene la IC 4-propiedad de aproximacion.

Demostracion: Sean Y un subespacio complementado de X y P: X — Y un proyector.

Tomemos una sucesion (yy, ), € co 4(Y) un operador S € A'(cp;Y') tales que

o0

Z(Sen)(y)yn =0

n=1
para todo y € Y. Por la proposicién anterior, si mostramos que > >, (Sey)(yn) = 0, obten-
dremos el resultado.
Como (yn)n € c04(Y) e Y es un subespacio de X, entonces (yn)n es A-nula en X y, si

consideramos el operador composicién P’ o S € A'(cg; X'), tenemos que para todo x € X

i( o Sen)( i Sen)( yn = 0.
n=1 n=1

Como X tiene la I 4-propiedad de aproximacién, por la Proposicién 2.1.14, obtenemos que

oo o0 oo

0= (P'oSea)(yn) = Y (Sea)(Pya) = D (Sen)(yn),

n=1 n=1 n=1

como queriamos ver. O

Delgado, Pineiro y Serrano muestran que si X” tiene la Kp-propieda de aproximacién, en-
tonces X la tiene [DPSI1, Corollary 3.5]. Nosotros, al tener caracterizadas las funcionales del

espacio dual (L(X;Y),7s4), podemos generalizar este resultado.

Proposicién 2.1.16. Sean X un espacio de Banach y A un ideal accesible a derecha. Si X"

tiene la IC 4-propiedad de aproximacion, entonces X tiene la K 4-propiedad de aproximacion.

Demostracién: Tomemos una sucesién (zy), € cp4(X) y un operador S € A'(co; X') tales
que Y > (Sep)(x)zn, = 0 para todo z € X. En virtud de la Proposicién 2.1.14, para ver
que X tiene la K 4-propiedad de aproximacién, basta con ver que > - (Se,)(z,) = 0. Como
Yool (Sen)(x)xy = 0 para todo z € X, luego > 7 | (Sey)(z)x (z,,) = 0 para todo z € X y para
todo ' € X'. Por lo tanto, se tiene que » .~ 2'(x,)Se, = 0 para todo ' € X'. De la misma

forma, tenemos que

Zx (Sen)zn = Z(jX’ o Seq) (") (jxwn) =0

n=1
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para todo z” € X”. Como la sucesién (jxan)n € coa(X") y jx oS € A'(co; X"), debido a que

X" tiene la K 4-propiedad de aproximacién, por la Proposicién 2.1.14, tenemos que

Z(jX/ o Sen)(jxan) = Z(Sen)(xn) =0,
n=1 n=1
como queriamos ver. O

En general, no sabemos si la K 4-propiedad de aproximacién del dual de un espacio de Banach
implica algin tipo de propiedad de aproximacién en el espacio. Sin embargo, la K,-propiedad
de aproximacién de X’ implica la Kr,-propiedad de aproximacién (1 < p < o0). Los sigu-
ientes resultados estan destinados a mostrar esto ultimo. Empecemos por caracterizar el dual

de (L(X;Y), Tsnp).

, ]l)+ ]% = 1. Entonces una

funcional ¢ pertenece a (L(X;Y),Tsnw)' siy sdlo si existen (x,)n € cox,(X) y S € Ny(co;Y')

Proposiciéon 2.1.17. Sean X e Y espacios de Banach, 1 < p < oo

tales que
(o]

O(T) = (Sen)(Tn),

n=1
para todo T' € L(X;Y).
Demostracion: Recordemos que por el Ejemplo 1.2.22 y lo hecho en la Proposicién 1.2.23,
el ideal de los operadores p-compactos esta asociado con la norma tensorial gz’),. Por lo tanto,
como g;’ = g, |[DF, Propositoin 15.3], resulta que IC;7 es el ideal de Banach maximal con norma
tensorial asociada g,r. Luego, por [DF, 17.5], K}, = T, el ideal de los operadores p’-integrales.
Por lo tanto, del Teorema 2.1.13, tenemos que una funcional ¢ € (L(X;Y), Tsnp) siy sélo si

existen una sucesion (z,)n € con»(X) y un operador S € Zy(co; Y') tales que

o0

o(T) = Z(Sen)(Txn)-
n=1
Tomemos una sucesién (8,), € c¢o tal que la sucesién Z, = g—z para todo n € N, verifica

(Zn)n € conr(X) y, definamos el operador diagonal D: ¢ — ¢o dado por D(e,) = SBnen. Luego,

tenemos que

[e.e] o0} o0 o

O(T) = (Sen)(Tzn) =Y (Sen)(TBnin) > (SBnen)(Tin) =Y (S0 Dypen)(Tin).

n=1 n=1 n=1 n=1
Notemos que el operador D es aproximable. Finalmente, como 7,y es un ideal accesible (ya que
gy €s una norma tensorial accesible [DF, Theorem 21.5]), So D € Ig?i”(co; Y') = Ny (co; Y')
[DF, Example 22.3], obteniendo el resultado. O

De la misma forma que procedimos en la Proposicién 2.1.14, obtenemos el siguiente resultado.
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2.1 La K 4-propiedad de aproximacién

Corolario 2.1.18. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < 0o con % + z% = 1. Entonces X
tiene la Kp-propiedad de aprovimacion si y sdlo si para toda sucesion (xyn)n € cox,(X) y para

todo operador S € Ny(co; X') tales que > 07 (Sen)(z)z, = 0 para todo x € X, se tiene que
2 n=1(Sen)(@n) = 0.

En la Proposicién 1.1.12, vimos que en la definicién de un conjunto A-compacto, podiamos
considerar sélo operadoradores con dominio en ¢;. En el caso de los operadores N,-compactos,

también podemos considerar sélo los operadores con dominio en cg.

Lema 2.1.19. Sean X un espacio de Banach y1 < p < oo. Un conjunto K C X es relativamente
Np-compacto si y sdlo si existen un operador T € Np(co; X) y un congunto compacto L C cq
tales que K C T(L). En consecuencia, una sucesion (zp), C X es Np-nula si y sdlo si existen

un operador T € Np(co; X) y una sucesion (zn)n € co(co) tales que x, = Tz, para todo n € N.

Demostracién: Es claro que si K C T(L) con T € Np(cp; X) y L C ¢p compacto, entonces
K es relativamente Aj,-compacto. Para la otra implicacién, tomemos un espacio de Banach Z,
operador p-nuclear T' € N,(Z;X) y un conjunto compacto M C Z tal que K C T(M). Por
[DJT, Proposition 5.23], existen operadores S € L(Z;¢p), R € L({p; X) y un operador p-nuclear
Ty € Np(co; £p) tales que T'= Ro T o S. Por lo tanto, el conjunto L = S(M) C ¢y es compacto,
el operador T = Ro Ty € Ny(co; X) y K € T(M) = T(L), como querfamos ver.

En consecuencia, si (n)n € con, (X), por lo recién visto, existen un operador T' € N, (co; X)
y un conjunto compacto L C ¢g tales que (x,,), C T(L). Procediendo de la misma forma que
hicimos en la demostracién de (iii) implica (i) de la Proposicién 1.1.14, obtenemos el resultado.

O

Proposicién 2.1.20. Sean X un espacio de Banach y tomemos 1 < p < oo, con %+ I% =1.5

X' tiene la IC,-propiedad de aprozimacion, entonces X tiene la /CNp/ -propiedad de aproxrimacion.

Demostracién: Primero, notemos que como el ideal N}, esta asociado a la norma tensorial g,y,
entonces NI’J, es el ideal maximal asociado a g;, que, por lo visto en la Proposicién 1.2.23, resulta
ser el ideal Hg. Ahora tomemos una sucesién (z,,), C X Ny-nula y un operador S € Hg(co; X’
tales que > o7 (Sen)(z)z, = 0 para todo z € X. Por la Proposicién 2.1.14, si vemos que
Yoo (Sen)(xn) = 0, entonces X tiene la K Np,—propiedad de aproximacién. Por el Lema 2.1.19,

existen un operador R € N,(co; X) y una sucesion (z,), € co(co) tales que z,, = Rz, para todo
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n € N. Para cada n € N notemos z, = Y - zne], donde (zn) € ¢p. Luego tenemos que

7j=1
> (Sen)(@)wn = Y (Sen)(x)Rzn
n=1 n=1
= Z Sep)(x Z Ze;)
n=1
= Z (Szflen)(:z)Re]
j=1n=1
= Z S(Z 2 e,)(z) Re;
7j=1 n=1

Definamos para cada j € N wj = > >° z)en. Es claro que w; € co para cada j € Ny que
la sucesion (w;); € co(co). Por lo tanto, como S € TI%(co; X'), por la Proposicién 1.2.25 y el
Corolario 1.2.14 la sucesién (Swj); € co i, (X'). Por lo tanto, como » 72, (Sw;)(z)Re; = 0 para

todo x € X, procediendo como en la Proposiciéon 2.1.16, tenemos que

[e.9]

Zx’(Rej)Swj = Z(jX o Rej)(z)Sw; =0

j=1 Jj=1
para todo 2’ € X’. Como X' tiene la Kp-propiedad de aproximacién, por el Corolario 2.1.18

tenemos que
o
E (Swj)(Rej) =
J=1

Finalmente, como
oo

(Swj)(Rej) = Z Zz en))(Rej)

j=1 j=1 n=1

S iSen Rz Tej)

= Z Sen)( Zz]e]

Il
8\\M

I
M8l

(Sen)(Rzy)

n=1

= 3 (Seu)(an).

n=1

tenemos que >~ (Sep)(z,) = 0 como querfamos ver. O

2.2. La propiedad de aproximacion K 4-uniforme

Ahora nos enfocaremos en la propiedad de aproximacién K 4-uniforme. Esta propiedad de
aproximacién mira al ideal K 4(X;Y) como un subespacio de £(X;Y), donde la densidad se

mide con la estructura geométrica que induce L, y por eso A no necesita ser un ideal de Banach.
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Vamos a empezar por dar una reformulacién de esta propiedad en términos de la topologia
en L£(X;Y) de convergencia uniforme sobre conjuntos .A-compactos. Esta topologia, que la de-

notaremos 74, viene dada por la familia de seminormas

qx (T) = sup || Tz|,
zeK

donde K varia sobre todos los conjuntos absolutamente convexos A-compactos de X. Més atin,
podemos considerar sélo los conjuntos de la forma K = co{(z,),} donde (z,)n € cp a(X). Antes
de empezar, notemos que gracias a la Observacion 1.1.11, las seminoras continuas de la topologia

T4 pueden expresarse de la forma

A(zp)n (T) = mz(T(co{(zn)n});Y) = mz((Txn)n; Y),

donde (z,,), varia sobre todas las sucesiones A-nulas de X. También, para un operador compacto
T € K(X;Y), tenemos que
1T = mz(T(Bx); Y).

Proposicion 2.2.1. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Son equivalentes:
(i) X tiene la propiedad de aproximacion K 4-uniforme.

(i) Tdx € FOGX) ™.

(iii) F(X;X) es T4-denso en L(X; X).

(iv) Para todo espacio de Banach Y, F(X;Y) es T4-denso en L(X;Y).

(v) Para todo espacio de Banach'Y, F(Y; X) es T4-denso en L(Y;X).

(vi) Para todo espacio de BanachY, F o K4(Y;X) es |.|[-denso en K4(Y; X).

Sinha y Karn [SK1] definen la p-propiedad de aproximacién (1 < p < oo) de la siguiente
manera: Un espacio de Banach X tiene la p-propiedad de aproximacién si Idxy € F(X; X )Tp,
donde 7, es la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos p-compactos. Esta propiedad

coincide con la propiedad de aproximacién ICarp-uniforme.

Observacion 2.2.2.

(a) Si 1 < p < 2, todo espacio de Banach tiene la propiedad de aproximacién Kap-uniforme,

[SK1, Theorem 6.4].
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(b) Para todo p > 2, existe un espacio de Banach sin la propiedad de aproximacién ICprp-

uniforme, [SK1, Theorem 6.7].

En la Proposicién 1.2.5 se factoriza todo operador A-compacto a través de un espacio de
Banach separable y reflexivo. Gracias a esto, podemos reformular la propiedad de aproximaciéon
K 4-uniforme de la siguiente manera. Vamos a omitir la demostracién ya que es anidloga a la de

la Proposicion 2.1.8.
Proposicién 2.2.3. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Son equivalentes:
(i) X tiene la propiedad de aprozimacion K 4-uniforme.
(ii) Para todo espacio de Banach separable y reflexivo Y, F(Y; X) es || - ||-denso en K4(Y; X).

Aligual que pasa con la propiedad de aproximacién y la K 4-propiedad de aproximacién, el rol
que juega el espacio X con la propiedad de aproximacion K g-uniforme en el espacio K 4(Y; X) no
es el mismo que en K 4(X;Y). Esto queda de manifiesto en las siguientes 2 proposiciones. Vamos
a omitir la demostracién de ambas ya que son analogas a las hechas en las Proposiciones 2.1.10

y 2.1.11.

Proposiciéon 2.2.4. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Son equivalentes:
(i) X' tiene la propiedad de aproximacion K 4-uniforme.
(ii) Para todo espacio de BanachY, F(X;Y) es || - ||-denso en K%4(X;Y).

Proposicion 2.2.5. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Consideremos las siguientes

afirmaciones.

(i) X' tiene la propiedad de aproximacion lCiiA—umforme.

(ii) Para todo espacio de Banach Y, F(X;Y) es || - ||-denso en KA(X;Y).
Entonces (ii) implica (1).

No sabemos si en general vale que (i) implica (ii) de la proposicién anterior. Sin embargo,
en el marco de la p-compacidad, obtenemos una respuesta afirmativa. La demostracion de la

siguiente proposicién es andloga a la hecha en la Proposicién 2.1.12 también la omitiremos.
Proposicion 2.2.6. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < co. Son equivalentes:
(i) X' tiene la propiedad de aprozimacion QN ,-uniforme.
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(ii) Para todo espacio de Banach separable y reflexivo Y, F(X;Y) es || - ||-denso en IC,(X;Y).
(iii) Para todo espacio de Banach'Y, F(X;Y) es | - ||-denso en KCp(X;Y).

2.2.1. Sobre el espacio dual (L£(X;Y),74) y la propiedad de aproximacién
K 4-uniforme

El item (vi) de la Proposicién (A) de la pagina 11, da una condicién de traza sobre la
propiedad de aproximacién. Este resultado se tiene gracias a la caracterizacién del dual de
(L(X;Y);7.), dada por Grothendieck [Gro2]. El resultado clésico establece que el espacio dual

de (L(X;Y), 7.) consiste en todas las funcionales ¢ de la forma

A1) =D yp(Tzy),
n=1

donde (y,,)n CY' € co(Y') y (xn)n € €1(X) [LT3, Proposition 1.e.3]. Siguiendo la demostracién
de [LT3, Proposition 1.e.3], se puede caracterizar el espacio dual de (£(X;Y),74), donde 74
es la topologia de convergencia uniforme sobre A-compactos. En [DP2] los autores muestran el

resultado que obtuvimos en forma independiente.

Proposicién 2.2.7. Sean X e Y espacios de Banach y A un ideal. Una funcional ¢ sobre

L(X;Y) es Ta-continua si y solo si
oo
S(T) = yn(Tn),
n=1

donde (y,)n CY' € (4(Y") y (zn)n € co,a(X).

Demostracién: Primero notemos que por [LT3, Proposition 1.e.3], una funcional ¢ sobre

L(X;Y) dada por
o(T) = 3yl (Tan),
n=1

para T € L(X;Y), con (y,)n CY' € L1(Y') y (zn)n € co,4(X) esta bien definida y resulta ser

Te-continua. Para ver que es T4-continua basta notar que, como el conjunto
K =co{(zn)n} C X

es A-compacto y, para todo n € N vale que ||Tz,|| < sup,cg ||Tz|. Entonces tenemos

oo
(D) < Y lyn Tl < I (yn)all sup [T]],
x

n=1

y, por lo tanto, ¢ resulta 74-continua.
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Ahora consideremos ¢ una funcional 74-continua. Luego, existe una sucesién (z,, ), € co a(X)

tal que, con K = co{(zp)n}, |¢(T)| < sup,ex || Tz]]. Consideremos la aplicacién
W (L), 74) = colY)

dada por YT = (T'zy),. Es claro que ¥ esta bien definida y es lineal. Mas atn, tenemos que
|UT|| = sup,en [|Tznl] = supgex ||Tz||, con lo cudl ¥ resulta continua. Sea L C ¢y(Y) el

subespacio L = U(L(X;Y)) y definamos una funcional ®: L — K dada por

D((yn)n) = ¢(T) st (yn)n = (TTn)n

y la extendemos por densidad. Para ver la buena definiciéon de ®, consideremos 2 operadores 1"y
S € L(X;Y) tales que Tz, = Sx,, para todo n € N. Luego |¢(T — 5)| < sup,ex [|(T'— S)z|| =0
y, por lo tanto, ¢(T") = ¢(.S) con lo que concuimos que ® esta bien definida.

Por el teorema de Hahn-Banach, ® se puede extender a todo ¢y(Y) y, como ¢o(Y) = £1(Y"),

existe una sucesion (y),)n € £1(Y”) tal que
o
(1) = 2(Twp)n = Zy;(Twn),
n=1
y asi obtenemos el resultado. O
Gracias a la proposicion anterior, podemos dar una condicién de traza de la propiedad de

aproximacion K 4-uniforme. Vamos a omitir la demostracién de la siguiente proposicién ya que

es similar a la hecha en la Proposicién 2.1.14.

Proposicion 2.2.8. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Entonces X tiene la propiedad
de aprozimacion IC4-uniforme si y sélo si para todo par de sucesiones (xn)n € co.a(X) y

(z))n € Ci1(X') tales que Y 0" @) (x)x, =0 para todo x € X, se tiene y o xh(x,) = 0.
De forma andloga a la Proposicién 2.1.15, tenemos:

Proposicién 2.2.9. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Si X tiene la propiedad de
aprozimacion K 4-uniforme, entonces todo subespacio complementado de X tiene la propiedad

de aproximacion K 4-uniforme.
De la misma forma que en la Proposicién 2.1.16, tenemos:

Corolario 2.2.10. Sea X wun espacio de Banach. Si X" tiene la propiedad de aproximacion

K a-uniforme, entonces X tiene la propiedad de aproximacion K 4-uniforme.
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En general, no sabemos si la propiedad de aproximacién K 4-uniforme se hereda de un espacio
dual. En otras palabras, si X’ tiene la propiedad de aproximacién K 4-uniforme, ; X la tiene? Sin
embargo, podemos establecer una condicién para que esto ocurra. Para ello, primero notemos
que gracias a [LT3, Proposition 1.e.3] y a la descripcién del tensor proyectivo (ver pagina 8)

existe una relacién biunivoca entre las funcionales sobre (£(X;Y),7.) e Y'®,X dada por

Y@, X — (L(X;Y), 1)

u = Zy; QT — ¢ P(T) = Zy;(Txn).
n=1 n=1

Esta relaciéon, junto a la Proposicion 2.2.7 nos sugiere considerar los siguientes subespacios

del tensor proyectivo

Sa(X;Y)
SA(X;Y)

{u = Zzozl Tn @ Yn: (:En)n € El(X)> (yn)n S CO,A(Y)}a
{u = 2211 Tn & Yn 't (:En)n € CO,A(X)a (yn)n €l (Y)}

Definiciéon 2.2.11. Sea A un ideal. Un tensor en Sy se dird A-representable y un tensor en
SA se dird A-representable a derecha. De la misma forma, si X e Y son espacios de Banach,

una funcional ¢ sobre L(X;Y) se dice A-representable (resp. A-representable a derecha) si
O(T) = yn(Tn),
n=1

donde ¢ esta asociada al tensor u =30yl @z, € SA(Y'; X) (resp. u € SHY'; X)).

Observacién 2.2.12. Recordemos que X®,Y es isométricamente isomorfo a Y&, X via el op-

erador de transposicién u +— uf. Bajo el mismo isomorfismo, se tiene que S4(Y; X) = SA(X;Y).
Con estas definiciones, se tiene

Proposicién 2.2.13. Sea X un espacio de Banach y A un ideal tal que S4 (X', X) C SA(X’, X).
Si X' tiene la propiedad de aproximacion K a-uniforme, entonces X tiene la propiedad de apro-

ximacion K 4-uniforme.

Demostracién: Sean (), € co A(X) y (2},)n € £1(X’) tales que Y7, 2! (z)z, = 0 para todo

z € X. Si vemos que > >z

noq1ZTn(xn) = 0, por la Proposicién 2.2.8, tendremos que X tiene la

propiedad de aproximacién K 4-uniforme. Consideramos la funcional sobre £(X; X)
(e.)
$(T) =y (Txy),
n=1
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que, por la Proposicién 2.2.7, resulta ser 74-continua y ademds cumple que

ch "(zn) =2’ Zm

Por lo tanto, ¢ se anula sobre todos los operadores de rango 1 y al ser lineal, se anula sobre
todos los operadores de rango finito. Como S4(X’, X) € SA(X’, X), entonces existen sucesiones
(Zn)n € 01(X) y (@,)n € co.a(X') tales que ¢(T) = > 07, &, (T'%y). Por lo tanto, la funcional
sobre L£(X'; X') definida por ¢(R) = > | jx(xn)(RZ,), es T4-continua y cumple la igualdad

A(T) = p(T")

para todo T' € L(X; X). Por lo tanto, ¥(x ® 2') = 0 para todo x € X, 2/ € X’. Una aplicacién
del Lema 2.1.9 muestra que el conjunto X ® X’ es 1s4-denso en F(X'; X') y, por lo tanto, es
74-denso. Entonces, como X’ tiene la propiedad de aproximacién K 4-uniforme, por el {tem (ii)

de la Proposicién 2.2.1 resulta que ¢ (Idx/) = 0. Finalmente, como
b(ldx) = v(Idy) = p(Idx) =Y _ l(an
n=1

de donde ) >7, z, (x,) = 0, como queriamos. O

Es claro que si A = K entonces Sk (X;Y) = SX(X;Y) = X®,Y. La igualdad también se
tiene cuando consideramos el ideal N'P. Para probar el siguiente resultado, tomamos ideas de la

demostracién de [CK, Theorem 2.7].

Proposicién 2.2.14. Sean X e Y espacios de Banach, entonces Sx» (Y, X) = SN"(Y, X) para

todo 1 < p < o0.

Demostracién: Fijemos 1 < p < co. S6lo mostraremos la inclusién SV (Y, X) C Sy (Y, X),
la otra inclusién es analoga. Si u € SV*(Y, X) entonces existen sucesiones (y,)n € conr(Y) y
(Zp)n € 41(X) tales que u =Y 07| yp @ . Como (yn)n € con»(Y), por el Lema 1.1.5, existen
un espacio de Banach Z, una sucesién (z,)n, € ¢o(Z) y un operador T' € NP(Z;Y) tales que

Yn = Tz, paratodon € N. Supongamos que T' = > 2%, 2/®@7; con (2}); € £)(Z') e (;); € £p(Y).

7=1%j
Por lo tanto tenemos que

= ZZZ (2n) (5} @ 2n) (2.1)
= Yi ® (Z z}(zn)xn> .

j=1 n=1
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2.2 La propiedad de aproximacién I 4-uniforme

Para cada j € N, sea \; € £,y definida por \; = Y7, J(zn)Hanl/p en. De la ecuacién (2.1),

tenemos que

ZH( ille, 9@ (Z IIe, ) (2.2)

7j=1
Definamos el operador R: £,y — X tal que R = Y ° e/ ® ananP . Es claro que
R € NP(ly;X)y que

R(ias

1A He, Z

Por lo tanto, aplicando esta iltima igualdad a la ecuacién (2.2), tenemos que

Hf ’

u= Z 1(X3);lle, 55 ® R( )- (2.3)

I
1(As);le,,

Finalmente, como la sucesion (|[(A;);lle,, 7;); € £1(Y), existe una sucesion (By)n € B, tal que,

siy yj 1||( j)jille, ¥;);, entonces (yj) € 01(Y). Asi, tenemos que

“_Z%M@H o)

Hf ’

y como (R(@W))j es una sucesién NP-nula, se sigue que u € Sy»(Y,X) y finaliza la
3

demostracion. O

De estas dos ultimas proposiciones, recuperamos el siguiente teorema obtenido por Choi y
Kim en [CK, Theorem 2.7] en el contexto de la p-compacidad. Antes recordemos que por el

Corolario 1.2.14 las sucesién Kp-nulas y NP-nulas coinciden.

Teorema 2.2.15. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < oo. Si X' tiene la propiedad de

aproximacion K,-uniforme, entonces X la tiene.

Sea i: X'®,Y — N(X;Y) el operador canénico dado por i(u)(z) = Y00 ! (x)z,, si
w= Y2z, @z, Este operador es, en general, una suryeccién. Un resultado cldsico de la
teoria establece que X tiene la propiedad de aproximacion si y solo si i es inyectivo. En el marco
de la propiedad de aproximacién K 4-uniforme se puede establencer un resultado andlogo, car-
acterizando esta propiedad a partir del nicleo del operador canodnico. La siguiente resultado se

puede comparar con [Rya2, Proposition 4.6].
Proposicion 2.2.16. Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(i) X tiene la propiedad de aproximacion K 4-uniforme.
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(i) Siu=32,2, @z, € SAX;X) (0u € SHX;X")) y >0, o (x)z, = 0 para todo

x € X, entonces u = 0.

(iii) Para todo espacio de Banach'Y, siu =300  yn @ v, € Sp(Y;X) (0u € SAX;Y)) y

Yol yn'(xn) = 0 para todo ' € X', entonces u = 0.

(iv) Para todo espacio de BanachY, siu =Y o0 yp @ 2n € Sa(Y;X) (0 u € SAX;Y)) y
>0 1Y (yn)xn = 0 para todo y' € Y', entonces u = 0.

n=1

Demostracién: Empecemos por ver que (i) implica (iv). Tomemos un tensor u € S4(Y; X) tal

que u tiene una representacién
oo
n=1

con (zp)n € co,A(X) € (yn)n € £1(Y) y supongamos que y_ -~ 4/ (yn)z, = 0 para todo 3y € Y.
Definamos la funcional ¢ sobre £(X;Y”) dada por

AT) = jyyn(Tay).
n=1

Por la Proposicién 2.2.7, ¢ es T4-continua y, si R: X — Y’ es el operador de rango 1 dado por

R =2'®¢y para algun 2’ € X' e y € Y’, tenemos que

$(R) =Y o/ (yn)' (xa) = &' (D ¢/ (ya)a) = 0.
n=1

n=1
Luego, ¢ se anula sobre todos los operadores de rango finito. Por otro lado, como X tiene la
propiedad de aproximacién K 4-uniforme y {(z,),} es un conjunto A-compacto, dado ¢ > 0y
T € L(X;Y'), existe un operador de rango finito S € F(X;Y”) tal que ||Tz,, — Sz,|| < e para

todo n € N. Por lo tanto, tenemos que

(T < [$(T = )| +16(S) < Y 1Tz = Saallllyall < ell(yn)lleyvy-

n=1
Como ¢ es arbitrario, tenemos que ¢(7') = 0 para todo T € L(X;Y’). Como L(X;Y') =
(X®.Y)" [Rya2, Theorem 2.9], u € S4(Y;X) C Y®,X es un elemento que se anula sobre toda
funcional de Y&, X. Se concluye que u = 0, obteniendo (iv).
Ahora supongamos que vale (iv) y tomemos un tensor u = > >, yp @ z, € Sa(Y;X) tal

que Y 7, yna'(xy) = 0 para todo 2’ € X'. Entonces, para todo ' € Y’ tenemos que
oo oo
0=9' 0y’ (@n)) = 2’ v/ (yn)zn)-
n=1 n=1
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2.2 La propiedad de aproximacién I 4-uniforme

Por lo tanto, > >, v/(yn)zs para todo ¥’ € Y’ y, por (iv) tenemos que u = 0, obteniendo (iii).
Que (iii) implica (ii) es claro. Por ultimo, veamos que (ii) implica (i). Para ello, como F(X; X)
es un subespacio de £(X; X ) y 74 es una topologia localmente convexa, para ver que F(X; X)
es T4-denso en L(X;X), basta ver que si ¢ es una funcional 74-continua y ¢ se anula sobre
F(X; X) (o, equivalentemente sobre los operadores de rango 1), entonces ¢ = 0. Como ¢ es
7 4-continua, por la Proposicién 2.2.7, existen sucesiones (zy,)n € o A(X) e (z],)n € ¢1(X') tales

que
$(T) = ) (Txy,).
n=1

Consideremos el tensor A-representable u = > > x, @ x, € Sa(X';X). Asi, tenemos que

d@ @x) =0siysoélosiy 2, (x)r(x,) =0siysélosia/(3 07z, (z) ®x,) =0 para todo

r € X, 2 € X'. Por lo tanto Y 7,z (z)x, = 0 para todo z € X y por (i), v = 0. Como
LIX';X") = (X'®,:X)', para todo T € L(X; X) tenemos

HT) = a,(Trn) =Y (jxan)(T'z),) =0,
n=1 n=1
obteniendo el resultado. O

2.2.2. La propiedad de aproximacion K g-uniforme en términos del e-producto
de Schwartz

Para finalizar el capitulo, extenderemos una herramienta clasica que nos sera util en el
Capitulo 4, cuando estudiemos cémo incide la propiedad de aproximacion K 4-uniforme en el
espacio de funciones holomorfas entre espacios de Banach.

Grothendieck estudia de la propiedad de aproximacién no sélo en espacios de Banach, sino
también en espacios localmente convexos [Grol]. En este contexto, diremos que un espacio
localmente convexo E tiene la propiedad de aproximacion si los operadores de rango finito
de E en E son densos en L(E;FE) en la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos
absolutamente convexos compactos. Equivalentemente, E tiene la propiedad de aproximacion si
dados € > 0, una seminorma continua de E, ¢ y un conjunto absolutamente convexo compacto
K C E, existe un operador de rango finito S € F(FE; F) tal que

sup ¢(Sz — Idgz) < e.
zeK

Observacién. Notemos que la definicién de propiedad de aproximacién que utilizamos re-

quiere la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos absolutamente convexos compactos.
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Esta definicién fue introducida por Schwartz [Sch2] y difiere ligeramente de la utilizada por
Grothendieck, la cudl utilza la convergencia uniforme sobre conjuntos compactos. Sin embar-
go, ambas definiciones coinciden cuando los espacios localmente convexos son cuasi-completos
(aquellos espacios en el que todo conjunto cerrado y acotado es completo). Mas informacién

sobre esto se puede encontrar en el libro de Kothe, [Ko6t2, Cap. 43].

Una de las herramientas fundamentales para el estudio de la propiedad de aproximacion
en espacios localmente convexos es el e-producto de Schwartz [Sch3]. Este se puede ver como
una extensién del producto tensorial inyectivo para espacios localmente convexos. Para un es-
pacio localmente convexo E, con E! denotaremos al espacio dual de E dotado de la topogia de
convergencia uniforme sobre conjuntos absolutamente convexos compactos. Dados dos espacios

localmente convexos F y F', el e-producto de Schwartz entre E'y F es

el espacio de todos los operadores lineales y continuos de E/ en F dotado de la convergencia
uniforme sobre conjuntos equicontinuos de E’. Por [RR, Pég. 48], esta topologia es equivalente
a la topologia de convergencia uniforme sobre todos los conjuntos U°, donde U es un entorno
de E.

La relacién entre la propiedad de aproximacién y el e-producto se debe a Schwartz [Sch2,

Exposé 14]. Como es usual, £ ® F' es considerado un subespacio de F(FE'; F).

Proposicién 2.2.17. Un espacio localmente convero E tiene la propiedad de aproximacion si

y sdlo si E® F es denso en L (E!; F) para todo espacio localmente convexo 'Y .

En lo que sigue, vamos a extender este tultimo resultado en el marco de la propiedad de
aproximacion K 4-uniforme de espacios de Banach. Para un espacio de Banach X, denotaremos
con X', al espacio dual de X dotado de la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos
absolutamente convexos A-compactos. Una base de entornos de X’ esta formada por los conjun-
tos polares de K, K°, con K C X un conjunto absolutamente convexo A-compacto. Siguiendo

la notacion de Schwartz, para un espacio localmente convexo F',
£6(Xj4§F )

denotard al espacio de todos los operadores lineales de Xj4 a F' dotado de la topologia de

convergencia uniforme sobre los conjuntos equicontinuos de X’. Al ser X un espacio de Banach,
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esta topologia es equivalente a la topologia de convergencia uniforme sobre BS, = Bx. Luego,

la topologfa en L(X'y; F) esta generada por las seminormas

p(T) = sup q(Tx'),
x/EBX/

donde ¢ es una norma semicontinua en F'. Es claro que cuando A = K recobramos el e-producto

de Schwartz original, por este motivo, el siguiente teorema generaliza la Proposicion 2.2.17.
Teorema 2.2.18. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Son equivalentes:

(i) X tiene la propiedad de aprozimacion K a-uniforme .

(ii) X ® F es denso en L (X'y; F) para todo espacio localmente convexo F.

(iii) X ® X' es denso en L (X'y; Xy).

Demostracién: Supongamos que vale (i) y fijemos un espacio localmente convexo F', tomemos

un operador T' € L(X';; F), e > 0y p la seminorma continua definida por

p(T) = sup q(Tz'),
x/EBX/

donde ¢ es una seminorma continua de F. Queremos ver que existen elementos x1,...,z, € X
ey,...,yn € F tales que, si R = 2721 xj ® y; entonces p(T' — R) < e.

Como T es un operador continuo, existe un conjunto absolutamente convexo A-compacto
K C X tal que supycgoq(T2') < 1. SiU = {y € F: q(y) < 1}, entonces U es un entorno

absolutamente convexo cerrado de F'y
T'(U°) C K°° = K,

ya que K es absolutamente convexo compacto [RR, Pdg. 55]. Como X tiene la propiedad de

aproximacién K 4-uniforme, existen x1,...,z, € X, 2},..., 2, € X' tales que si

n
p— / .
S— E xj®$],
=1

entonces ||Sz — z|| < € para todo € K. En particular, ||Sz — z|| < € para todo z € T'(U®).

83



2. Propiedades de aproximacion

Luego, para todo 2/ € Bxs e y' € U° se tiene que |2/(S o T"y — T"y')| < . Por lo tanto, como

@ (So Ty —T'y)| = |2'(Q_aj(T"y)z;) — ' (T'y)|

j=1
n

= |2 (Ty)a () — /(T
j=1

= D (T2 () (x5) — (T)(y)]
j=1

= |y (Q_(Ta))a' (x;) — Ta')
j=1

— \y’((z x; @ Tal)x' — Tz')],
j=1

denotando con R =71, v; ® T'(2), R € X ® I vale que
|y (R’ — Ta')| < e,

para todo ¢y € U° 2’ € Bxs. Como U es absolutamente convexo cerrado, por [RR, Pég. 36],
tenemos que q(Rz’ — Tx') < e para todo ' € Bx/, concluyendo que p(R — T) < &, como
queriamos ver.

Que (ii) implica (iii) es claro. Para finalizar, mostraremos que (iii) implica (i). Tomemos
un conjunto absolutamente convexo A-compacto K C X y € > 0. Como Idy: € L(X'y; X)),
tomando la seminorma continua en L (X';; X';) dada por p(T) = SUDyeB,, q(T), donde ¢ es
la funcional de Minkowski de K°, existe un operador S € X ® X’ tal que p(S — Idx/) < e.

Entonces, procediendo de la misma forma que en (i) implica (ii), tenemos que
|2'(S'z — )| < e,

para todo 2’ € By y x € K. Luego, ||S’(z) — z|| < € para todo z € K y, como S’ € F(X;X),

por el item (ii) de la Proposicién 2.2.1, X tiene la propiedad de aproximacién K _4-uniforme.

O

Como mencionamos anteriormente, existen espacios de Banach con la propiedad de aproxi-
macién tales que su dual no la tiene. Sin embargo, X tiene la propiedad de aproximacién si y
sélo si X! tiene la propiedad de apoximacién [Sch2, Exposé 14]. Aron, Maestre y Rueda mustran
un resultado andlogo para la propiedad de aproximacién Kp-uniforme en términos del espacio
X ,’Cp [AMR, Theorem 4.6]. A continuacién, presentamos la generalizacién de dicho resultado.

Antes, necesitamos el siguiente lema.
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Lema 2.2.19. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Entonces
(X = X.

Es decir, el dual de X' considerado con la topologia de convergencia uniforme sobre A-compactos

es X.
Demostracién: Recordemos que si X es un espacio de Banach, entonces tenemos las igualdades
(X)) =X y (X', débil*) = X.
Por lo tanto, para todo ideal A, el operador
Idx: X — X4 — (X', débil*)
es continuo y concluimos que (X)) = X. O

Proposicién 2.2.20. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Entonces, X tiene la

propiedad de aprozimacion K 4-uniforme si y solo si X'y tiene la propiedad de aprozimacion.

Demostracién: El espacio localmente convexo X tiene la propiedad de aproximacion si y sélo
si dados € > 0, K C X un conjunto A-compacto y un conjunto absolutamente convexo compacto

M C X!, existe un operador S € F(X; X) tal que
|(S" — Idx/)(2")(x)| < e paratodo s’ € M, z € K. (2.4)

Como el operador identidad Idy : X] — X'y — (X', débil") es continuo, los conjuntos relativa-
mente compactos de X4 coinciden con los conjuntos ||.||-acotados. Luego, X', tiene la propiedad
de aproximacién si y sélo si en (2.4) M es reemplazado por By, lo cudl es equivalente a que X

tenga la propiedad de aproximacién K 4-uniforme. O
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Preliminares (Parte 1I)

Como los siguientes capitulos estan dedicados a funciones no lineales entre espacios de Ba-
nach, mas precisamente a polinomios y funciones holomorfas, es conveniente introducir la no-
tacion y algunos resultados basicos que utilizaremos sobre estos temas. Para tener un panorama
mds amplio, referimos al lector a los libros de Dineen [Din2] y [Din3] y Mujica [Muj1]. En lo que
sigue, todos los espacios de Banach y espacios localmente convexos que consideraremos seran
complejos.

Con X é Y queremos decir que los espacios de Banach X e Y son isométricamente isomorfos.
Usaremos la misma notacién para espacios localmente convexos topoldgicamente isomorfos. Dos
espacios localemente convexos E y F' son topoldgicamente isomorfos si existe un isomorfismo

T:E — F tal que T y T~! son continuos.

Aplicaciones n-lineales y polinomios

El espacio de aplicaciones n-lineales y continuas de X en Y serd notado con £("X;Y). Una

aplicacién n-lineal ® es simétrica si cumple

(p(xla s ,.’En) = (p(xa(l)v s )xa'(n))

para toda permutacion de n elementos o € S,,. Al espacio de las aplicaciones n-lineales, continuas
y simétricas de X en Y lo denotaremos con £°("X;Y). Cuando Y = C, estos espacios serdn

notados simplemente con L("X) y L*("X). Si ® € L("X,Y) y z,x1,...,z, € X, denotamos
P(x,...,x) =02 y Oy, "1, .., ap, MR ay) = (e, xph),

donde ny,...,ng € Ng, n1 +---+np =n.

Si X e Y son espacios de Banach y n € N, una funcién P: X — Y se dice polinomio
homogéneo de grado n (o n-homogéneo) si existe una aplicacién n-lineal y continua ® € L("X;Y)
tal que

Pr = oz,
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En este caso diremos que la aplicacién ® estd asociada al polinomio P. Al conjunto de los
polinomios n-homogéneos continuos de X en Y lo notamos P("X;Y"). En el caso en que Y = C,
entonces notamos P("X) en lugar de P("X;C). Como es usual, para n = 0, P(°X;Y) = YV
y cuando n = 1, P(1X;Y) = L(X;Y). Una funcién P de X en Y es un polinomio continuo
si existen P,..., P, P; € PUX;Y) para j = 1,...,n, tales que P = Z;L:le Al espacio de

polinomios de X en Y lo denotaremos con P(X;Y).

Observacién. Si P € P("X;Y), entonces existe una tnica aplicacién n-lineal simétrica asociada
al polinomio P. En efecto, si = L("X;Y) esta asociada a P, entonces la aplicacién n-lineal ®
obtenida por la simetrizacidn de ® (ver [Mujl, Proposition 1.6])
O(x1,...,2n) = % Z Cf)(xa(l), e Ta(n))
0ESH

es simétrica y cumple que Pz = 2" = ®2™. La unicidad de la aplicacién multilineal simétrica
asociada a P se deduce de la Fdérmula de Polarizacion (ver [Mujl, Theorem 1.10]). En efecto,
la aplicacién

1

O(x1,...,2pn) = —on Z €1...enPe1z1 + ... + €nxy)
’ ej==x1

v
es la aplicacion n-lineal, continua y simétrica asociada a P y la denotamos P.

La norma usual en el espacio de polinomios n-homogéneos de X en Y viene dada por

1P| = sup [|Px],

r€EBx

mientras que la norma usual en el espacio de operadores multilineales viene dada por
|®|| = sup{||®(z1,...,2n)|: z; € Bx,j=1,...,n}.

Un polinomio P es continuo si y sélo si |P|| < oo y el espacio P("X;Y) con esta norma
resulta un espacio de Banach. De la misma forma, un operador n-lineal ® es continuo si y sélo
si ||®]| < ooy los espacios L("X;Y) y L5("X;Y) con esta norma resultan espacios de Banach.

Notemos que para P € P(X;Y)y ® € L("X;Y) se tiene que
[Pzl < [Plll=]" vy (@1, ... za)l| < [|@[[J2]l. . [Jznl],

para todo x,x1,...,z, € X.
Por [Muj1, Theorem 2.2] podemos comparar la norma de un polinomio con la de su aplicacién

n-lineal simétrica asociada. Es efecto, si P € P("X;Y") entonces
v nn
1Pl < I1P) < 2P,
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Siguiendo la notacién de [CDM], para un polinomio n-homogéneo P € P("X;Y) y un elemento

ro € X, si j < n denotamos con P ; al polinomio n — j-homogéneo dado por
0

Voo .
Pz = P(x),z"7).

0

En particular, si j; + jo < n, se tiene (P j;) jo = P ji+is-
Ty "To Zo

Linealizacién de polinomios

Una de las herramientas que vamos a utilizar es la linealizacién de polinomios. Para un
espacio de Banach X y n € N, vamos considerar el n-ésimo producto tensorial de X, @" X.

Cada elemento de X" X tiene una representacién de la forma

m
_ 1 2 n
u = E xj®mj®...xj,
J=1

donde cada xé e X, 1<i<n,1<j<m. Asi, como los polinomios entre espacios de Banach
estan relacionados con la aplicaciones simétricas, vamos a considerar al subespacio de @" X
generado por la diagonal. Para cada x € X, consideramos el tensor ®"z =z ® x ... ® x. Luego,

el n-ésimo producto tensorial simétrico de X es el espacio

éXz{uGéX:uzi@”xj con zj; € X}
s 7j=1

A este espacio se lo puede dotar con la norma proyectiva simétrica
n n
z. n. — n
Tons(w) = EQY g™ w =) @y}
j=1 j=1

donde el infimo se toma sobre todas las representaciones simétricas de u. Como es usual deno-
tamos con @:sX a la completacién del producto tensorial n-simétrico con la norma proyectiva
simétrica.

Si Ap: X — Q5 X la aplicacién dada por A,z = ®@"x obtenemos la linealizacién de poli-

nomios (ver [Din3, Pag. 20]).

Proposicién (Linealizacién). Sean X e Y espacios de Banach. Una funcion P: X — 'Y es
—n
un polinomio n-homogéneo si y sdlo si existe un (unico) operador Lp € L(Q), X;Y) tal que

P=LpoA,. Mds aun se tienen las siguientes inclusiones
P(Bx) C Lp(B@n X) C CO{P(B)()}.
Como consecuencia, tenemos
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Proposicién. Sean X e Y espacios de Banach, entonces
—n 1
.V &~ PPy
E(®WSX’Y) ~P("X:;Y),

bajo el isomorfismo T — T o A,,. En particular, para Y = C, se tiene

—n

1
I A n
(®WSX) ~P("X).
Extensién candnica de polinomios

Hay una forma natural de extender una funcional sobre un espacio de Banach a su bidual,
que es por débil*-continuidad. Es decir, si 2’ € X'y 2" € X", luego para cualquier red (x4)q

que tienda débil* a x” (la existencia de dicha red se debe al Teorema de Goldstine), se tiene que
2"(2") = w* — lima/(z4).
(6%

Esta forma de extender funcionales de X a X” también se puede llevar a cabo para aplicaciones
multilineales, realizado por Arens [Are], y para polinomios homogéneos, realizado por Aron y
Berner [AB]. A ambas extensiones las denominaremos extensiones canénicas y se definen de la
siguiente manera. Para una aplicacién T' € L("X) y x1,x2,...,2,—1 € X, podemos definir una
funcional z], € X’ como

2 (x) =T(x1,22,. ., Tn_1,T).

Por lo tanto, a esta funcional la podemos extender por débil*-continuidad a X”. Quedando asi

la aplicacién Tp,: X x X x ... x X x X” — C, dada por
1 3
To(x1, 22, ..., Tp_1,2" ) = w* — hérlT(:Ul,:L‘Q,...,xn,l,xa)

donde (z4)q es alguna red que tiende débil* a z”. De la misma forma, para x1, z9,...,Tp—2 € X

y 2l € X", podemos definir la funcional z/,_; € X’ dada por
/ T "
xn—l(x) - n(xh Z2,...,Tn-2,T, [Bn),
y extenderla, obteniendo la aplicacién T}, ,—1: X X X x ... x X x X" x X" — C dada por
T ( 1 nN * l/ T "
n,n—1 L1y L2y yIn—2,T 71'77,) =w — 131 n(a"laan ey Tn—2, Ta, xn)a

donde (z4)q es alguna red que tiende débil* a 2”. Siguiendo de esta manera, la extensién candnica

de una aplicacién T € L("X), que denotamos con T es
T=Tun1..21
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Por lo general, si la aplicacién T € £3("X) es simétrica, su extensiéon canénica T € L("X")
puede no serlo [Are, Cap. 5]. Mds atn, la extensiéon depende del orden en que se la extiende
(nosotros extendimos desde la tltima variable a la primera). Sin embargo, la extensién canénica

tiene las siguientes propiedades

» SiTelL5("X),ze Xy, ay,...,zl_, € X" entonces
" "

T(ixx, o, .20 =T, jxx,...,20 ) =...=TY,...;20_| jixx).

» T es débil*-débil* continua en la primer variable (que es la tltima que extendimos).

m Siparak=1,...,n, (z son redes en X que convergen débil* a z/ € X", entonces
9 s 10y Qg ) k ?
T(,...,20) =w* —limw* —lim...w" — ImT(Ta;, Tass - - - Tay, )-
a1 s an

Como la extensién de una aplicacién multilineal restrigida a la diagonal es uinica (es decir, no
depende del orden en que se extendié), la extensién candnica de un polinomio n-homogéneo se
define a partir de su aplicacién n-lineal simétria asociada. En efecto, si P € P("X), la extensién

canénica de P, P € P("X") viene dada por

v
DM ! " "
Px" = P(z", 2",... x").

Més atin, Davie y Gamelin probaron que || P|| = ||P|| [DG, Theorem 3]. En cuanto a polinomios
n-homogéneos a valores vectoriales, tomemos P € P("X;Y) y, para cada ¢y € Y, tenemos que
y' o P € P("X). Luego, la extensién canénica de P € P("X;Y) es P € P("X";Y") que viene

dada por

(P+")) = 7o P
para cada y' € Y.
Ideal de polinomios

La definicién de ideal de polinomios surge de extender aquella de ideal de operadores. Un

ideal de polinomios Q es una clase de polinomios que satisface las propiedades:

(1) Para todo par de espacios de Banach X e Y y para todon € N, Q("X;Y") es un subespacio

de P("X;Y) que contiene a los polinomios de rango finito.

(2) SiPe Q("X;Y),Re L(Xo;Y)y S € L(Y;Y)), entonces la composicién SoPoR € Q("Xy;Yp),

cualesquiera sean X, Yj espacios de Banach.
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Diremos que un ideal de polinomios Q es un ideal de polinomios de Banach si existe una funcién

|- llo: @ = Rxp tal que

(1) Para todo par de espacios de Banach X e Y, (Q("X;Y);| - ||o) es un espacio de Banach.
(2) En P("K;K), el polinomio que aplica z — 2" cumple que ||z — 2"||g = 1.

(3) SiPeQ("X;Y), Re L(Xp;Y)y S e L(Y;Yp), entonces ||So PoR|g <|S|PlellR]™.

Gracias a la linealizacién de polinomios, se pueden obtener distintos ideales (de Banach) de
polinomios a partir de los ideales (de Banach) de operadores de la siguiente manera: Si A es un

ideal, el conjunto
Pa"X;Y)={PeP("X;Y): Lp € A(Q) X;Y)}

es un ideal de polinomios. Si A es un ideal de Banach, entonces P4 es un ideal de Banach con

la norma dada por
[1Plla = lILp|la.
Este tipo de ideales de polinomios fueron estudiados por Botelho, Pellegrino y Rueda en [BPR].

No todos los ideales de polinomios son de esta forma, como por ejemplo el ideal de polinomios

de tipo finito a valores vectoriales, que es el conjunto de la forma

m
Pen("X;Y) ={PeP("X;Y): P=) (2})"®y; conajeX y€Y,j=1,...,m}.
j=1

Funciones holomorfas

Los primeros estudios de funciones holomorfas involucrando espacios de dimension infinita
se remonta a Hilbert en 1909, seguido de los trabajos de Fréchet y Gateaux. Todas las funciones
holomorfas que consideremos seran enteras, es decir, con dominio en todo el espacio. Los resul-
tados bésicos la teoria de este tema pueden encontrarse en los libros de Dineen [Din3] y Mujica

[Mujl] entre otros.

Definicion. Sean X eY espacios de Banach. Una funcion f: X — Y se dice holomorfa si para

cada o € X existen r > 0 y una sucesion de polinomios n-homogéneos P, € P("X;Y') tales que
(0.)
fl) =" Pulx — )
n=0

donde la convergencia es uniforme para todo x € rBx +xo. Denotaremos con H(X;Y') al espacio
de todas las funciones holomorfas de X en Y. En particular, cuando Y = C, utilizaremos la

notacion H(X) en lugar de H(X;C).
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En virtud de [Mujl, Proposition 4.4], la sucesién de polinomios de una funcioni holomorfa f
en el punto xy es unica. Al n-ésimo polinomio de la funcién f en el punto zg lo denotaremos

con P"f(xp). Para una funcién holomorfa f € H(X;Y), la serie

oo

flx) =Y P"f(xo)(w — z0)

n=0
se denomina la serie de Taylor de f en xg.
Como primer ejemplo de funcién holomorfa tenemos a los polinomios n-homogéneos. Este

ejemplo se encuentra en [Mujl, Example 5.3].
Ejemplo (A). Todo polinomio n-homogéneo es una funcion holormfa.

Demostracién: Sean X e Y espacios de Banach, n € N y consideremos P € P("X;Y). Si
o € x, usando la férmula binomial de Newton, tenemos que
\ n n\ Vv . .
Pz = P(xg+x—1z0) = Plag+2—20)" = Y < ,)P(a;g I (@ — x0)7).
. J
7=0
Por lo tanto, P es holmorfa y los polinomios del desarrollo de Taylor de P en x( son
PIP(xg) = "VP . s j<n
| i) -
PIP(zp)x = 0 si j>n
O

En particular, el ejemplo anterior muestra que los polinomios n-homogéneos forman un
subespacio del espacio de funciones holomorfas. Mas atn, es un subespacio complementado. En

efecto, para zg € X y n € N, el operador D} : H(X;Y) — P("X;Y) dado por

D, (f) = P"f(xo)

estd bien definido por la unicidad del desarrollo de Taylor de una funcién holomorfa f y, si
P e P("X;Y), entonces
Dy, (P) = P,

con lo que D7 es un proyector.
El siguiente ejemplo de funcién holomorfa se encuentra en [Mujl, Example 5.4] y nos ser4 til
para construir ejemplos al final del Capitulo 3.

Ejemplo (B). Sean X eY espacios de Banach y (Py,)n € P("X;Y) una sucesion de polinomios

1/n

n-homogéneos tal que limsup,,_, || Pu||"/™ = 0. Entonces la funcion

flz) = Z P,z
n=0
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es una funcion holmorfa de X en'Y. Mds aun, para o € X y j € N se tiene
. 0 n
PIf(xg) = Z (J) (Pn) yn-s- (2.5)
n=j

Demostracién: Primero veamos que los polinomios en (2.5) estdan bien definidos. Consideremos,

para j € Ny zo € X fijos, la aplicacién multilienal simétrica ®; € L? (YX;Y) dada por

[ee)
n\ Vv s
(I)j(l'l,,mj):Z(])Pn(l'g j,l‘l,...,l'j).

n=j

La buena definicién de ®; se debe a que, si » = max{||z||,...,||z;||}, tenemos

o0 o0
(DR TC T [ N [ STC T ||
§=0 §=0

0 oo o\ v o
< 33 (5)1Pallolr v
i=0n=j \J
= (), V L
= 2.2 <n>||Pn|||l‘o||n
n=0 j=0
v
= > IPallClzoll +r)"
n=0
<

) "

> 1Pull = ([lzoll +7)"
n:

n=0

= > () < o
n=0 :

donde la tltima serie converge ya que lfimsup,,_, || P||'/" = 0. En particular, ®; estd bien
definida y por lo tanto los polinomios en (2.5) estdn bien definidos pues su aplicacién n-lineal

asociada es ®;. Por tultimo, si € X, como

f(z) = Z P,x
n=0

y como la tltima expresion converge para x € rBx +x para algin r > 0, obtenemos el resultado.

O
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Topologia de Nachbin

Una de las topologias que utilizaremos en el espacio H(X;Y) es la topologia de Nachbin. Para
dar una descripicién de esta topologia primero necesitamos la nociéon de seminorma portada.
Para dos espacios de Banach X e Y, una seminorma p definida en H(X;Y") se dice portada por
un conjunto compacto K C X (o K-portada) si para todo conjunto abierto V' de X tal que
K C V, existe una constante ¢(V') > 0 tal que

p(f) < e(V) sup [[f(@)]-
zeV
La topologia de Nachbin en H(X;Y) serd notada con 7, y es la topologia generada por todas
las seminormas portadas por todos los conjuntos compactos de X. Para dar una descripcion de

esta topologia en términos de seminormas, notaremos con

1 fllv = sup [ f(=)]
zeV

donde f es una funcién con dominio en X y V' C X. La topologia 7,, en H(X;Y) viene generada

por las seminormas

a(f) = D IP"F(O)lk+anBx
n=0

donde K varia sobre todos los conjuntos absolutamente convexos compactos de X y (o), € cg ,
el espacio de sucesiones de nimeros positivos tendiendo a cero [Din3, Proposition 3.47]. En

particular, si K es un conjunto compacto de X, la seminorma

p(f) = Ilf ()l x

es una seminorma K-portada y, denotando con 7. a la topologia de convergencia uniforme sobre

compactos, tenemos que
Id'H(X;Y) : (H(X7 Y)’ Tw) - (H(Xa Y)a Tc)

es continua para todo espacio de Banach X e Y. Sin embargo, por lo general ambas topologias

difieren. En efecto, si X es un espacio de Banach y (ay,), € car , la seminorma de la forma

4(f) =Y NP f(O)lany, [fe€HX),
n=0

es T, continua y no 7, continua [Din2, Example 2.48].
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Capitulo 3

Polinomios y funciones holomorfas
A-compactas

Este capitulo estd dedicado al estudio de polinomios y funciones holomorfas entre espacios
de Banach cuyas iméagenes son conjuntos A-compactos. El estudio de polinomios y funciones
holomorfas determinadas por sus imagenes tiene precedentes. El primer trabajo se le puede ad-
judicar a Aron y Schottenloher [AS], en el cual introducen el concepto de polinomios y funciones
holomorfas compactas. A este trabajo le sigui6 el de Ryan [Ryal], donde estudié polinomios
y funciones holomorfas débiles compactas. En 2010, Aron, Maestre y Rueda comienzan con el
estudio de funciones holomorfas p-compactas y polinomios p-compactos. En paralelo a nuestro

trabajo, aparecen los trabajos de Aron y Rueda [AR2] y [AR3].

3.1. Polinomios A-compactos

Definicién 3.1.1. Sean X eY espacios de Banach, x € X, A unidealy P € P("X;Y'). Diremos
que P es A-compacto en x si existe € > 0 tal que P(x + eBx) es relativamente A-compacto en
Y. El polinomio P se dice A-compacto si lo es para todo v € X. Al espacio de polinomios

n-homogéneo A-compactos lo denotamos con P, ("X;Y).

Paran =1, PKA(lX; Y) = KA(X;Y)y, gracias a la linealidad, un operador T" es A-compacto
si y sélo existe x € X tal que T es A-compacto en x. Esto mismo ocurre con los polinomois
n-homogéneos para n > 2, a pesar de que no son funciones lineales. Para esto, necesitaremos un

par de lemas.

Lema 3.1.2. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal y P € P("X;Y). Entonces, P es

A-compacto si y sélo si P es A-compacto en 0.
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Demostracién: Si P es A-compacto, en particular, lo es en 0. Ahora, sean P € P("X;Y) un
polinomio A-compacto en 0 y £ > 0 tales que P(¢Bx) es relativamente A-compacto en Y. Como
para cualquier 7 > 0 se tiene la igualdad
r
PrBy) = (1) PeBy),
por la Proposicién 1.1.9, el conjunto P(rBx) es relativamente .A-compacto para todo r > 0.
Ahora, tomemos x € X y 6 > 0 y notemos que = + 6Bx C (||z| + 20)Bx. Por lo tanto,
P(z 4+ 6Bx) C P((||z|| + 20)Bx) y asi resulta que P(x + dBx) es relativamente .4-compacto.

Luego P es A-compacto en z y, al ser x € X arbitrario, tenemos el resultado. Il

Lema 3.1.3. Sean X e Y espacios de Banach, zo € X, A un ideal y P € P("X;Y). Si P es

A-compacto en xg, entonces para todo j < n, el polinomio n — j-homogéneo ng es A-compacto.

Demostracién: Por [CDM, Corollary 1.8 (b)], si € X y { es una raiz n-ésima de la unidad

tal que &/ # 1 para todo j < n, se tiene que

n—1
Pyyw = P(wg, 2" = nlz(n_ll)n_l S P (o + (n — 1)), (3.1)
=0

Por lo tanto, si P es A-compacto en xg, existe € > 0 tal que P(xg + eBx) es relativamente

5
n—1>

A-compacto en Y. Entonces, tomando § < tenemos que
(n—1)¢76Bx C eBx

y aplicando la ecuacién (3.1), llegamos a que

1 1 n—1

Como consecuencia de la Proposicién 1.1.9, el conjunto Py, (dBx) es relativamente .A-compacto
en Y y, por lo tanto, P, es A-compacto en 0. Por el lema anterior, P, es A-compacto y, en par-
ticular, es A-compacto en xg. Utilizando el mismo razonamiento, obtenemos que (Py, )z, = ng
es un polinomio (n — 2)-homogéno A-compacto. Utilizando un argumento inductivo, se sigue el

resultado. O

Proposicién 3.1.4. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal y P € P("X;Y). Son equiv-

alentes:

(i) P es A-compacto.
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(ii) Ewiste xo € X tal que P es A-compacto en x.

(iii) P es A-compacto en 0.

Demostracién: Que (i) es equivalente a (iii) viene dado por el Lema 3.1.2. Es claro que (i)
implica (ii). Finalmente, para ver que (ii) implica (iii), tomemos zy € X tal que P es A-compacto

en xg. Luego, fijando z € X, por la férmula del binomio de Newton tenemos que

n

Pz = P(xg+x — x0) = Zn: <"> (—1)11V3(xg, (z +x0))) =) <n> (—1)ij6 (z + 20),

j=0 J Jj=0 J

y, por lo tanto,
n
n .
P € ) (7)1 Pygto0 + B,
j:

Como, por el Lema 3.1.3, cada polinomio P ; es A-compacto, tenemos que P ; (xo+ Bx) es
0 0
un conjunto relativamente A-compacto en Y. Aplicando la Proposicién 1.1.9, obtenemos que P

es A-compacto en 0. O

Observacién. El resultado anterior extiende a [AMR, Proposition 3.3|, donde se prueban las

equivalencias en el contexto de la p-compacidad.

De la misma forma que para operadores lineales, en el caso que A es un ideal de Banach,
se puede definir una norma sobre Py, ("X;Y’) midiendo el tamano de la A-compacidad de la

imégen del polinomio. En efecto, la norma A-compacta de un polinomio viene dada por
IPllky = ma(P(Bx);Y).
Utilizando la linealizacién de polinomios, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.5. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal y P € P("X;Y). Entonces
P es A-compacto si y solo si su linealizacion Lp es A-compacto. Mds ain, si A es un ideal de

Banach, entonces ||P|x, = || Lpl|li,-
Demostracién: De la linealizacién de poliomios (pagina 85), tenemos las inclusiones

P(Bx) C Lp(B@n X) - CO{P(B)()},
y, por la Proposicién 1.1.9, tenemos el resultado. En el caso de que A es un ideal de Banach, la

iguladad de las normas también se deduce de la Proposicién 1.1.9, ya que como la medida de

m4 de un conjunto y de su capsula convexa coinciden, se tiene

ma(P(Bx);Y) < mA(LP(B@SX);Y) < ma(co{ P(Bx)};Y) = ma(P(Bx);Y).
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3. Polinomios y funciones holomorfas .A-compactas

Observacién. En virtud de [BPR, Proposition 3.7], cuando A es un ideal de Banach, el espacio
de los polinomios A-compactos con la norma A-compacta resulta ser un ideal de polinomios de

Banach.

Como la relacién entre los polinomios y su linealizacién es biunivoca, obtenemos el siguiente

corolario que utilizaremos en el siguiente capitulo.
Corolario 3.1.6. Sean X e Y espaciose Banach y A un ideal. Entonces
(Pea("X: V), |1+ 1) = (KaEE X3V, - )
via el isomorfismo P — Lp. Mds ain, si A es un ideal de Banach, entonces
(Pra(" X5V, - lle) = (KAGE X V), - )
bajo el mismo isomorfismo.

Ejemplos. Si A = F obtenemos los polinomios compactos estudiados por Aron y Schottenloher
[AS], mientras que si A = NP obtenemos los polinomios p-compactos introducidos por Aron,

Maestre y Rueda [AMR].

En [AR2], se obtiene de forma independiente y en el contexto de la p-compacidad, la Proposi-
cién 3.1.5 y una versién no isométrica del corolario anterior.

Gracias a la proposicién anterior, podemos ver que la estructura del espacio de los polinomios
A-compactos, posee cierta similitud con la estructura del espacio de los operadores A-compactos.
Por ende, es natural preguntarse cudles de las propiedades de los operadores A-compactos pueden
transferirse a los polinomios A-compactos. Recordemos que, por el Corolario 1.2.43, un operador
T € KA(X;Y) siy sélosi T € K4(X”;Y"”). Un resultado anédlogo a este se obtienen para
polinomios cuando consideramos la extensién candnica de polinomios homogéneos al bidual.

Antes, necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.1.7. Sean X, Y y Z espacios de Banach, P € P("X;Y) yT € L(Y;Z). Entonces la
composicion To P € P("X;Z) y
ToP=T"oP.

Demostraciéon: Directamente de la definicién, tenemos que para todo z” € X" y 2/ € Z/,
(ToPz")(2)=2oToPz" =(T'2)o Px" = (Pz")(T'y') = (T" o Px")(y/).

Por lo tanto(T o Px")(2') = (T" o Px")(2') para todo 2” € X"y 2’ € Z', obteniendo el resultado.
U
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3.1 Polinomios A-compactos

Proposicién 3.1.8. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach y P € P("X;Y).

Entonces P es A-compacto si y sdlo si P es A-compacto y || P, = || Pllx.4-

Demostracién: Supongamos que P es A-compacto. Como jy (P(Bx)) C P(Bx»), tenemos que
el conjunto jy (P(Bx)) es relativamente A-compacto en Y” y que ma(P(Bx);Y") < ||Pllxc -
Gracias al Corolario 1.2.42, P(Bx) es relativamente A-compacto en Y, obteniendo que el poli-
nomio P es A-compacto y que ||P|x, < ||P|/x,. Ahora supongamos que P es A-compacto. Por
el Lema 3.1.5, podemos factorizar a P como P = Lp o A,, con A, un polinomio n-homogéneo
de norma 1 y Lp un operador A-compacto. Por el lema anterior, tenemos que P = L'I’Jn v,

como la extensién canénica preserva la norma [DG, Theorem 3], ||A,|| = 1 obteniendo que
F(BX//) = ’;,Zn(BXu) C L%(B(@X)//)
Como, por el Corolario 1.2.43, Lg es A-compacto, se tiene que P es A-compacto y

IPllica < 1Pl = ILplka = I1PllKas

y se sigue el resultado. O

Por el Corolario 1.2.43, tenemos que K 4 = ICj‘zd isométricamente. Lo cudl es equivalente a lo
siguiente: un operador T' es A-compacto si y sélo si su adjunto T” pertenece al ideal lel4. Este
resultado tiene su analogo en el espacio de polinomios n-homogéneos. Para ello, recordemos que
dado un polinomio n-homogenéneo P: X — Y, su adjunto es un operador P': Y’ — P("X) que

viene dado por

(P'y)(z) =y (Px).

Proposicién 3.1.9. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach y P € P("X,;Y).
Entonces P € Px,("X;Y) si y solo si P' € K%4(Y'; P("X)). Mds atn, se tiene la igualdad

1Pl = 1P,

Demostracién: Supongamos que P € Pk, ("X;Y) y consideremos su linealizacién Lp que, por
la Proposicién 3.1.5, es un operador A-compacto con || Lpljx, = ||P|x,. Como P = Lpo A,
tenemos que P’ = A/, o L', y, como L, € K9 (Y (@X}’), tenemos que P’ € K4 (Y'; P("X)) y

1P llca = N1y, © Lpllxs < [1L%lIka = ILpllca = [1PllKa-

Ahora, tomemos un polinomio P € P("X;Y") y supongamos que P’ € ICfl4(Y’; P("X)). Como

P("X) es isométricamente isomorfo a (®2 X)’ via el isomorfismo

101



3. Polinomios y funciones holomorfas .A-compactas

AL (@2 X) = P("X) dado por AL(¢)(z) = ¢(Anz) = $(@"2),

en particular tenemos que A/, es un operador inversible. Luego,
b= (A Vo Ao Lp = (A)) Vo P,

y, por lo tanto, L, € K4 (Y (@X)’) con HL;DH,C:i4 < |]P’H,C:i4. Por el Corolario 1.2.43, tenemos

que Lp € ICA(@?:X;Y) y HL’PH,Ci\ = ||Lp|lk,- Finalmente, aplicando la Proposicién 3.1.5,
concluimos que P € P, ("X;Y) y que || P|x, < HP’H,%. O

Recientemente, Botelho, Caligkan y Moraes [BCM] introdujeron una nueva clase de ideales
de polinomios de la siguiente manera: dado un ideal de operadores A, el ideal polinomial dual
de A es

AP X Y) = {P e P("X;Y): P' € A(Y; P("X))}.

Si A es un ideal de Banach, entoces AP ~? es un ideal de polinomios de Banach con la norma
/
1Pl ap-a = [|P"] -
Con estas definiciones, de la Proposicién 3.1.9 tenemos

Proposiciéon 3.1.10. Sea A un ideal de Banach. Entonces
P, = (KT~ isométricamente.
En el caso particular de los polinomios p-compactos, del Teorema 1.2.44 obtenemos

Proposicién 3.1.11. Sea 1 < p < o0. Entonces
Pr, = Q./\/Z? ~4  jsométricamente.

Para finalizar esta seccién, vamos a caracterizar los polinomios homogéneos A-compactos
en términos de la continuidad de su operador adjunto bajo distintas topologias del dominio
y rango. Para simplificar la notacién, con P.("X) denotamos el espacio de polinomios P("X)
considerado con la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos de X. Cuando
los conjuntos compactos son reemplazados por los conjuntos A-compactos, usamos la notacién

Pa("X).

Lema 3.1.12. Sean X un espacio de Banach, A un ideal, n € N y L un subconjunto de P("X).

Son equivalentes:
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3.1 Polinomios A-compactos

(i) L es compacto en P.("X).
(ii) L es compacto en Pa("X).
(i) suppey, 1P| < co.

Demostracién: Por el teorema de Ascoli, el conjunto L C P.("X) es compacto si y sélo
si suppey, || P|| es finito, con lo cual tenemos que (i) es equivalente a (iii). Como el operador
identidad

Id: P.("X) — Pa("X)

es continuo, tenemos que (i) implica (ii). Finalmente, si L C P4("X) es un conjunto compacto,
en particular L es puntualmente acotado y, por el Principio de Acotacién Uniforme (que también

vale en el contexto polinomial [Mujl, Theorem 2.6]), obtenemos que suppcy ||P| < co. O

Recordemos que un operador lineal entre dos espacios localmente convexos es compacto si

aplica algtin entorno en un conjunto compacto.

Proposicién 3.1.13. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal y P € P("X;Y). Son

equivalentes:
(i) PePx,("X;Y).

(ii) P': Y} — P("X) es continuo.

(iii) P': Yy — Pc("X) es compacto.

(iv) P": Y  — Pg("X) es compacto para todo ideal de Banach B.
(v) P': Y, — Ps("X) es compacto para algin ideal de Banach B.

Demostracién: Supongamos que vale (i). Como el conjunto K = P(By) es A-compacto en Y,
su conjunto polar K° es un entorno en YA. Luego, para 3’ € K° tenemos que

1P| = sup |(P'y)(z)| = sup |y'(Px)| <1,
TEBx r€BXx

obteniendo que P': Y — P("X) es continuo.

Supongamos ahora que vale (ii). Como el operador P': Y — P("X) es continuo, entonces
existe un conjunto A-compacto K C Y tal que P'(K°) es un conjunto acotado en P("X).
Aplicando el lema anterior, P'(K°) resulta ser compacto en P.("X) y, por ende, el operador

P': Y} — P.("X) es compacto.
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Como para todo ideal de Banach B, el operador identidad P.("X) < Pg("X) es continuo,
tenemos que (iii) implica (iv). Es claro que (iv) implica (v). Para terminar, supongamos que vale
(v). Entonces, existe un conjunto absolutamente convexo A-compacto K C Y tal que P/(K°)
es un conjunto compacto en P("X). Luego, existe ¢ > 0 tal que sup, ¢ o [|[P'y|| < c. Notemos
que para cualquier = € ¢~ w By ey € K° tenemos que |P'(y")(z)| = |y (Px)| < 1. Por lo tanto,
P(cfiBX) C K°° = K, obteniendo que P es A-compacto. O

Observacién 3.1.14. (a) En [AMR], los autores pregunta cudl es la relacién entre un polinomio
p-compacto y su operador adjunto [AMR, Problem 5.8]. Con la Proposicién 3.1.13 damos

una respuesta a esta pregunta.

(b) En el cason = 1, la Proposicién 3.1.13 caracteriza a los operadores .A-compactos en términos

de su operador traspuesto.

(c) En el caso A = K el resultado anterior recupera el obtenido por Aron y Schottenloher para

el caso de polinomios compactos [AS, Proposition 3.2].

3.2. Funciones holomorfas A-compactas

Definicién 3.2.1. Sean X e Y espacios de Banach, v € X, A un ideal y f € H(X;Y) una
funcién holomorfa. Diremos que f es A-compacta en x si existe € > 0 tal que f(x + eBx) es
relativamente A-compacto en Y. La funcion [ se dice A-compacta si es A-compacta para todo

x € X. El espacio de funciones holomorfas A-compactas es denotado con Hi ,(X;Y).

Ejemplos. En el caso de A = K, 1 < p < oo obtenemos funciones holomorfas p-compactas

[AMR], mientras que si A = K, obtenemos funciones holomorfas compactas [AS].

Aron y Schottenloher mostraron que una funcién holomorfa es compacta en un punto si y
sélo si la funcién es compacta y, ademas, es equivalente a que todo polinomio del desarrollo
de Taylor de la funcién (en cualquier punto) sea compacto [AS, Proposition 3.4]. Un resultado

similar para funciones débiles compactas fue obtenido por Ryan [Ryal, Theorem 3.2].

Proposicién 3.2.2 (Aron-Schottenloher). Sean X e Y espacios de Banach y f € H(X;Y).

Son equivalentes:
(i) f es compacta.

(ii) Para todo n € N y para todo x € X, P"f(x) es compacto.
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(iii) Para todo n € N, P"f(0) es compacto.
(iv) f es compacta en 0.

Aron, Maestre y Rueda obtuvieron resultados parciales de la Proposicién 3.2.2 en el con-
texto de la p-compacidad. En lo que queda de esta seccién vamos mostrar hasta qué punto se
pueden extender estos resultados en relacién de la A-compacidad y responder las preguntas que
planteadas en [AMR]. En definitiva, vamos a establecer resultados similares a [AS, Proposi-
tion 3.4] mostrando su alcance e ilustraremos con ejemplos que los resultados obtenidos no se
pueden mejorar. Para ello, definimos el radio de A-convergencia de una funcién f en un punto

rzeX.

Definicién 3.2.3. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach, f € H(X;Y) y

xg € X. Decimos que
, 1
ra(f,0) = 1/timsup||P" f (zo) [}

es el radio de convergencia A-compacta de [ en xg.
St 1im sup ||P”f(m0)||,lc/j =0, el radio de convergencia A-compacta es infinito. También, si para

algin n, P" f(xg) no es A-compacto, entonces r4(f, o) = 0.

Recientemente, Aron y Rueda [AR1] definieron, en el contexto de ideales de funciones holo-
morfas un radio de Z-acotacién que, en el caso de funciones A-compactas, coincide con nuestra
definicion.

El primer resultado que relaciona la A-compacidad de una funcién holomorfa con la de sus
polinomios del desarrollo de Taylor surge del siguiente lema que se puede ver en la demostracién
de [AS, Proposition 3.4] (ver también [AMR, Proposition 3.5] o [Ryal, Lemma 3.1]). Nosotros
lo enunciaremos y demostraremos en un contexto mas general, tal cual lo utilizaremos en la

Capitulo 4.

Lema 3.2.4. Sean X e Y espacios de Banach, V. C X un conjunto abierto y absolutamente

convexo, xg € X y f € H(X;Y). Entonces, para todo n € N se tiene
P f(2o)(V) C co{f(zo+V)}

Demostracién: Fijemos n € N y supongamos que la inclusién no vale. Luego, existe x € V tal
que P"f(xzo)x ¢ co{f(xo+ V)} y, como co{f(zo+ V)} es un conjunto absolutamente convexo

cerrado, por el teorema de Hahn-Banach existe una funcional ¢y’ € Y’ tal que |y (P" f(zo)z)| > 1
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e |y'(y)] <1 para todo y € co{ f(zo+ V)}. Consideremos la funcién g: C — C dada por
g(\) =y o f(zo + Az).

Por [Mujl, Lemma 5.6 (c)], g € H(C) y su desarrollo de Taylor alrededor de 0 viene dado por
g(N) = >y (P f(wo)x) A"
n=0

Aplicando la férmula integral de Cauchy a la funcién g (ver, por ejemplo [Mujl, Theorem 7.3)),
obtenemos que
1 y'(f(zo + &)

y'(P" f(xo)x) = 27 s Td&. (3.2)

Como V' es absolutamente convexo y x € V, éx € V para todo || = 1. Por lo tanto, de (3.2)

tenemos que

ly'(P" f(x0)x)| < EFPl ' (f(zo + &x))| < sup Y (f (w0 + )],

lo cudl es una contradiccién. El resultado se sigue por reduccién al absurdo. O

Observacién 3.2.5. De la tltima desigualdad obtenemos que para toda f € H(X;Y), z y
xg € X y n € N se cumple la desigualdad
[Py f(z0)|| < sup 1f (zo + &)
=1
Combinando el lema anterior, el Lema 3.1.2 y la Proposicién 1.1.9 se deduce que si una
funcén f € H(X;Y) es A-compacta en zg, entonces todo polinomio del desarrollo de Taylor
de la funcién en zg es A-compacto. Més aun, si V C X es abierto y absolutamente convexo

entonces
mA(Po f(z0)(V);Y) < ma(f(zo+V);Y),

para todo n € N. Para poder relacionar la A-compacidad de los polinomios del desarrollo de
Taylor de una funcién con la A-compacidad de la misma, utilizaremos el siguiente simple, pero

util lema.

Lema 3.2.6. Sean X un espacio de Banach, A un ideal de Banach y Ky, Ko, ... conjuntos

relativamente A-compactos en X tales que Y > | ma(Kn; X) < 0o. Entonces, el conjunto
o
K= {x:an: x, € Ky}
n=1

es relativamente A-compacto y ma(K; X) <> 7 ma(Kn; X).
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Demostracién: Fijado ¢ > 0, para cada n € N existen un espacio de Banach Y,,, un con-
junto compacto M,, C By, y un operador T,, € A(Y,;X) tales que K,, C T,,(M,,) y ademas
1Tolla < (14 e)ma(Ky; X). Como > > ma(Kp; X) < oo, existe una sucesion (8,), € Be,
tal que Y 7, B%WA(Kn;X) < (I +¢e)> 02, ma(Kpn; X). Consideremos el espacio de Banach

o
Y = H Y,, dotado con la norma ||y|ly = sup,en [|Unlly, st ¥ = (Yn)n. Definamos el operador

n=1
T:Y — X dado por T = Y 7, B%T” o T, donde m,: Y — Y, es la n-ésima proyeccién, de
norma ||m,|| = 1. Como
>l Tuomla <3 o ITla
n=1 n n=1""
[o¢]
<(1+e))  —ma(Kn; X)
=1 Bn
o0
<146 ma(Fn; X) < o,
n=1
el operador T esta bien definido, T' € A(Y; X) v ||T]|a < (14)? 0%, ma(Ky; X). Finalmente,
oo
consideremos el conjunto compacto M C By dado por M = H BnM,,. Luego K C T(M), con
n=1

lo que K resulta un conjunto relativamente A-compacto. Mas ain, como

ma(K; X) < ||T)a < (1+2)% ) ma(Kn; X)

n=1

y € > 0 es arbitrario, obtenemos la desigualdad de los tamanos. O

Ahora podemos caracterizar las funciones holomorfas A-compactas en un g en términos de

los polinémios de Taylor de su desarrollo en xg y el radio de convergencia A-compacta en xg.

Proposicién 3.2.7. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach, g € X y
f € H(X;Y). Son equivalentes:

(i) La funcion f es A-compacta en xq.
(ii) Para todo n € N, P"f(xg) € P, ("X;Y) y 0 < r4(f,x0).

Demostracién: Para ver que (i) implica (ii) tomemos ¢ > 0 tal que f(z¢+cBx) es relativamente

A-compacto y con la serie f(z) = >, P"f(zo)(z — zo) uniformemente convergente para todo

x € xog+eBx. Por el Lema 3.2.4, P" f(x0)(eBx) C co{f(zo +eBx)} y por lo tanto el polinomio
P" f(zp) es A-compacto para todo n € N. Mds ain, por la Proposicién 1.1.9 se tiene
1
1P f(zo)llica = ma(P"f(zo)(Bx);Y) = ma(P" f(z0)(eBx);Y))
1
< —ma(col[Tao +eBX)LY),
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por lo que se obtiene que limsup ||P™f(xo)||/" < 1y, por lo tanto 0 < & < r4(f,x0), como
queriamos mostrar.
Para la otra implicacién, tomemos 0 < € < r4(f,xp) tal que, para todo x € zg + By,

flx)=>"0" P"f(zo)(x — x0), con convergencia uniforme. Luego, tenemos que
oo
f(wo +eBx) C{>_ an: zn € P"f(20)(eBx)}.
n=1
Si mostramos que > | ma(Py f(z0)(eBx);Y) < 0o, una aplicacién del Lema 3.2.6 nos dard el

resultado. En efecto, esta tltima suma converge ya que

S ma(Pf () Bx )i V) = S ma (P () (B )s Y §js"nptfxowKA,
n=1

n=1
y & < ra(f,z0) = 1/imsup | Pof(zo) [ O

En consecuencia tenemos,

Corolario 3.2.8. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach, f € H(X;Y) y

xg € X. Si f es A-compacta en xg entonces, para todo 0 < & < rA(f, o),

ma(f (0 + Bx); Z ma(P" f(z0)(eBx); Y Z e[| f (o)l K-

n=1

Corolario 3.2.9. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach y f € H(X;Y). Son

equivalentes:
(i) f es A-compacta.
(ii) Para todo x € X yn € N, P"f(x) es A-compacto y ro(f,z) > 0.

Asi como el radio de A-compacidad juega un rol importante en la relacién existente entre
A-compacidad de una funcién holomorfa en un punto y la A-compacidad de los polinomios del
desarrollo de Taylor de la funcién en ese punto, también es fundamental cuando se relaciona la

A-compacidad de una funcién f en un punto o en otro, como se ve en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.10. Sean X e Y espacios de Banach, A un ideal de Banach, f € H(X;Y) y
xo € X. Si f es A-compacta en xq, entonces f es A-compacta para todo x € xg + r(f,x0)Bx.

Como consecuencia, si f es A-compacta en xo y ra(f,x9) = 00, entonces f es A-compacta.

Demostracién: Primero supongamos f es A-compacta en 0. Sir = r,(f,0) > 0, tomemos x € X

tal que ||z|| < r. Por [Nac2, Proposition 1, p.26], existe € > 0 tal que f(y) = > .2, P"f(0)(y),
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donde la convergencia es uniforme para todo y € z + eBx. Podemos asumir que ||z|| +¢ < r.

Procediendo al igual que hicimos en la demostracion de la Proposicién 3.2.7, tenemos que
[o.¢]
f(zx+eBx) C { Z:cn: zn € PP f(0)(z + €Bx)}.
n=0

Por lo tanto, si mostramos que Y~ ma(P" f(0)(z +eBx);Y) < o0, el resultado se obtiene de
aplicar el Lema 3.2.6. En efecto, como

(e 9]

> ma(P"FO) (@ +eBx):Y) = D (lall + &) ma(P"F(0) (i (@ + <Bx)))
n=0 n=0
< (el + o) ma(P"(0)(Bx))

n=0

= > (Ul + 2P FOI)"

n=0

v (||| +&)r~! < 1, la serie converge y la afirmaciéon queda demostrada.

Si f es A-compacta en zg, luego consideremos las funciones g(x) =z + z9 y h(z) = x — xo.
Luego, fog es A-compactaen 0y r4(f, z9) = ra(fog,0). Por lo anterior, fog es A-compacta para
todo x € r4(f,x0)Bx vy, por lo tanto, f = fogoh es A-compacta para todo x € zg+74(f,z0)Bx.

(|

La proposicién anterior muestra que si una funcién f € H(X;Y) es A-compacta en zg, en-
tonces resulta ser A-compacta para todo x € xo+74(f, zo) Bx. Es natural preguntarse que ocurre
fuera de ese entorno de xg. Primero notemos que para todo espacio de Banach X e Y y para todo
ideal de Banach A, existe una funcién holomorfa A-compacta, f € Hi ,(X;Y), tal que su radio
de convergencia A-compacto en 0 es finito. Por lo tanto, la funcién f es A-compacta también en
cualquier punto fuera de la bola r4(f,0)Bx. Para construir dicha funcién, basta con considerar
la sucesion (x,),, C X' con ||z,,|| =1 Vm € N y convergente a 0 puntualmente, cuya existencia
se debe al teorema de Josefson-Nissenzweig [Jos, Nis|. Luego, f(z) => 7 x,,(z)™ € H(X)y,
por lo tanto, es A-compacta. Ademds, r4(f,0) =1 ya que ||(z],)"|lx, = ||=),]| = 1. Este ejem-
plo se puede modificar para obtener una funcién holomorfa a valores vectoriales con la misma
propiedad.

Sin embargo, bajo ciertas hipdtesis, también existen funciones que son A-compactas en un
punto y no son A-compactas. Mds aun, existen funciones holomorfas tales que todos los poli-
nomios del desarrollo de Taylor en cualquier punto son .A-compactos, pero la funcién no es
A-compacta en ningin punto. Vamos a finalizar este capitulo exhibiendo estos ejemplos. Antes,

necesitaremos los siguientes dos lemas sobre conjuntos A-compactos y su medida.
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3. Polinomios y funciones holomorfas .A-compactas

Lema 3.2.11. Sean X un espacio de Banach, A y B dos ideales de Banach y K C X un con-
junto relativamente B-compacto y no relativamente A-compacto. Entonces, existen una sucesion
(n)n C X B-nula y una sucesion creciente 1 =ng < ny < ng ... tales que, si

Ly, = {l‘nmal‘nm+1a ce a$nm+171}a
(a) limy,—o0 mp(Lpy; X) = 0.
(b) limy, o0 ma(Lm; X) = 00.
En particular, se tiene que el conjunto co{(xy)n} es relativamente B-compacto y no relativamente
A-compacto.

Demostracion: Sea K C X un conjunto relativamente B-compacto y no .A-compacto y tomem-
os una sucesién B-nula (zn)n tal que K C co{(zn)n}. Sea (yn)n € Be, tal que, si &, = 22, vale
que (Z)n € coB(X). Notemos que, por la Proposicién 1.1.14, para cualquier sucesién creciente
1=n9g<ny <ne..., secumple que, si

Ly, = {xnmaxnm+1a ce 7xnm+171}a

entonces 1im,, o0 mg(Ly,; X) = 0. Por lo tanto, el resultado se sigue si existe alguna sucesién
creciente 1 = ng < ny < ngy... tal que lim,, oo ma(Ly,; X) = 0co. Supongamos que no existe tal
sucesiéon. Por lo tanto, para cualquier eleccion Zy,,, T, - . . , Tm, existe una constante C' > 0 tal
que

MA(Zrny s Tng - -+ Tmy; X) < C.
Consideremos los operadores R y T, donde R: ¢; — {1 esta definido por
R(en) = 1/ en
y T: 1 — X viene dado, sobre los vectores elementales, por
T(en) = Tp.-
Como T(By,) C co{(Zn)n}, es claro que T € Kp(¢1; X). Ademés R € F({1,01) y
K CToRoR(By).

Sea S;: {1 — X el operador dado por S; =T omjo Ro R, donde 7;: {1 — {1 es la proyeccién a
las primeras j-ésimas coordenadas. Es claro que para todo j € N, los operadores S; € F({1; X).

Como

|Sj =T oRoR|ks =|To(Ide, —7j)oRoR|cs < ||Tllsll(Ide, —m5) 0 Ro R[| < || Tk Slip,l'vn!
n>j
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¥y (n)n € co, la sucesién (Sj); converge en el ideal Kp(¢1,X) (y por lo tanto converge en
| - 1) aToRoR. Si mostramos que la sucesién de operadores (S;); es || - ||x,-de Cauchy,
llegaremos a una contradiccién ya que esto implicaria que 7o Ro R € K4(¢1;X) y, como
K C ToRoR(By,), tendriamos que K es relativamente .A-compacto y, por lo tanto, el resultado

se sigue por reduccién al absurdo. Ahora, si j < k, tenemos que
Sp—Sj=To(my—mj)oRoR=To (m —mj)oRoRo (m, —mj)
Luego,
15k = Sillcs < T o (me = m5) © Rl R o (mh — m5)]- (3.3)
Como, por la Proposiciéon 1.1.9, tenemos que

170 (mi = mj) 0 Rllcs = ma((L'o (my — mj) o R)(Bey); X)

1

= ma(V; Tj, VT4, Ve Tk X)
S mA(i‘j,i‘j+1,...,j§k;X)
<C

de (3.3) llegamos a que

1Sk = Sjllc, < CllR o (m =) = C sup. ] 2.

n=j...

Como (Vn)n € By, la sucesion (S;); es || - ||x ,-de Cauchy, como se querfa mostrar. O

Lema 3.2.12. Sean X un espacio de Banach, A un ideal de Banach y x1,...,x, € X. Sea

m € N y consideremos el conjunto
n
L={)_aj'w: (a); € By }.
j=1

Entonces L es relativamente A-compacto y ma(L; X) = ma({z1,...,2n}; X).

Demostraciéon: Primero notemos que como el conjunto L es acotado y esta incluido en un
subespacio de dimension finita, entonces es relativamente A-compacto. Ademas, como vale la in-

clusién {x1,...,z,} C L, de la Proposicién 1.1.9 tenemos que ma({z1,...,z}; X) < my(L; X).

Por otro lado, si (an)n € ¢1, entonces para todo m > 1 tenemos que (o)), € {1 con
(@) nlle, < (an)nle,- Luego, se tiene que L C co{z1,...,x,} y el resultado se sigue de aplicar
nuevamente la Proposicion 1.1.9. O

Notemos que si todos los polinomios del desarrollo de Taylor de una funcién f € H(X;Y) en
un punto son A-compactos, en particular los polinomios son compactos y por la Proposicién 3.2.2,
la funcién resulta compacta. El siguiente ejemplo muestra que la situacion difiere en el contexto

de la A compacidad. Para eso usamos las ideas de [Dinl, Example 10].
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Ejemplo 3.2.13. Sean A y B ideales de Banach y X un espacio de Banach tales que existe
un conjunto relativamente B-compacto y no relativamente A-compacto. Entonces existe una
funcién holomorfa B-compacta f € Hi,(¢1; X) tal que para todo y € ¢; y para todo n € N,

P"f(y) es A-compacto, pero f no es A-compacta para ningun y € ¢;.

Demostracién: Por el Lema 3.2.11, podemos tomar una sucesién (z,), € cog(X) y una suce-
sién creciente 1 = ng < n; < ng... tales que, si Ly, = {Tn,,, T, +1,- - - ,mnmﬂ,l}, entonces
limy, o0 (MmB(Lim; X)) = 0y limp,—yo0(ma(Lm; X)) = co. Mds atn, tomando una subsucesion si

es necesario, podemos suponer que

lim (mg(Lyn; X)Y™ =0y lim (ma(Lp; X)Y™ = oc.

m—o0 m—0o0

Para cada m > 1, consideremos el polinomio P, € P(™¢1; X ), dado por

Nm+1—1
Ppz= Z e:(2)mx;
J=nm
Luego,
Nm4+1—1
1Palics = ms({ Y €j(x)"z;: 2 € By, }; X) = mp(Lin; X),
J=nm

donde la ultima igualdad se obtiene por el Lema 3.2.12. Como || Py, || < ||Pnllks ¥, por lo tanto
lim sup || P ||*/™ < lim sup HPmH,lC/;n < limsup(mg(Lm; X))Y™ =0,

al igual que en el Ejemplo B de la pagina 89, podemos definir una funcién holomorfa f como la
serie Y >~ P, y por la Proposicién 3.2.10, f € Hy,(¢1; X). Notemos que cada polinomio Py,

es A-compacto ya que es de tipo finito, pero como
, 1/m 4, . 1 .
lmsup || Py, = 77}gnoo(mA(Lm,X)) Im = o,

tenemos que r4(f,0) = 0y, por la Proposicién 3.2.7, f no es A-compacta en 0.
Ahora tomemos cualquier elemento y € ¢; distinto de 0 y fijemos ng € N. Como la aplicacion

multilineal simétrica asociada a P, viene dada por

v TLm+1—1
P(Zlv""zm) = Z 69(21)69(22)"'69(2771)1‘%
J=nm

para todo z € By, tenemos que

no
m=ng
) m Nm+1—1
- S (NS e,
no .
m=ng J=nm
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Afirmamos que P f(y) es A-compacto. En efecto, por la Proposicién 1.1.9, tenemos que

) Nm+1—1
m>

ma(P" F(y)(Bn): X) < Z( S 1@

o .
m=no J=Nm
o0 m nm+l_1 m—no
gcz( )( > IGwl)
no .
m=ny J=Nm

Nm+1— 1

donde C' = sup ¢y ||| Si notamos con by, = 3 ;™"

e’ (y)], como y € £1, tenemos que by, — 0
a medida que m — oo. Aplicando el criterio de D’Alambert, resulta que Z;f::no (Z))b%*m
converge, por lo que obtenemos que P™ f(y) es A-compacto.

Para ver que f no es A-compacta en y, notemos que fijado ng, basta con elegir j € N
que cumpla que n,, < j < npyy1, para obtener que P™ f(y)e; = z;. Por lo tanto, tenemos

que L,, C P™ f(y)(By,) y procediendo como en la primera parte del ejemplo, llegamos a que

limsup || P" f (y)||,1cj = 00, concluyendo que f no es A-compacta en y. O

Observacion 3.2.14.

(a) El ejemplo anterior muestra que (ii) implica (i) de [AS, Proposition 3.4] no se puede extender

a funciones A-compactas.

(b) En [AMR, Example 3.1] se muestra, para 1 < p < oo, la existencia de un conjunto compacto
en ¢, que no es p-compacto. Esto, junto al ejemplo anterior, muestra la existencia de una
funcién f € H(¢1;£,) tal que todos los polinomios del desarrollo de Taylor de f en cualquier
punto son p-compactos, pero la funcién no es p-compacta para ningin punto de ¢;. Esto

responde en forma negativa a [AMR, Problem 5.2].

El siguiente ejemplo muestra la existencia de una funcién entera A-compacta en 0, pero no
A-compacta en un punto fuera del radio de A-convergencia. Ademas, el Ejemplo 3.2.15 muestra
que la Proposicion 3.2.10 no se puede mejorar. Nuestra construccién se basa en la de Dineen

[Dinl, Example 11].

Ejemplos 3.2.15. Sean A y B ideales de Banach y X un espacio de Banach tales que existe
un conjunto relativamente B-compacto y no relativamente A-compacto. Entonces existe una
funcién holomorfa B-compacta f € Hic,;(¢1; X) tal que f es A-compacta en 0, 74(f,0) = 1, pero

f no es A-compacta en ej.

Demostracién: Al igual que en el ejemplo anterior, por el Lema 3.2.11, podemos conseguir una

sucesion (z,)n € cop(X) tal que (zy)n ¢ o4 y una sucesién creciente 1 =ng < nj; < ng... tal
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que, si
Lm = {:L‘nm,l‘nm+1, . ,CEnm_H,l},
entonces limmﬁoo(mg(Lm;X))l/m =0y limy,—s 00 (ma(Lim; X))l/m = 00. Si para cada n € N tal

ue ng, <n<x _1 consideramos
m Nm4+1—1

In
Ty =

— mg (L X)

y el conjunto

Ly, = {Cﬂnmaxnm+la cee 7xnm+1*1}a

por la Proposicion 1.1.9 obtenemos que

1 (ms(Lo; X)Y™ =0y 1m (ma(Li; X))V/™ = 1.

m—00 m—r0o0

Fijado m > 2, definimos el polinomio m-homogéneo P,, € P("{¢1; X) dado por

Nm+1—1
Pz = ey (2)" 2 Z e;(z)Qij.
J=nm
Como
Nm+1—1
Pn(By) C{ Y €j(2)%%;: 2 € By},

j=nm
gracias al Lema 3.2.12 tenemos que || Ppllx; < m5(Lm; X) y como hicimos en el Ejemplo B de
la pagina 89, podemos definir la funcién f € H(¢1, X) como f(z) = >, <o Pn(), que por la
Proposicion 3.2.10, resulta B-compacta.
Notemos que para todo m > 2, los polinomios P, son A-compactos ya que son de rango
finito. Mds atn, de la misma forma que antes, tenemos que limsup ||Pm||,1C/;n < 1y, por la

Proposicién 3.2.10, f es A-compacta en 0. Para mostrar que r4(f,0) = 1, fijemos m > 2y

€ > 0. Tomemos z; € By, tal que

el(z;) =1—c¢, ez(zj) =c y en(z)=0

para ny, < j < nmi1, k # j. Luego Pp(z;) = (1 — )™ 222, y por lo tanto,

(1 —¢)"2e2L,, C Pu(By,).

Finalmente, por la Proposicién 1.1.9, obtenemos que (1 — )" 2e?m(Lm; X) < || Pllx., con-
cluyendo que

(1—¢) < limsup || B
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Como ¢ es arbitrario, tenemos que r4(f,0) = 1.
Para probar que f no es A-compacta en e;, por la Proposicién 3.2.7, basta probar que el

polinomio 2-homogéneo P?f(e1): ¢1 — £, no es A-compacto. Por un lado, tenemos que

P fler)z= (”;) P2, 22). (3.4)

m=2

Por otro lado, si consideramos la aplicacién m-lineal A,, € £("¢1; X) dada por

nm+171
Am(Zl, s 7ZW’L) = 6,1(21) T ell(zm72) Z e;(szl)eg(zm)i’jv
J=nm
tenemos que P, (z) = An(z,...,2) v, si denotamos con A9, a la aplicaciéon m-lineal dada por

Afn(zl, ceey Zm) = Am(za(l), c. ,Zg(m)),

donde o € S, es una permutacion de m-elementos, gracias a la simetrizaciéon de aplicaciones

m-lineales, tenemos que

v 1
Pr(el'™,2%) = 5 D AT(e]7, %),

" €S
Como A, (21, -y 2m-2,€1,2m-1) = Am(21,...,2m-1,€1) = 0 para todo z1,...,2m-1 € {1,y
Ap(e™22%) = Z’;:;;fl e (2)%%;, obtenemos que
v 1 Nm+1—1
Pp(em™2 22%) = —2(m —2)! > €2 (3.5)
J=nm
Combinando (3.4) y (3.5) tenemos que
Nm4+1—1
P2 f(e1)z = Z Z e;-(z)Zi'j.

Finalmente, como para todo j € N, P2f(e1)e; = 7;, resulta que la sucesién (%), C P(By,) v,

como la sucesién no es A-nula, Py f(e1) no es A-compacto, concluyendo el ejemplo. O

Observacién 3.2.16. Por [AMR, Example 3.1] y el ejemplo anterior, para 1 < p < oo, existe
una funcién f € H(¢1;¢p) p-compacta en en el origen, pero que no es p-compacta, dando una

respuesta negativa a [AMR, Problem 5.1].
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Capitulo 4

Funciones A-compactas y
Propiedades de Aproximacion

El estudio la propiedad de aproximacion en espacio de polinomios y funciones holomorfas se
inicia con el trabajo de Aron y Schottenloher [AS]. Desde ahi, varios autores estudiaron problema
similares en diferentes contextos (ver por ejemplo [BDR, Call, DM1, DM2, DM3| entre otros).
La p-propiedad de aproximacién es considerada en este tipo de estudio en el trabajo de Aron,
Maestre y Rueda [AMR].

Este capitulo esta dedicado a examinar polinomios y funciones holomorfas A-compactas en

espacios con K 4-propiedad de aproximacién y propiedad de aproximacion K 4-uniforme.

4.1. Propiedades de Aproximacion y Polinomios A-compactos

La incidencia entre la propiedad de aproximacién K 4-uniforme y la K 4-propiedad de aproxi-
macién en el espacio de los polinomios n-homogéneos se deduce directamente de la linealizacién
de los polinomios. Previo a esto, notemos que de la misma forma que ocurre con los operadores
de rango finito, un polinomio n-homogéneo P € P("X;Y) tiene rango finito si y sélo si existen
polinomios Py, ..., P, € P("X) y elementos yi,...,ym € Y tales que P(z) = 370, P;j(x)y;.
Por esto, al espacio de polinomios n-homogéneos de rango finito de X en Y lo denotaremos
con P("X)® Y. De la linealizacién de polinomios (péagina 85), se tiene que F (@?r\s X;Y) es iso-
morfo P("X) ® Y via el isomorfismo S — S o A,. Ademds, bajo el mismo isomorfismo, por el

Corolario 3.1.6 tenemos que P, ("X;Y") es isomorfo a ICA(@X; Y).
Observacion 4.1.1. Recordemos que para un ideal A,
—n
PaC"X;Y)={PeP("X;Y): Lp c A(X) X;Y)}
Ts
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es un ideal de polinomios y, si A es un ideal de Banach, entonces P4 es un ideal de Banach con

la norma dada por
[1Plla=[[Lp|.a.

Por lo tanto, tenemos que para cualquier ideal A,

(KaA(®,. X:Y), - 1)
K4(®n X:Y), |- 1) (4.1)

(F@. XY, )

(P, (" X5Y), (- 1I)
(Pea ("X5Y), 11 - 11)
(PX)@Y,|-1)

y, si A es un ideal de Banach,

= 1= 2=

PeaCXV) ) = (Ka@X:Y). 1 ) w2
(POX) @Y, k) = (FQ®n X V), )
(Pes, "XV lpyy) = K@ X V). )
A (4.3)

1=

PCX) @Y. Ipy,) = F@ XY Iy

Estas identificaciones nos permite transferir los resultados obtenidos en el Capitulo 2 en
cuanto a la incidencia de la propiedad de aproximacién K g-uniforme y la K 4-propiedad de

aproximacion en el espacio de operadores lineales al espacio de polinomios. En efecto,
Proposiciéon 4.1.2. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Son equivalentes:

(i) X tiene la propiedad de aproximacion K 4-uniforme.

(ii) Para todo espacio de BanachY, P("Y)® X es ||.||-denso en Py, ("Y; X) para todo n € N.

(iii) Para todo espacio de Banach separable y reflexivo Y y para todo n € N, P("Y) ® X es
|.|-denso en Px ,("Y; X).

Demostracién: Supongamos que vale (i). Tomemos un polinomio P € Px,("Y;X) y sea
e > 0. Por el Corolario 3.1.6 tenemos que su linealizacién Lp € K A(@;}\S Y, X) y, como X tiene
la propiedad de aproximacién K 4-uniforme, existe S € F ((5;1\5 Y; X) tal que ||S — Lp|| < e.
Supongamos que S = Z;n:l ¢j ® xj, donde ¢1,..., 0, € (éQ\SY)’ y T1,...,Zm € X. Denotando
con Pj € P("Y) a los polinomios P; = ¢ o A, ponemos ) = Z;n:1 P; ® xj. Luego tenemos que
Qe PMY)oXy

1P =Qll = [I(Lp —=5) o An|| < [[(Lp = 9)|| <&,
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obteniendo (ii). Que (ii) implica (iii) es claro. Si vale (iii), en particular vale para n = 1. El

resultado se sigue de aplicar la Proposicién 2.2.3. O

De la misma forma que ocurre para operadores lineales, el rol que juega el espacio X con al
propiedad de aproxiamcién K 4-uniforme en el espacio P("X; Y') no es el mismo que en P("Y; X).
Utilizando la linealizacién de polinomios y que (@:SX ) ~ P("X), gracias a las relaciones (4.1)
de la Observacion 4.1.1, podemos extender las Proposiciones 2.2.4, 2.2.5 y 2.2.6 al contexto de

polinomios.

Proposicién 4.1.3. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Son equivalentes:
(i) P("X) tiene la propiedad de aprozimacion K a-uniforme.
(ii) Para todo espacio de Banach Y, P("X)®Y es | -|-denso en P,CdA (X;Y).

Demostracién: Que P("X) o, equivalentemente, (®ZSX )’ tenga la propiedad de aproximacién
K 4-uniforme es equivalente, por la Proposicién 2.2.4, a que F(Q; X;Y) sea || - [-denso en
IC?L\(@ZSX ,Y'). Esto ttlimo, gracias a las relaciones (4.1) de la Observacién 4.1.1, es equivalente

aque P("X)®Y sea || - |-denso en Plcj(X3 Y) O
Proposicion 4.1.4. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Consideremos las siguientes
afirmaciones.

(i) P("X) tiene la propiedad de aprozimacion K%-uniforme.

(ii) Para todo espacio de BanachY, P("X)®Y es || - ||-denso en Pk ,("X;Y).
Entonces (ii) implica (i).

Demostracién: Supongamos que P("X) ® Y es || - ||-denso en P, ("X;Y") para todo espacio
de Banach Y. Luego, por la relacién (4.1) de la Observacién 4.1.1, J—"(@SX; Y) es || - ||-denso
en ICA(@X; Y') para todo espacio de Banach Y. Por la Proposicién 2.2.5, (@X)’ =P("X)

tiene la la propiedad de aproximacién K%-uniforme. U

En el marco de la p-compacidad, vale la equivalencia en la proposicién anterior.
Proposicion 4.1.5. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < co. Son equivalentes:
(i) P("X) tiene la propiedad de aprozimacion QN ,-uniforme.
(ii) Para todo espacio de BanachY, P("X)®Y es | - |-denso en Px,(X;Y).
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Demostracién: Si P("X) = (@SX )’ tiene la propiedad de aproximacién QA p-uniforme, por
la Proposicién 2.1.12, .F(@SX; Y) es || ||-denso en Kp(é\;:X; Y') para todo espacio de Banach
Y. Lo cual, por la relacién (4.1) de la Observacién 4.1.1, es equivalente a que P("X) ® Y es
|| - ||l-denso en P, (X;Y). O

Andélogamente, gracias a las relaciones (4.2) y (4.3) de la Observacién 4.1.1, podemos extender
los resultados de las Proposiciones 2.1.10, 2.1.11 y 2.1.12 a espacios de polinomios. Como las

demostraciones son similares a las anteriores, las omitiremos.
Proposicion 4.1.6. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Son equivalentes:
(i) X tiene la KCq-propiedad de aproximacion.

ii) Para todo espacio de Banach Y, P("Y) ® X es ||.|x -denso en Px ,("Y;X) para todo
A A

n € N.

(i) Para todo espacio de Banach separable y reflexivo Y, P("Y) ® X es ||.|x,-denso en
Prc ("Y' X) para todo n € N.

Proposicion 4.1.7. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Son equivalentes:
(i) P("X) tiene la K 4-propiedad de aproximacion.
(ii) Para todo espacio de BanachY, P("X) ®Y es || - [p,, -denso en P]CdA (X3;Y).
A

Proposicion 4.1.8. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Consideremos las

siguientes afirmaciones.
(i) P("X) tiene la K%-propiedad de aproximacion.
(ii) Para todo espacio de BanachY, P("X)®Y es |- ||k -denso en Px (" X;Y).
Entonces (ii) implica (i).
Proposicion 4.1.9. Sean X un espacio de Banach y 1 < p < co. Son equivalentes:
(i) P("X) tiene la QN p-propiedad de aprozimacion.
(ii) Para todo espacio de Banach Y, P("X)®Y es |- |x,-denso en P, (X;Y).
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4.2. Propiedad de aproximacion K 4-uniforme y funciones holo-
morfas

Ahora centramos nuestro estudio en las funciones holomorfas A-compactas. Andlogamente
a la definicién de traspuesto de un polinomio, se tiene el traspuesto de una funcién holomor-
fa [AS]. Dada f € H(X;Y), el traspuesto de f, f': Y’ — H(X) es el operador dado por
() (x) = ¢/ (fz). Con esto, se logra una descripcién del espacio de funciones holomorfas com-
pactas dotado de la topologia de Nachbin 7, via el e-producto de Schwartz [AS, Theorem 4.1].
En efecto,

(Hic(X3Y),7) 2 L(Y]; (H(X), 7)) (4.4)

donde el isomorfismo viene dado por el operador transposicién f — f’. Esta identificacién per-
mite mostrar, en presencia de propiedad de aproximacién, resultados de densidad similares a los
obtenidos en el caso lineal. En el Capitulo 2, mostramos como se relaciona la propiedad de apro-
ximacion K 4-uniforme con una variante del e-producto de Schwartz (ver Teorema 2.2.18). Por
lo tanto, de conseguir un resultado similar a (4.4) para funciones A-compactas, obtendriamos
como afecta la propiedad de aproximacion K 4-uniforme a la estructura de las funciones holo-
morfas A-compactas. La siguiente proposicién clarifica la relacion entre las funciones holomorfas
A-compacta y la variante del e-producto de Schwartz definida en la Seccién 2.2.2. Este resul-
tado responde parcialmente la pregunta planteada en [AMR, Problem 5.6] en el contexto de
la p-compacidad. Antes, para un ideal A, denotaremos con HEA (X;Y) al espacio de todas las
funciones holomorfas de X en Y tales que todos los polinomios del desarrollo de Taylor en todo

x € X son A-compactos. Es decir,
HE (X;Y) = {f e H(X;Y): P"f(z) € Px,("X;Y), Yz € X, Vn € N}.

En el caso que K4 = K, tenemos que Hi(X;Y) = HE(X;Y) para todo espacio de Banach X
e Y [AS, Proposition 3.4]. Sin embargo, en virtud del Ejemplo 3.2.13, el espacio de funciones
holomorfas A-compactas puede no coincidir con este espacio. Mds atin, por la Observacién 3.2.14

en el caso de la p-compacidad (1 < p < co) tenemos que
HICp (41, EP) - Ha (41, fp)
Empecemos con el siguiente lema.

Lema 4.2.1. Sean X eY espacios de Banach, A un ideal de Banach, f € Hi ,(X;Y) y K C X
un conjunto compacto. Entonces, existe V. C X un congunto abierto tal que K C 'V y f(V) es

relativamente A-compacto en'Y .
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Demostracién: Como f es A-compacta, para cada = € K, existe ¢, > 0 tal que f(x+¢e,Bx) es
relativamente A-compacto en Y. Al ser K un conjunto compacto, existen x1,...,2, € K tales
que K CV = U?Zl rj + ez, Bx. Luego, tenemos que f(V') = U;L:1 f(zj+es;Bx) y, por lo tanto
F (V') es A-compacto. O
Proposicién 4.2.2. Sean X e Y espacios de Banach. Entonces,

(a) (Hi,(X5Y),7) es topoldgicamente isomorfo a un subespacio de L(Y; (H(X), ).

(b) L(Y); (H(X), 7)) es topologicamente isomorfo a un subespacio de (’HEA (X3Y), 7).

En ambos casos, el isomorfismo viene dado por el operador f +— f'.

Demostraciéon: Primero notemos que toda funcién A-compacta es compacta. Por lo tanto,
Hic 4 (X;Y) es un subespacio de Hy(X;Y). Por [AS, Theorem 4.1], (Hy ,(X;Y),7,) es topoldgi-

camente isomorfo a un subespacio de L.(Y/; H(X), 7). Por otro lado, como la identidad
Id: Y =Y}

es continua, L(Y};(H(X), 7)) es un subespacio de L (Y;H(X),,). Por ende, para probar
(a) basta mostrar que si f € Hi,(X;Y), se tiene f' € L(Y; H(X), (7)) Para ello, fijemos
[ € Hi, (X;Y) y consideremos ¢ una seminorma 7,-continuua en H(X) y veamos que existe
un entorno W de Y} tal que sup,cp q(f'(y')) < oo. Por [Din3, Proposition 3.47], podemos

considerar a la seminorma ¢ de la forma
o0
a(9) = Y IP"9(0) k+an B
n=0

para g € H(X), donde K C X es un conjunto absolutamente convexo compacto y (an), € cg,
el espacio de sucesiones de nimeros positivos tendiendo a cero. Por el lema anterior, existe un
conjunto abierto V' C X tal que 2K C V' y f(V) es un conjunto relativamente A-compacto en

Y. Como 2K es compacto y V es abierto, existe ng € N tal que
2K + 2a,Bx CV,
para todo n > ng y, como 2K es absolutamente convexo, existe ¢ > 0 tal que
¢(2K + 2a,Bx) C 2K + 2a,,Bx CV,

para todo n < ng. Como f(V) es relativamente .4-compacto, luego su conjunto polar, f(V)°, es
un entorno de Y7;. Ahora, siy’ € Y’, entonces f'(y') = y'of € H(X)y P"(y' o f)(0) =y 0P, f(0),

por lo tanto, para ¢y’ € f(V)°, tenemos
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a(f' @) = D_IIP" (¥ o £) (0 K-+anBy
n=0

= Y LIP (5 0 ) (0)l2x+20,Bx
n=0

= > wlIP (W o f) (0l2kt2a,8x + Y 5 IP" (1 0 £) (0)]l2k42a, Bx

(4.5)

n<ngo n>ng
< D PR o f) O)leers2a,x) + Y 2P (Y 0 ) (0)l|2k+20, By
n<ngo nzno

Como los conjuntos ¢(2K + 2a,Bx) paran < ng y 2K + 2a,Bx para n > ng son abiertos

de X, por un lado, aplicando el Lema 3.2.4, tenemos que

P" (y' o f) (0)(c(2K + 2a,Bx)) C co{y o f(c(2K + 2a,Bx))} si n < ng

y, por lo tanto,

| P (yl © f) (0)H0(2K+2anBX) < Hy’ © ch(2K+2anBX) si n < ng.

Por otra parte, como

P" (y' o f) (0)(2K 4 2a,Bx) C co{y’ o f(2K + 2a,Bx)} si n>ng
tenemos que
1P (" 0 f) (02420, Bx < 1Y © fll2kt20,8¢ <1 80 1> no,

donde la tltima desigualdad se debe a que 2K + 2a,Bx C V' y, como y' € f(V)°, |/ (fz)] <1
para todo = € 2K + 2a,Bx. Luego,

D P o 1) O)llearcs20,85) + D 35 1P" (4 0 ) (0)ll2rc 420,84

n<ng n>no
<3 @y 0 flleers2ompy) + Z L1 o Fllarcssa, oy

5 o (4.6)
< S @l o fllv + 3 &l o fllv

n<no n>ng

1 1

SZ(QC)TL+ZQT<OO

n<ng n>ng

Combinando las inecuaciones (4.5) y (4.6), vemos que sup,¢ r(vyo ¢(f'(y')) < 00, concluyendo
que f € LY; (H(X), 1)
Para probar (b), usando un argumento similar al anterior, basta mostrar que a cada op-

erador en L(Y}; (H(X),,)) le corresponde una funcién en Hp - Consideremos el operador
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T € L(Y}; (H(X), 7)) el cual, en particular, es un operador en L(Y/;(H(X),,)). Aplicando
[AS, Theorem 4.1], existe f € Hi(X;Y) tal que T = f’. En particular, como vale la igualdad
Hic(X;Y) = HE(X;Y), por la Proposicién 3.1.13, para todo = € X y todo n € N, el polinomio
n-ésimo del desarrollo de Taylor de f en x cumple que P" f(x): Y/ — (P("X),||.||) es continuo.
Si mostramos que P"f(z)': Yy — (P("X),||.||) es continuo, aplicando la Proposicién 3.1.13
obtenemos P" f(z) es un polinomio .4-compacto, de donde se sigue el resultado.

Para comenzar, veamos que la proyeccién D7: (H(X),7,) — (P("X),|.||) definida por
DZ(g) = P"g(x) es continua. En efecto, consideremos la seminorma ¢ en H(X) dada por
q(g) = ||P"g(x)||. Si V es un conjunto abierto que contiene a x, tomando ¢ > 0 tal que

x +eBx CV y aplicando el Lema 3.2.4, tenemos que

1 1 1
a(9) = 1P 9(@)l = 1P 9(@)llex = S lgllerenx < llgllv,

lo cudl, implica que ¢ esta portada por el compacto {x} y, por ende, es 7,-continua. Por lo tanto,

1D (9)ll = [1P"g(2)]| = a(9),

obteniendo la afirmacién.
Ahora, consideremos el operador de composicién D o f': Y — (P("X),| - ||), que resulta

ser continuo. Si ¢ € Y, entonces
(Dy o f)y' = Dy(f'y) = P"(y o f)(x) =y o P" f(x) = P"f(x) (/).

Concluimos que el operador P" f(z)': Y — (P("X), ||.||) es continuo para todo z € X y n € N
y, por la Proposicién 3.1.9, f € HEZ(X;Y). a

~Y

En general, no sabemos si vale (Hx , (X;Y), 7) =2 L(Y; (H(X), 7). Sin embargo, tenemos

el siguiente resultado

Lema 4.2.3. Sean X e Y espacios de Banach y A un ideal de Banach. Entonces, Hi ,(X;Y)

es T,-denso en ’HEA (X;Y).

Demostraciéon: Fijemos f € ’HEA (X;Y) y sean € > 0 y ¢ una seminorma 7,-continua en

H(X;Y) de la forma

9(9) = Y I1Pag(0)l| e +an By
n=0

donde K C X es un conjunto absolutamente convexo compacto y (a,), € cg. Consideremos

no € Ntal que > -, ||P"f(0)||k+a,Bx <€y definamos fo =3, P"f(0), que resulta ser
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A-compacta ya que es una suma finita de polinomios A-compactos. El lema se sigue notando

que

g(f = fo) = D IIP"F(O)ll i +anBy <&

nz>mo

O

El siguiente teorema muestra la incidencia de la propiedad de aproximacion K 4-uniforme
en el espacio de funciones holomorfas. Antes, recordemos que una funcién holomorfa f de
X en Y tiene rango finito si y sélo si existen fi,...,fn, € H(X) e y1,...,yn € Y tales que
f(z) = Z?’Zl fj(x)y;. Por esto, al espacio de funciones holomorfas de X en Y de rango finito lo

denotamos con H(X) ® Y.

Teorema 4.2.4. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Son equivalentes:
(i) X tiene la propiedad de aproximacion K 4-uniforme.
(ii) Para todo espacio de BanachY, H(Y) ® X es 1,-denso en Hi ,(Y; X).

(iii) Para todo espacio de BanachY, H(Y) ® X es 1,-denso en HEA (Y; X).

Demostracién: Si X tiene la propiedad de aproximacion K 4-uniforme, por el Teorema 2.2.18
X ® G es denso en L(X';; G) para todo espacio localmente convexo G. En particular si con-
sideramos G = (H(Y'),7), tenemos que X @ H(Y') es denso en L (X'y; (H(Y),7)). Como el
espacio de funciones holmorfas de Y en X de rango finito, H(Y) ® X, es isomorfo al espacio de
operadores de rango finito de X en H(Y), X @ H(Y), bajo el isomorfismo f +— f’, aplicando la
Proposicién 4.2.2 (a), obtenemos que (i) implica (ii). Por el Lema 4.2.3, tenemos que (ii) implica
(iii).

Para ver que (iii) implica (i), tomemos un operador T' € K4(Y;X), € > 0 y consideremos
q la seminorma 7, continua de H(X;Y) dada por q(f) = ||PLf(0)|. Como T € HEA(X;Y),
entonces existe g € H(Y) ® X tal que ¢(T' —g) <e. Sig(y) = > i, fi(y)z;, donde z1,... 2, €
Xy fi,..., fn € H(Y), entonces Plg(0) = Z?:l P'f;(0)(y)x;, donde P'f;(0) € X' para
j=1,...,n. Por lo tanto, tenemos que P'g(0) € F(Y; X). Como

oT ~g) =T~ P'g(0)l| <,

obtenemos que F(Y; X) es ||.||-denso en K 4(Y; X). Luego, X tiene la propiedad de aproximacién

K 4-uniforme. O
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Segun la Proposicién 2.1.3, la propiedad de aproximacion I 4-uniforme y la topologia de con-
vergencia uniforme sobre A-compactos estan estrechamente relacionadas. Esta propiedad no sélo
incide en la densidad de operadores de rango finito bajo esta topologia en el espacio de los oper-
adores continuos, sino también, gracias a la Proposicion 2.2.20 en la estructura del espacio dual.
En otras palabras, un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacién K 4-uniforme si
y s6lo si X', tiene la propiedad de aproximacién. Los siguientes resultados muestran como dicha
propiedad afecta también a los espacios de polinomios y funciones holomorfas consideradas con
la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos A-compactos. Para ver esto, necesitamos
primero del siguiente resultado que relaciona al espacio de funciones holomorfas con la topologia
de convergencia uniforme sobre conjuntos A-compactos y el e-producto de Schwartz. El siguiente
resultado extiende al realizado por Aron, Maestre y Rueda en [AMR, Theorem 4.3]. Como la

demostracién es la misma, la omitiremos.

Teorema 4.2.5. Sean X e Y espacios de Banach y A un ideal de Banach. Entonces
1
(H(X3Y), 74) = LY, (H(X),74))
bajo el isomorfismo f > f'.

Como consecuencia del teorema anterior y la relacion del e-producto de Schwartz con la

propiedad de aproximacién, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.6. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Son equivalentes:
(i) (H(X),74) tiene la propiedad de aproximacion.
(ii)) H(X)®Y es Ta-denso en H(X;Y) para todo espacio de Banach'Y .

Demostracién: Por [BM, Satz 2] (ver también [Sch2, Exposé 14, Theorem 2|) (H(X),74) tiene
la propiedad de aproximacion si y sélo si Y ® H(X) es denso en L(Y/, (H(X),74) para todo

espacio de Banach Y. Aplicando el teorema anterior, tenemos el resultado. O

Para finalizar vamos a extender la Proposicion 2.2.20, mostrando como incide la propiedad
de aproximacion K 4-uniforme de un espacio de Banach en la estructura de los espacios P 4("X)
y (H(X),74). Aunque la demostracién es andloga a la de [AMR, Theorem 4.6], la incluimos por

completitud.
Teorema 4.2.7. Sean X un espacio de Banach y A un ideal. Son equivalentes:
(i) X tiene la propiedad de aproximacion K 4-uniforme.
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(ii) X'y tiene la propiedad de aproximacion.
(iii) P4("X) tiene propiedad de aproximacion para algin n € N.
(iv) (H(X),Ta) tiene propiedad de aprozimacion.

Demostracién: Primero notemos que (P("X),74) es complementado en (H(X),74) y que
X', es complementado en (P("X),74). En efecto, el operador Dy : (H(X),74) = (P("X),7A)
dado por D{(f) = P™(0) es un proyector y, para ver que es continuo, tomemos un conjunto
absoultamente convexo y A-compacto K C X y, por la Observacién 3.2.5 tenemos que para

todoxr € K
[P f(0)z| < sup £ < I fllx

l€|=
y, por lo tanto,

1P FO) e < £l

con lo cudl D{ es continuo. Andlogamente, se obtiene que X; es complementado en P("X;Y).
Asi, tenemos que (iv) implica (iii) implica (ii). La Proposicién 2.2.20 muestra que (ii) es equiv-
alente a (i). Por dltimo, supongamos que X tiene la propiedad de aproximacién K 4-uniforme
y tomemos una funcién f € H(X;Y), K C X un conjunto A-compacto y € > 0. Como f es
uniformemente continua, existe § > 0 tal que si z € K e y € X con ||z — y|| < ¢, entonces
IIf(x) — f(y)]| < e. Como X tiene la propiedad de aproximacién K 4-uniforme, existe un oper-
ador T' € F(X; X) tal que ||T(x) — z|| < para todo z € K. Por lo tanto, || f(T(x)) — f(x)|| <e

para todo z € K. Si tomamos el espacio Xy = T(X), como Xy es de dimensién finita,

(H(XO;Y),TC) = H(Xo) KRY = {f S H(Xo;Y): f = Zyjf]’, Y; € Y, fj € H(Xo)}
j=1

Por lo tanto, existe g € H(Xo) ® Y tal que f|x,(z) — g(2)| < €, para todo z € T(K) y, por
lo tanto, f o T se puede aproximar por g o T uniformemente sobre K. Por lo tanto, para todo
espacio de Banach Y, H(X) ® Y es 74-denso en H(X;Y) y por el Corolario 4.2.6 se tiene el
resultado. O

4.3. Tipos de Holomorfia

Para estudiar la I 4-propiedad de aproximacién y los operadores continuos, introdujimos
la topologia 754, donde no sélo entran en juego los conjuntos A-compactos, sino también la

medida m4. En el caso del espacio de funciones holomorfas, necesitamos una nocién similar que
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estd relacionada con el concepto de tipos de holomorfia, introducido por Nachbin en [Nacl] y

[Nac2].

Definicion 4.3.1. Un tipo de holomorfia 0 entre los espacios de Banach X eY es una sucesion

de espacios de Banach (Py("X;Y), | - |lo)nen tal que
1. Para cadan € N, Pg("X;Y) es un subespacio de P("X;Y).
2. Py(°X;Y)=PPX;Y) =Y.
3. Eziste una constante ¢ > 1 tal que, para todo x € X, n,m e N, m<n y P € Py("X;Y)
DIP e Py("X;Y) y [D2Plo < | Plolle|™™,
donde DI"P = P™P(x) es el polinomio m-homogéneo del desarrollo de Taylor de P en x.

Para todo espacio de Banach X e Y, la sucesién (P("X;Y), | - ||)n es un tipo de holomorfia
y se denomina tipo de holomorfia usual. La sucesion (Pi("X;Y),|| - ||)» también es un tipo de
holomorfia. Una demostracién de este resultado conocido es similar a la que damos a contin-

uacion.

Proposicién 4.3.2. Sea A un ideal de Banach. Para todo par de espacios de Banach X e Y,

la sucesion (Px,("X;Y), |- llk4)n es un tipo de holomorfia.

Demostracién: Como Px,("X;Y) es un subespacio de P("X;Y) y Pr,(°X;Y) = Y, las
dos primeras condiciones de la definicién de tipo de holomorfia se cumplen. Por lo tanto, sélo
tenemos que comprobar que la sucesion (Pi, ("X;Y), || - [[x4)n satisface la tercera condicién.
Notemos que por el Ejemplo A de la pagina 89, tenemos para todo polinomio P € Px,("X;Y),
m<nyx € X que,
P™P(0) = (Z) P

y, por el Lema 3.1.3, P P(x() es un polinomio .A-compacto. Por dltimo, para ver que se satisface
la estructura de un tipo de holomorfia, mostraremos que para P € Px,("X;Y), m=1,...,ny

xo € X se cumple

1P P(z0)lic4 < (2€)"|Pllic.illol™ . (4.7)

Es claro que la desiguladad anterior vale para xg = 0. Fijemos g € X, zg # 0. Si vemos
que || Pyl < ellzol||| Pllk, la demostracién se concluye usando un razonamiento inductivo. En

efecto, supongamos que para cualquier polinomio homogéneo A-compacto @, de grado menor a n,
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vale la desigualdad ||Qq,|lx, < ellzol|||Q]|x - Entonces, como P, nom = (ngfmfl)mo, obtenemos
que

(nfm)e||550|H|P$g—m_1 ||’C.A
(nfm)eQ||x0H2||P$877”72HK:_A

IAIA

< (W 2) e ol Pl

n—m

< 2% |[zo|"T [ Pl 4-
Ahora, sea P € Px (" X;Y). Luego

V Vv
1Pay llxca = ma(P(zo, B );Y) = ||zol|ma(P(j3ey, BY ) Y). (4.8)

lTzoll”
Si ¢ una raiz n-ésima de la unidad tal que &/ # 1 para todo j < n, por [CDM, Corollary 1.8 (b)]

y la Proposicién 1.1.9 tenemos que

. o
Jzollma(P(t B ) < Zm (n— D& Bx + 122);Y).

n2 n—l”l

Como para todo j < n, sup{||z|: =z € (n—1)&Bx + ”i—gu} =n vale

(n—1)¢Bx + — H || C nBx,
entonces
ol Zm (n—1)&Bx + 20.)Y) < Azl Zn m x);Y)
n2(n—1)n—1 X ||x0|| = nZ(n-1)"1 A(P
< floll(R2)™ 1HPH’CA <elzollll Pl
(4.9)
Combinando (4.8) y (4.9) obtenemos que ||P,||x, < ellal||| Pk, como queriamos. O

Observacién. Al tipo de holomorfia dado por la sucesién de polinomios A-compactos la de-

nominaremos tipo de holomorfia K 4.

La definicién de tipo de holomorfia induce, de forma natural, distintos espacios de funciones

holomorfas.

Definicion 4.3.3. Sean X e Y espacios de Banach y x € X y 0 un tipo de holomorfia. Una
funcion f € H(X;Y) es de tipo 0 en x si para todo n € N,

PUf(x) e Po("X;Y) y  [[P"f(z)llo < crcy

para algunas constantes positivas ¢1 y co. Una funcion es de tipo 0 si lo es para todo x € X. Al

espacio de funciones holomorfas de X en'Y de tipo 0 se lo denota Ho(X;Y).

129



4. Funciones A-compactas y Propiedades de Aproximaciéon

Proposicién 4.3.4. Sean X e Y espacios de Banach, x € X, A un ideal de Banach y f una
funcion en H(X;Y). Entonces, f es A-compacta en x si y sélo si f es de tipo K4 en z. Como

consecuencia, f € Hi ,(X;Y) siy solo si f es de tipo de holomorfia K 4.

Demostracién: Sea z € X y tomemos una funcién f € H(X;Y) A-compacta en x. Veamos que
f es de tipo de holomorfia 4 en x. Sea € > 0 tal que f(z + eBx) es un conjunto .A-compacto

en Y que, por la Proposicién 3.2.7, para todo n € N, P"f(z) es A-compacto y, como por el

Lema 3.2.4 P"f(z)(eBx) C co{f(x +eBx)}, aplicando la Proposicién 1.1.9 tenemos que
1P f (@)l = e"ma(P" f(2)(eBx);Y) < e"ma(f(z + eBx);Y).

Como mg(f(x +eBx);Y) < oo, resulta que f es de tipo de holomorfia K4 en x.
Reciprocamente, si f es de tipo K4 en z, para todo n € N, P"f(x) € P, y [|[P"f(2)|x, <

cicy, donde ¢; > 0y cg > 0. Como
; n 1/n
limsup | P" f ()|, < c2,

tenemos que el radio de A-compacidad de f en z es positivo. Una aplicacién de la Proposi-

cién 3.2.7 muestra que f es A-compacta en x, concluyendo la demostracion. O

Siguiendo [Nacl], [Nac2] o [Nac3] por ejemplo, existe una forma natural de dotar al espacio
de funciones holomorfas de tipo 6 de una topologia. Esta topologia puede describirse por varias
familias de seminormas, dependiendo del tipo de holomorfia 6. En el caso particular del tipo de
holomorfia usual, esta topologia es la topologia de Nachbin, 7,. Aunque en esta teoria, la us-
aremos para dotar al espacio de funciones holomorfas A-compactas de una topologia, denotada
Tw,my - La familia de seminormas usuales de 7, ,,, corresponde a la familia dada en el Teore-
ma 4.3.6, item (b). Como nuestro objetivo es caracterizar la K 4-propiedad de aproximacién de
un espacio de Banach X en forma anéloga a [AS, Theorem 4.1], daremos distintas descripciones

de 7y my -

Proposicién 4.3.5. Sean X e Y espacios de Banach y A un ideal de Banach. Entonces,
[ € Hix, (X;Y) siy sélo si para todo n € N, P*"f(0) € Px,("X;Y) y, para todo conjunto

absolutamente convexo compacto K C X, existe € > 0 tal que
o
> ma(Pf(0)(K +eBx);Y) < oc.
n=0

Demostracién: Sean f € Hy,(X;Y) y K C X un conjunto absolutamente convexo compacto.

Como f es A-compacta y el conjunto 2K es compacto, por el Lema 4.2.1, existe un conjunto
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abierto V' O 2K tal que f(V') es A-compacto en Y. Al ser 2K compacto y V abierto, podemos
tomar d = dist(2K,CV) > 0, donde CV es el complemento de V. Consideremos el conjunto
W = 2K + dBx, que es absolutamente convexo abierto y cumple que 2K ¢ W C V, por lo
que f(W) es un conjunto A-compacto. Combinando las Proposiciones 1.1.9 y 3.2.4 tenemos que
ma(P"F(0)(W); Y) < ma(f(W); Y) y por lo tanto

o

D ma(PMf0)(K + $Bx);Y) = Y (3)"ma(P"f(0)(W);Y)

n=0 n=0

S () ma(F(W): V) (410
n=0

< 2mu(f(W);Y) < oo,

IN

lo que prueba la primera implicacion.
Reciprocamente, sea f € H(X;Y) satisfaciendo la condicién del enunciado. Vamos a mostrar
que f es A-compacta en x para cualquier x € X fijo. Consideremos el conjunto absolutamente

convexo compacto K dado por K = {Az: |A| < 1}. Luego, existe ¢; > 0 tal que
oo
> ma(P"f(0)(K +1Bx);Y) < oc.
n=0

Como f es entera, por [Nac2, Proposition 1, p.26], existe €2 > 0 tal que

[e.9]

Fly) =Y P"f(0)(y),

n=0
donde la convergencia es uniforme para todo y € x + e2Bx. Asi, tomando ¢ = min{e;;e2},

tenemos que

f(@+eBx) C{)_an: zn € P"f(0)(x + eBx)}.
n=0

Ademas, como
o [e.9]
> ma(P"f(0)(z +eBx);Y) <> ma(P"f(0)(K +£1Bx);Y) < o0,
n=0 n=0
por el Lema 3.2.6, el conjunto {Y 07 n: x, € P"f(0)(z+eBx)} es relativamente A-compacto.

Por lo tanto f es A-compacta en z, finalizando la demostracion. O

La siguiente caracterizacion de la topologia 7, ,, en el espacio Hi,, asociada al tipo de

holomorfia K 4 se sigue de [Dinl, Proposition 4] y [Nac2].

Teorema 4.3.6. Sean X e Y espacios de Banach y A un ideal de Banach. Cualquiera de las

siguientes familias de seminormas genera la misma topologia en Hi ,(X;Y),
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(a) Las seminormas q que satisacen que existe un conjunto K C X absolutamente convezo

compacto tal que, abierto V O K existe Cy > 0 con

q(f) S Cvma(f(V);Y) VfeH, (X;Y).

En este caso, decimos que la seminorma q estd AC-my-portada por conjuntos absolutamente

convexros compactos.

(b) Las seminormas q que satisacen que existe un conjunto absolutamente convexo compacto

K C X tal que, para todo € > 0 existe C(e) > 0 con
a(f) < C() 3" sup [P f(@)llis Vf € Hica(X:Y).
n=0 7€

(¢) Las seminormas q que satisacen que existe un conjunto absolutamente convero compacto

K C X tal que, para todo € > 0 existe C(g) > 0 con
q(f) < C(e) imA(Pnf(O)(K‘i'gBX);Y) Vf € He (X:Y).
n=0
(d) Las seminormas q de la forma
o) =3 ma(P"FO)(K +anBx):Y),
n=0
donde K C X waria entre los conjuntos absolutamente convexos compactos y (an)n € cg.

Demostraciéon: Primero notemos que si f es A-compacta y K es un conjunto absolutamente
convexo compacto, por el Lema 4.2.1, existe un conjunto abierto V' O K tal que f(V) es A-
compacto. Por lo tanto, las seminormas en (a) estan bien definidas sobre Hyx , (X;Y’). Ademads,
por la Proposicién 4.3.5, las seminormas en (c) y en (d) estdn bien definidas sobre Hy , (X;Y).

Veamos que las seminormas en (a) y (b) coinciden. Sean ¢ una seminorma y K un conjunto
absolutamente convexo compacto satisfciendo la condicién (c). Sea V' O K un conjunto abierto y,
como V es abierto y K compacto, podemos considerar el niimero positivo d = dist(K,CV) > 0.
Al ser K + dBx absolutamente convexo y K + dBx C V, por el Lema 3.2.4, junto con la

Proposicion 1.1.9, tenemos que
mA(P"f(2)(dBx); V) < ma(f(z +dBx);Y) < ma(f(V);Y),
para todo z € Ky f € Hx ,(X;Y). Luego, para cada n € N,
@ sup [|Pf(@)lica < malf (V).
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Por lo tanto,

o0

a(f) < C(§) D (§) suppex [|P" (@)l < 20(5)ma(f(V);Y),
n=0

lo que muestra que ¢ es AC-my-portada por K.

Para la otra implicacién, tomemos una seminorma q¢ AC-my-portada por un conjunto ab-
soultamente convexo compacto K C X. Sea € > 0 y tomemos z1,...,Zy, en K tales que K C V
donde V = U;n:l x; + eBx. De la misma forma que en la Proposicién 4.3.5, existe un conjunto
W absolutamente convexo abierto tal que K C W C V. Sin pérdida de generalidad, podemos
tomar f € Hi,(X;Y) tal que e < ru(f,x) para todo z € K ya que, si € > r4(f,x), entonces

Ym0 € SUPsef | P f ()| 1c, = oc. Por el Corolario 3.2.8, se tiene que

ma(f(z; +€Bx);Y) < ZE”IIP”f zj)llka < Ze sup 1P f ()]l xc4- (4.11)
Por otro lado, como g es AC-m4-portada por K, aplicando la Proposicién 1.1.9 tenemos que
o(F) < Curmal FOV)Y) < Croma(FVYY) <3 malflay +eBx)Y).  (4.12)
j=1
Asi, de las inecuaciones (4.11) y (4.12), obtenemos
«f) <Cw Z mA(f (2 + £Bx); )

< Cw Z Z em sup [P f (@)1 4

]lmO

— nCy Z em sup [P f (@) [l 0.0 -

m=0

Luego q pertenece a la familias de seminormas dadas en (b).

De [Dinl, Proposition 4], tenemos que las seminormas de (¢) y (d) generan la misma
topologia. Veamos que las seminormas en (c) y (b) son equivalentes. De la misma forma que hici-
mos para obtener la inecuacion (4.10), tenemos que las seminormas en (c) son AC-my-portadas
por conjuntos absolutamente convexos compactos.

Para finzalizar la demostracién, consideremos una seminorma g AC-my4-portada por un con-
junto K C X absolutamente convexo compacto y veamos que ¢ esta acotada superiormente por
una seminorma de la familia dada en (d). Para cada m € N, sea W,,, un conjunto absolutamente

convexo abierto definido por
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Como ¢ es AC-my-portada por K, para cada m € N, existe una constante C,, = Cyy,, tal que
q(f) < Cruma(f(W);Y), para toda funcién f € Hi , (X;Y).

Para m = 1, existe n; € N, tal que para todo n > ny, Cll/n < 2. Tomemos V7 = 2W7. Si
n>ny Q€ P, (" X;Y),

9(Q) < Cima(QW1);Y) = ma(Q(CY/"W1);Y) < ma(Q(V1); Y).

Para m = 2, existe no > ny tal que C21/n < 2, para todo n > ne. Tomemos Vo = 2W5 y, como

antes, se tiene que para todo @ € Px,("X;Y), con n > na,

9(Q) < Coma(Q(W2);Y) = ma(Q(Cy"Wa); Y) < ma(Q(V2);Y).

Repitiendo este procedimiento, obtenemos una sucesién de conjuntos absolutamente convexos

abiertos V; que satisfacen

a(f) =a(> 50 P"f(0))
<> q(P"£(0))

n>0

= > AP O+ D> aP f(0)

n<ni ]>1 n]<n<n]+1

<Oy Y ma(PUHOVY) Y Y malPAO0) (V) Y)

n<ni j2ln;<n<nj i

<O D ma(PPFO)VAY)+> . D> ma(P"f(0)(V5);Y)

n<ni jz1ln;<n<njiq

donde C' = min{1, Cy, }. El resultado se obtiene ya que V; = 2K + (3)7"'Bx y, por lo tanto,
la seminorma ¢ esta acotada superiormente por una seminorma de la familia definida en (d),

concluyendo la demostracion. O

Observacién. La topologia en Hx , generada por cualquiera de las familias de seminormas

anteriores la denotamos 7, 4, .

4.4. Funciones holomorfas y la K 4-propiedad de aproximacion

Para finalizar, veremos como afecta la presencia de la K 4-propiedad de aproximacién de
un espacio de Banach X en el espacio de polinomios y funciones holomorfas A-compactas con
valores en X. El siguiente resultado es el andlogo al obtenido por Aron y Schottenloher en [AS,
Theorem 4.1] para funciones compactas y en cierta forma, es el andlogo holomorfo a la definicién

de IC 4-propiedad de aproximacién.
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Teorema 4.4.1. Sean X un espacio de Banach y A un ideal de Banach. Son equivalentes:
(i) X tiene la K 4-propiedad de aprozimacion.
(ii) Para todo espacio de BanachY, H(Y) ® X es Ty m,-denso en Hi ,(Y; X).

Demostracién: Tomemos un espacio de Banach X con la K 4-propiedad de aproximacion,
[ € Hi, (X;Y), ¢ una seminorma 7, ,, continua y € > 0. Por el Teorema 4.3.6, podemos

considerar la seminorma de la forma
q(f) =Y ma(P"f(0)(K + anBx);Y),
n=0

donde K C Y es un conjunto absolutamente convexo compacto y (an)n € cg . Sea ng € N tal
que

> ma(P"f(0)(K +anBx);Y) <

n>no

| ™

y sea C' > 0 tal que %(K + a,By) C By, para todo n < ng. Como X tiene la K 4-propiedad de
aproximacién, por la Proposicién 4.1.6, dado § > 0 (a determinar), para todo n < ng, existen
polinomios @, € P("Y)® X tales que ||P"f(0) — Qn|lx, < d. Definamos a la funcion holomorfa
g=>.1,Qn. Claramente, g € H(Y) ® X y ademés,

a(f —9) =D ma((P"f(0) = Qu)(K + anBy); X) + > ma(P"f(0)(K + anBy); X)
n=0

n>no

<D CMIPF(0) ~ Qulic, + 5-

n=0
Luego, ¢(f — g) < ¢ eligiendo ¢ de forma adecuada, con lo que obtenemos (ii).

Por ltimo, supongamos que vale (i) y tomemos T € K4(Y;X), ¢ > 0 y la seminorma en
Hyc(Y; X) definida por q(f) = ||P*£(0)|/x . Por el Teorema 4.3.6, {tem (b), la seminorma ¢ es
Tu,m, cOntinua y, por lo tanto como T' € Hy , (X;Y), existen f1,...,fn € H(Y)y z1,...,2, € X
si g(y) = >, fij(y)zj, entonces ¢(T' — g) < e. De la misma forma que hicimos en (iii) implica

(i) del Teorema 4.2.4, el operdado Plg(0) = > i1 Pif;(0)®z; € F(Y;X) y como
(T —g) =T = Plg(0)llc, <e,

concluimos que F(Y;X) es || - ||k -denso en K 4(Y, X) y, por lo tanto, X tiene la K 4-propiedad

de aproximacion. O
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