
Concurso Ayudante de Segunda 2010 - Lista de Ejercicios

1. Una función N : Rn → R≥0 se llama una norma en Rn si se cumple que:

N(v) = 0⇔ v = (0, ..., 0).

N(αv) =| α | N(v), para todo v ∈ Rn, α ∈ R.

N(v + w) ≤ N(v) +N(w) para todo v, w ∈ Rn.

Sean ‖ (x1, ..., xn) ‖1:=
∑

1≤i≤n

| xi | y ‖ (x1, ..., xn) ‖∞:= máx
1≤i≤n

| xi | .

Demostrar que las funciones ‖ ∗ ‖1 y ‖ ∗ ‖∞ son normas.

2. Una función d : Rn × Rn → R≥0 se llama una distancia en Rn si se cumple:

d(v, w) = 0⇔ v = w.

d(v, w) = d(w, v), para todo v, w ∈ Rn.

d(v, w) ≤ d(v, u) + d(u,w), para todo v, w, u ∈ Rn.

Demostrar que si N es una norma en Rn, entonces d(v, w) := N(v−w) es una
distancia en Rn.

3. Sean S, T subconjuntos de Rn. Demostrar que valen las siguientes propiedades:

a) Si S ⊆ T , entonces S◦ ⊆ T ◦.

b) (S ∩ T )◦ = S◦∩T ◦. ¿Se puede generalizar esta igualdad a una intersección
infinita?

c) (S ∪ T )◦ ⊇ S◦ ∪ T ◦. ¿Vale la igualdad?

d) S ∪ T= S ∪ T . ¿Se puede generalizar esta igualdad a una unión infinita?

e) S ∩ T⊆ S ∩ T . ¿Vale la igualdad?

f ) (Rn − S)◦ = Rn − S.

4. Sea S ⊂ Rn. Recuérdese que ∂S = S \ S◦.

a) Demostrar que S es abierto si y solo si es disjunto con ∂S.

b) Demostrar que S es cerrado si y solo si ∂S ⊂ S.

5. Hallar los puntos de acumulación del conjunto S =
{(

1
n
, 1

m

)
, con n,m ∈ N

}
.

Hallar la adherencia S.
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6. Hallar todos los subconjuntos no vaćıos de R que son a la vez abiertos y
cerrados.

7. Probar que dos intevalos abiertos cualesquiera de R son homeomorfos (dos
subconjuntos X e Y de R son homeomorfos si existe una función continua y
biyectiva h : X → Y , con inversa continua).

8. Sea ‖ · ‖ una norma en Rn. Probar que si ‖ · ‖ proviene de un producto interno
y a, b ∈ Rn, a 6= b, ‖a‖ = ‖b‖ = r, entonces ‖ta + (1 − t)b‖ < r para todo
t ∈ (0, 1). Probar que no es necesariamente cierto si la norma no proviene de
un producto interno.

9. Sea C ⊂ Rn un conjunto convexo no vaćıo. Fijado p ∈ Rn consideramos la
función f : C → R dada por f(x) = ‖x− p‖.

a) Probar que si ‖ · ‖ proviene de un producto interno entonces existe a lo
sumo un punto a ∈ C tal que f(a) = ı́nf{f(x), x ∈ C}.

b) Probar que si C es cerrado existe tal a.

c) Mostrar que el primer ı́tem no es necesariamente cierto si la norma no
proviene de un producto interno.

10. Sea d una distancia en Rn.

a) Pruebe que d es la distancia asociada a una norma si y solo si valen las
siguientes propiedades:

1) d(x, y) = d(x + z, y + z) para todo x, y, z ∈ Rn (d es invariante por
traslaciones),

2) d(kx, ky) = |k|d(x, y) para todo k ∈ R, x ∈ Rn (d es homogénea).

b) Pruebe que dicha norma es única y que si viene dada por un producto
interno entonces vale la siguiente propiedad: para todo x, y ∈ Rn

2(‖x‖2 + ‖y‖2) = ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2.
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