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1. Introduccion

La teoria de topos fue creada por Alexander Groéthendieck a fines de la década del
‘50. Surge de la necesidad de definir la cohomologia etal de esquemas, pieza clave en la
resolucion de las conjeturas de Weil. Ademaés de revolucionar la geometria algebraica, los
topos han influido notablemente en el estudio de la topologia, el dlgebra y la légica. La
obra fundacional de la teoria, Théorie des topos et cohomologie étale des schémas (SGA4),
es la principal referencia de este trabajo!.

Nuestro principal objetivo es la construcciéon de bilimites de topos indexados por una
2-categoria 2-cofiltrante. Este resultado generaliza la construccion de bilimites cofiltrantes
de topos realizada en el segundo tomo del SGA4 (exposé VI). La idea que se utiliza,
tanto aqui como en la obra mencionada, es considerar sitios generadores de los topos y
tomar el topos generado por el bicolimite del diagrama de sitios. La diferencia entre la
nocién de limite que interesa (bilimite) y los limites usuales, consiste en que los conos
son en realidad pseudo-conos. Esto se debe a la naturaleza 2-categérica que presentan
los topos en conjunto, tal como sucede en Cat, la 2-categoria de categorias?. Desde este
punto de vista, resulta razonable que los diagramas considerados estén indexados por una
2-categoria, en lugar de una categoria. La condicion de ser filtrante puede ser reemplazada
por otra més general, llamada “2-filtrante”, que involucra a las flechas dobles. En el caso
de una 2-categoria trivial, ambas definiciones coinciden. Existen casos, por ejemplo en
teoria de Galois, de diagramas de topos 2-cofiltrantes que no son en general cofiltrantes.

En [DS], Eduardo J. Dubuc y Ross Street dan una construccién de los bicolimites
2-filtrantes en Cat y demuestran que preservan ciertas propiedades, situaciéon en cierta
forma andloga a la de colimites filtrantes de conjuntos. La propiedad més importante para
nuestros fines que hereda la categoria bicolimte es la de poseer limites finitos. Esto nos
permite construir el bicolimite 2-filtrante de sitios y en consecuencia el bilimite 2-filtrante
de topos.

En la seccién 4 exhibimos una construccién de bicolimites en Cat indexados por una
2-categoria arbitraria. Se obtiene como cociente de una categoria libre. Luego empalmamos
esta construccién con la de [DS] para el caso 2-filtrante. En la ltima seccién obtenemos el
bilimite 2-cofiltrante de topos y demostramos la propiedad universal. Como herramienta
clave, se usa un lema de Gréthendieck que permite obtener un morfismo de topos a partir
de un morfismo de sitios ([SGA4-I], exposé IV). Al final de la seccién 3 exponemos una
demostracién detallada e inédita de dicho lema. En las primeras secciones tratamos al-
gunos temas introductorios a la teoria de topos, entre los que se destaca una construccion
novedosa del funtor “haz asociado” en una sola etapa. La conocida “construccién ++”
requiere, en cambio, la aplicacién de un mismo funtor dos veces.

1.1. Comentarios sobre universos

Un universo es un conjunto que satisface las siguientes condiciones:
Ul)Siz €U ey € x, entonces y € U.
U.II) Si x,y € U, entonces {z,y} € U.

!De hecho, el lector debe tener en cuenta que la referencia es permanente en las secciones 2 y 3.
2Las 2-categorfas son categorfas con flechas entre las flechas. En otras palabras, los “hom” son categorfas.



U.III) Si x € U, entonces P(X) € U.

U.IV) Si (z4)aer es una familia de elementos de U, e I € U, entonces la unién J z,
acl
pertenece a U.

Con estos axiomas se puede probar que U también es cerrado por construcciones tales
como pares ordenados, productos, coproductos, conjuntos de funciones entre dos conjuntos,
etc. En definitiva, se puede realizar las operaciones habituales de la teoria de conjuntos
sin salirse del universo. Es posible definir el concepto de categoria a partir del conjunto de
objetos, el de flechas y las aplicaciones estructurales. De esta forma podemos decir si una
categoria pertenece a un universo determinado.

La nocién de universo nos sirve para precisar el sentido de, por ejemplo, la categoria
de los conjuntos. Asi, U-Ens es la categoria de conjuntos pertenecientes a un universo Y.
Normalmente supondremos fijo el universo, por lo que escribiremos simplemente Ens. La
misma perspectiva puede adoptarse para las otras categorias grandes familiares (grupos,
espacios topolégicos, etc.). Estas categorias no pertenecen al universo original. N. Bourbaki
propone la introduccién del siguiente axioma: para todo conjunto z existe un universo U
tal que x € U. Su adopcién permite que las categorias Ens, Ab, 4Mod, Cat, etc., sean
pequenas en un universo V tal que Y € V. A lo largo del trabajo, diremos que una categoria
C es pequena cuando C € U, para lo cual alcanza con que los conjunto de objetos y de
flechas pertenezcan a U. Por U-categoria entendemos una categoria tal que sus hom son
conjuntos pertenecientes a U (“conjuntos pequenos”). Si el conjunto de objetos de una
U-categoria pertenece a U, entonces la categoria es pequenia. Ademas de las categorias
grandes ya mencionadas, los topos (més rigurosamente los “U-topos”) son ejemplos de
U-categorias.



2. Resultados preliminares

2.1 Definicién. Dadas dos categorias C y D se puede definir la categoria C x D. Sus
objetos son los pares (C, D) con C € C ) y D € D y los notamos C x D. El conjunto
[A x B,C x D] se define como [A, C] x [B, D], o sea que las flechas de C x D son los pares
(f,g) donde f y g son flechas de C y D respectivamente.

idaxp = (ida,idR).

La composicién se define asi: (f, g)(h, k) = (fh, gk).

2.2 Observacion. Si C y D son dos categorias, los funtores de C a D, junto con las
transformaciones naturales entre ellos, forman una categoria, que notamos DC.
Para cada C € C se tiene el funtor evaluacion D€ =% D que se define eve(F) = FC

en los objetos y eve(n) = ne en las flechas F 25 G.

2.3 Proposicién. Sean C,D y £ tres categorias. Las categorias E*P y (EP)C son iso-
morfas.

2.4 Proposicién. Un funtor C £, D da una equivalencia si y solo si es plenamente fiel
y es cuasisuryectivo en los objetos (i.e. VD € D 3C € C /FC ~ D). Si F' es plenamente
fiel y biyectivo en los objetos, entonces es un isomorfismo de categorias.

2.5 Lema. §i se tiene dos colimites en C cuyos diagramas estdn dados desde una misma
categoria I', una transformacion natural entre los diagramas induce un unico morfismo

entre los colimites.
_A
Mas precisamente: dada una transformacion natural T _Iv_ C existe un unico morfismo
B

colim A — colim B tal que los cuadrados

A; _Xi_ colim A

Yi

\
\
v
B; —s colim B

conmutan. A tal morfismo lo podemos denominar colim .

También vale para limites en lugar de colimites.

Demostracion. Por la naturalidad de &, las flechas u;& dan un cono de A a colim B.
De la propiedad universal de colim A se deduce la existencia y unicidad del morfismo
buscado. ]

2.6 Observacién. Este hecho permite construir un funtor C* olim, ¢ En realidad existe

un funtor colim para cada eleccién de los objetos colimite para cada diagrama. Dados dos
funtores colim existe un unico isomorfismo natural entre ellos.

3Si C es una categoria, C € C significard C' € ob(C).



2.7 Lema. Sean dos colimites en C dados por T’ e y A S.c. Un funtor A LT tal que
FT = G induce una flecha colim G — colim F'.

A
N
1N T> C
Demostracion.
G(a) = FT(«a)
ST ()
Ta
colim G ... colim F
=

2.1. Limites y colimites en £ns y en Ens®”
2.1.1. Colimites - colimites filtrantes

La categoria Ens tiene todos los colimites pequenos. Dado un diagrama I’ A ens el
colimite se puede construir como un cociente de la unién disjunta, en donde se identifi-
can los elementos conectados por una flecha del diagrama. La relacién de equivalencia es
entonces la generada por estos pares.

. 1 A
colim A = ]_[ Voo f(a)
el

La estructura de cono estd dada por las inclusiones a la unién disjunta compuestas
con la proyeccion al cociente. Es facil verificar la propiedad universal.

Si la categorfa de indices I' verifica algunas condiciones (de “filtracién”) la relacién
de equivalencia considerada tiene una forma ma&s explicita, y el colimite posee algu-
nas propiedades interesantes. A continuacién exponemos estas condiciones tal como son

planteadas en [SGA4-I] (exposé I, seccién 2).

2.8 Definicién. Decimos que una categoria es pseudo-filtrate si tiene las siguientes dos

propiedades.
PS1) Todo par de flechas @ — 3, & — = se puede completar a un cuadrado conmutativo

N
N

PS2) Para todo diagrama de la forma oz:u; B3 existe una flecha B —2=7 tal que
v

wu = wo.



2.9 Observacion. Si la categoria de indices de un diagrama en £ns cumple PS1, la
relacién de equivalencia en la unién disjunta admite la siguiente descripcién: si a € A, v
b € Ap, entonces @ = b si y sélo si existen o ——=7<"— 3 tales que m(a) = n(b).

Esta nueva relacién asi definida es de equivalencia (la transitividad es consecuencia de
PS1) y coincide con la anterior pues vale la doble inclusion.

2.10 Observacion. Si I' es pseudo-filtrante, la condiciéon PS2 da la siguiente propiedad.
Dos elementos en un mismo conjunto a,b € A, pertenecen a la misma clase en el colimite
si y sélo si existe o —=  tal que m(a) = m(b).

2.11 Definicién. Una categoria es filtrante si es no vacia, pseudo-filtrante y conexa (i.e.,
dos objetos cualesquiera estan unidos por una secuencia de flechas, sin imponer condiciones
sobre el sentido de las mismas).

Observacion. La condiciéon PS1 hace que la conexién sea equivalente a:
F0) dados dos objetos o, 3 € T existen «

T~

~

/

s
Por otra parte, las condiciones PS2, FO y I' # ¢ bastan para que I sea filtrante.

2.1.2. Limites

Los limites de conjuntos también existen y se pueden obtener como subconjunto del
producto de los objetos en cuestién; el subconjunto de tiras coherentes con las flechas.

; . f .
ImA={ac][[crAi/ fla;)) =a; Vi = j}
Esta construccién de alguna manera se generaliza a limites en cualquier categoria
mediante el siguiente lema.

2.12 Lema. Todo limite se puede expresar mediante un egalizador y productos.

Demostracion. Sea I 2 C un diagrama.
Sean a y b las flechas que hacen conmutar los siguientes dos cuadrados.

Leod(s) — 24— Leod(f)

Teod(f) '

g I Li== TI Leag
i€Ob(I) JFEFI(I)

Tdom (f) L

Laom() — = Leou(s)

S es el egalizador de a y b. Es sencillo comprobar que S es el limite de L. O
2.13 Corolario. Para que una categoria tenga limites basta con que tenga productos y

egalizadores. También se desprende que una categoria tiene limites finitos si y sdlo si tiene
productos finitos y egalizadores.



2.14 Corolario. Si un funtor preserva productos arbitrarios (resp. finitos) y egalizadores
entonces preserva limites arbitrarios (resp. finitos).

2.15 Observacion. Si una categoria tiene productos fibrados y objeto final, entonces
tiene todos los limites finitos. Los productos A x B se pueden construir como el pullback

de A — 1 — B, mientras que el egalizador de A % B es el pullback de

B

|a

AWBXB

2.1.3. Limites finitos vs. colimites filtrantes

2.16 Observacion. Consideremos tres categorias I, I' y C tales que C tiene todos los
limites indexados por I y todos los colimites indexados por I'.

A
Sea I' x I — C un funtor.
c ey A li . . . .
La composicién I' = €T 2% C permite construir colim lim Aia.
(0% 1
Anélogamente se tiene lim colim A; 4.
(] (0%

. ’ . . . u . .
Probaremos que existe una flecha canénica colim lim A; . — lim colim A; . Esta
(e} A 7 (0%
flecha surge del siguiente diagrama.

lim A; Pj.6 . 95 colim A;
i Z7ﬂ Ajvﬁ o J,

Es facil comprobar que dejando fijo j obtenemos el cono (g; gp; g) en [ hacia colim A; o
«

(se usa el lema 2.5). Este induce las flechas ¢;. (Andlogamente, dejando fijo 3 se obtiene
un cono en j).

lim A; Pi.p . 9.8 colim A;
i Z”B A]76 o ),
4

colimlimAjo
(A

s lim colim A;
(0% u (A (0%

Las flechas ¢; también forman un cono que provocan la flecha u. Se puede comprobar
que u es la tnica que cumple sjurg = ¢;3p; 3 (el rectangulo conmuta). Esto explica que
si se fabrica u a partir de t/'g en lugar de t; (la otra diagonal del rectangulo) se obtiene la
misma flecha.

2.17 Proposicion. En la categoria Ens, colimites filtrantes conmutan con limites finitos:

, . . . u . . .
la flecha candnica colim lim A; o — lim colim A; o es un isomorfismo.
o 3 A (0%



Demostracion. Primero demostraremos que colimites filtrantes conmutan con productos
finitos, luego con egalizadores, y finalmente tendremos el caso general gracias al lema 2.12.
Sea I un conjunto finito. La flecha canénica co{Xim [1Cia N II coéxz'm C} « esta definida
(2 1
asi: u(@) = (aﬁ)

La suryectividad de u se debe a que para cualquier tira (@;) se pueden elegir los
representantes de manera que estén todos en conjuntos con el mismo indice « (se usa que
I" es filtrante e I finito).

Para ver que u es inyectiva, supongamos (@;) = (b;), con a; € Ciq y b; € C;p. Al
ser I' filtrante, para cada ¢ existe un indice 7; con flechas o« —— 7vi<—— (3 tales que
los representantes se igualan en C; ,. Ademds podemos avanzar para elegir a todos los v;
iguales entre si:

(07

\x
t;
Yi ——=7
a

g

Pero atn las flechas ¢;7; pueden no ser todas iguales. Idem las flechas t;s;. Por la propiedad
PS2 existe v — § tal que las flechas wt;r; se igualan, y también las flechas wt;s;. Esto nos
da unos representantes ¢; € C; 5 tales que (a;) = (¢;) = (b;).

Ahora veamos que los colimites filtrantes conmutan con egalizadores.

fa
Sean S,“—— (C, —= D,, egalizadores indexados por una categoria filtrante. Te-
9a

nemeos:

So—C, 7 D,
i L

colim So —__ colim C,, colim D,
(6% « «

1

E

donde FE es el egalizador de f, v Ga v u es la flecha canénica. Debemos verificar que u es

inyectiva y suryectiva. Vale u(¢) = ¢ pues u hace conmutar el trapecio de la izquierda.
De esta forma, la inyectividad de u significa que si a € S, y b € Sg son tales que

@=>ben colaz'm C,, entonces también @ = b en co%}im Sq- Lo cual se deduce del siguiente

diagrama:
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a€ Sy Cy
L S —

be Sg(—> Cg
donde 7 y s son tales que ra = sb.
La suryectividad significa que todo elemento @ € E C colim C,, posee un representante
(0%
en un Sg.

Sabemos que f,(a) = fo(@) = ga(@) = ga(a). De modo que existe un a 2, 0 tal que
Aal(a) = Aga(a). Como A conmuta con fy g, fgA(a) = ggA(a). Esto dice que A(a) € Sp
y representa a la misma clase que a, tal como se buscaba.

Ultimo paso:  Sea E, =lim A; o y F = lim colim A; 4.

(2 (2 (04

7 e [ colim A;, a [ colim Acoqis)a
icob(I) b feFi(n) ¢
u v w
colim B, ____{ _ colim I[I Aia c colim ] Acod(f),a
a * ieob(I) a4 Y feFuD)

Para ver que vf = eu se puede usar el siguiente diagrama:

lim colim A; o e [1colim A; o
(2 « i «
\
u v CO{XZ"I?’L Ai,a
/
colim lim A; o f colim [] A
o i @ i

Las flechas ; son las proyecciones del producto. 7; es la flecha colimite de las proyec-
ciones [[Aio — Aia
i

Por como es la construccion del limite a partir de un egalizador, ;e son las proyecciones
del limite, mientras que 7;f son las proyecciones del limite (para cada «) pasadas al
colimite. Por el analisis hecho en la observacién 2.16, meu = 7 f y mv = ;. Luego,
mieu = mvf de donde eu = vf.

De manera similar se puede comprobar que we = av 'y wd = bv. coéxim E,, es egalizador
de ¢ y d por el paso anterior. Como v y w son isomorfismos, también es egalizador de a y
b. En consecuencia, u es isomorfismo. O
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2.18 Proposicién. Si D tiene limites entonces DC también tiene limites y se calculan
lugar a lugar.

Demostracion. Sea I - DC. Para armar el limite lfim F = F definimos primero su valor
en los objetos de C.
F(C) :=limevc o F = lim F;(C)
K]
15 p¢ e p
SiC ENy) es una flecha en C, F'(f) serd la tnica flecha que hace conmutar

ED > F(D)

TD,i

F(C) Fi(D)

Fi(f)

para todo ¢ € I (lema 2.5). Es ficil ver que F' asi definido resulta un funtor y que se
tienen proyecciones F' I, F; que dan un cono porque evaluando en cada C' dan conos (la
naturalidad de 7; es el paralelogramo anterior).

. . . Ai .
Verifiquemos la propiedad universal. Sean G —> F; transformaciones naturales que

dan un cono. Debemos definir G R F tal que m;l = \;. Evaluando en cada C € C, vemos
que lc queda determinado:

FC
lo que nos da la unicidad de I, y también la existencia una vez probada la naturalidad.
f )
Para C — D € C tenemos:

Go 9 Fo

GD —2=FD F.C
Ti,D
ED

Siguiendo el diagrama se ve que m; plpG(f) = m; pF(f)lc, de donde IpG(f) = F(f)lc
por la propiedad universal de lim F;(D). O

2.19 Definicion. Si C es una categoria, un prehaz sobre C es un funtor C°P L, ens.
EnsC” es la cateogria de prehaces sobre C. Por la proposicién anterior esta categorfa tiene
todos los limites y colimites pequenios.
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2.20 Proposicion. Un cono de un diagrama de prehaces tal que al evaluar en todo objeto
da un limite de conjuntos, es un limite.

) t.
Demostmcion Sea F s F; el cono. Tomamos un limite F/ — F;. Existe una tunica
F L F' tal que tig = t;. Al evaluar en un C, go debe ser un isomorfismo porque tanto
F'C como FC son limites. Por lo tanto g es isomorfismo y F' es limite. O

2.2. Familias epimorfas estrictas

2.21 Definicién. Sea C; =5 C una familia de flechas en una categoria. La familia C; N D
se dice compatible con («;) si para todo par de flechas Z 50,z LR Cj tales que ;s = ot
se tiene (3;5 = 3;t.

/ s
\

B

¥

2.22 Definicién. Una familia C; =% C se dice epimorfa estricta si para toda familia

compatible con ella C; Bi, D existe una tnica C L D tal que fa; = G; Vi.

Qg

Avf

D

Q

2.23 Proposicion. Las familias epimorfas estrictas son epimorfas.

., (677 e . .
Demostracion. Sea C; — C una familia epimorfa estricta. Al componerla con una flecha

cualquiera C L, D se obtiene una familia compatible, i.e. (fa;) es compatible con (o). Si
f vy g son tales que fa; = gay para todo 4, entonces la unicidad en la definiciéon de familia
epimorfa estricta dice que f = g. O

. o2 . f . .
2.24 Proposiciéon. Si A — B es monomorfismo y epimorfismo estricto entonces es
isomorfismo.

Demostracién. Por ser monomorfismo la flecha A “*4, A es compatible con f. Luego,
B L A tal que gf = idy.

Para ver que fg = idp, basta con notar que f es compatible con si misma. Como fgf = f
eidpf = f, por la unicidad fg = idp. O

El hecho de que una familia de flechas sea epimorfa o epimorfa estricta se puede
expresar mediante colimites, como veremos a continuacién. Para las familias epimorfas
estrictas se usa la existencia de productos fibrados.
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2.25 Observacién. Una familia de flechas T, ELN & en una categoria cualquiera es
epimorfa si y sélo si, en el diagrama de abajo, T" junto con las identidades da un colimite.

T, T
ey \f fu fhf@ f’y%

\ /fw

T T
N S
T

2.26 Observacion. Sea T, Jo, una familia de flechas. Supongamos que existen los
colimites de los pares (fo, f3), y llamémoslos P,g. (fo) es epimorfa estricta si y sélo T" es
colimite en el el siguiente diagrama.

2.27 Observacion. En la categoria de conjuntos las familias epimorfas son estrictas. Es
fdcil ver que ambas condiciones equivalen a que las imdgenes cubran el codominio.

En EnsC”, como los limites y colimites se calculan lugar a lugar, y por las observa-
ciones anteriores, las familias epimorfas también son estrictas (se usa la proposicion 2.20)
y son las familias suryectivas lugar a lugar.

. Aa . ., . . .
2.28 Lema. Si(C, == C es un colimite entonces también es una familia epimorfa estricta.

Demostracion. Sea Cp £ D una familia compatible con (Aa). Veamos que resulta ser un
cono para que exista una tnica flecha C' = D tal que s\q = fia. Sea Cy — Cp una flecha
del diagrama del colimite.

Cozi>ca
al ik
CQHC Ha

e}

Como Ayid = Aga, paid = pga. O
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2.3. Funtor denso y generadores de una categoria

2.29 Definicién. Sea C - D un funtor y D € D. Llamaremos diagrama de D a través
de F a la categorfa I'L) cuyos objetos son los pares (C, g) donde C € Cy FC 4 D,y una

flecha entre (C,g) y (C’',g’) esta dada por una C L ¢ tal que ¢’ Ft = g.

C FC

| | N
t Ft

c’ FC”?D

Se tiene una proyeccién canénica ', = C. n(C,g) = C, n(t) = t. Ademés se tiene un

cono desde el funtor Fg KNy £ D hacia D

2.30 Definicién. Un funtor C - D se dice denso si todo objeto D € D es colimite de su
diagrama a través de F.

G
2.31 Proposicién. Sea S 2T un funtor denso, T —= U dos funtores que preser-
H

GF
van colimites y S In_ U wuna transformacion natural. 1 se puede extender a una unica
HF

G
T Wi_U tal que n =7nF.
H

Demostracion. Sea D un objeto cualquiera de T'.

|

S——T—=

Como D es colimite de F'mr, GD y HD son colimites de GFn y HFr respectivamente.
Dado que tenemos una transformacién natural entre GFm y HFm, el lema 2.5 nos dice

que existe una unica GD 2D, HD tal que

GF(A) 2~ GD

WAWF(A)\L %ﬁD
v
HF(A) T, HD

en T'. Esto ya nos da la unicidad de 7. Sélo resta

conmuta para toda flecha F(4) & D
L, D' una flecha en T. Para toda flecha F(A) L D,

chequear la naturalidad. Sea D
tenemos:
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G
GF(A) 2~ ap -~ gD/

W e

HF(A) -~ HD —= HD'

np GtGyg = Ht Hgna = Ht7p Gy

Como GD es colimite podemos cancelar Gg. O

2.32 Proposicidon. Sea C una categoria y S una subcategoria plena. Son equivalentes:

1) La inclusion Sl s es densa.
2) Para todo objeto P de C la clase de todas las flechas que salen de objetos de S y tienen
codominio P es epimorfa estricta.

Cuando se cumplen estas afirmaciones decimos que S es densa en C o bien que “gen-
2
era” C.

Demostracion. 1) implica 2) por el lema 2.28 (colimite implica familia epimorfa estricta).
Veamos la otra implicacion.

F?;L>54h>c

El cono C, 2o, P est4 dado trivialmente. Si tenemos otro cono c, £

s6lo debemos ver que (pq) es compatible con (). Sean Z % Cy y Z LN Cp tales que
Aa@ = Agb. Supongamos primero que Z € S.

Escribamos A, = Apa = Agb.

(Z,\y) € T%. De esta forma, a y b dan flechas en T'%.

Ca
AN
)\'Y
A
Como (pa) €s cono, Apa = Ay = A\gb = piqa = 1y = pgb.
Si ahora Z es cualquiera, para toda flecha L L ZconLes , por lo probado recién, vale

paat = pgbt. Usando la hipétesis (2) para Z, la familia de las flechas ¢ es epimorfa, luego
Haa = pgb. O
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2.33 Observacion. Sea C una categoria con un conjunto generador S. Para que un cono
C 25 C; en C sea un limite basta con que se cumpla la propiedad universal para los objetos
generadores.

2.4. Lemas de Yoneda

2.34 Proposiciéon. Lema de Yoneda I
Sea C una categoria, F € Ens® y C € C se tiene una biyeccion {[C, —]¢ = F} < FC que
resulta natural en las variables C' y F.

Demostracion. La biyeccion se define, para un lado:

{IC,~]e = F} —=FC

T+—— 71¢(id¢)
Para la inversa, sea a € FC'y f € [C, D]. Se define ap(f) = Ff(«)

ide € [C,C] —°¢ FC S a
f*l Ff
fe|C, D] — FD

ap

Se chequea la naturalidad de &, que las dos composiciones dan las identidades y la

naturalidad en C'y F. d
2.35 Observacion. Si aplicamos el lema a C°P podemos escribir [—,C|c en lugar de
[C, —]cor.
2.36 Corolario. La inclusién de Yoneda C - EnsC”, h(C) = [~,C]c, es plenamente
fiel.

Tener una flecha C' — D equivale a [—,C] — [—, D]. Por esta razon es frecuente la

omisién del funtor h, considerando C — EnsC”. Usaremos constantemente el abuso de
escribir C' % F para referir tanto al elemento en FC como a la transformacién natural
[—,C] — F correspondiente.

Los diagramas de la pinta

!

c—1-p
Ala
F

(C,DeC, F,Ge Snscop) tienen sentido gracias a la naturalidad de la biyeccién del lema
de Yoneda I.
Notar que Ens” completa por limites y colimites pequenos a la categoria arbitraria

C
N\

C.
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2.37 Proposicion. Lema de Yoneda II.
El funtor C L ensC” es denso.

Demostracion. En la categoria Ens®” las familias epimorfas son estrictas (observacién
2.27). Por lo tanto basta con comprobar que la familia de flechas [—, C] — F' es epimorfa,
es decir que es suryectiva lugar a lugar. Esto es inmediato del lema de Yoneda I, pues todo
a € FC esigual a ac(idc) O

2.38 Observacion. La inclusion de Yoneda preserva limites.

Demostracion. Sea C' 25 C; un limite en C, y F 5 C; un cono (F € Ens®”). Para cada
DS F, con D e C, tenemos:

«

D——F
gi
L
* Ny
C— G

Las t, aparecen porque C P, C; es limite en C. Por el lema de Yoneda IT existe un tnico
t tal que los triangulos de la izquierda conmutan, lo cual equivale a que conmuten los de
la derecha. O
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3. Aspectos introductorios a la teoria de topos

3.1. Categoria de haces sobre un sitio

3.1 Definicién. Un sitio es una categoria con una topologia. Una topologia consiste en

una clase cov(C') para cada objeto C € C, de familias de flechas (C, Qo C') (cubrimientos)
satisfaciendo las siguientes propiedades.

(1) sic L. Desun isomorfismo, (C EN D) € cov(D).
(2) Si (Cy Qo C) € cov(C) y se tiene una D L. © entonces existe un cubrimiento de D,

(D~ o, ) tal que cada flecha f1 se factoriza por alguna A4:

Ly
D, —~C,,

|
f

D——C

(3) Los cubrimientos son estables por composicion: si (Cl, Qo C) € cov(C) y (Can foa,

Cq) € cov(C,) entonces (Cq Qatioy, ) € cou(C).

(4) Si un refinamiento de una familia cubre, entonces la familia original también cubre.
Es decir:

Dada una familia de flechas C, LLNYG y un cubrimiento D, 1, ¢ tal que cada flecha se
factoriza por una A,

Ky
by

CQWT)C

axy
se tiene (A\y) € cov(C).

3.2 Observacién. Si C tiene pull-backs, la condicion (2) es equivalente a que los cubri-
mientos sean estables por pull-backs (usando (4)).

3.3 Observacion. La interseccion de topologias es una topologia. Ademds, se tiene la
topologia mdxima (o discreta) en la que toda familia Co,, — C' es un cubrimiento (incluso
¢ € cov(C)). Esto permite definir la topologia generada por un conjunto arbitrario de
familias Co, — C.

La topologia indiscreta es la generada por el vacio. Estd formada por las familias
Co 2o O tales que alguna Ay es una retraccion. Es la menor topologia, estd contenida en
cualquier otra.

3.4 Definicién. Tal como ha sido mencionado recién en la propiedad (4), un refinamiento

de una familia de flechas Cl, 22, es otra familia D, 1, O tal que cada flecha se factoriza
por una A,.
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Hy
by

Cawﬁc

Qy

3.5 Observacion. Dados dos cubrimientos de un mismo objeto C,, LNy y Dg 2, C,
existe un tercer cubrimiento que refina a ambos:

Sy
By~ C,,

N

Dﬁwwc’

Demostracion. Basta con tomar para cada (3 un cubrimiento Fj s T2, Dg tal que las

flechas 113755 se factoricen por alguna A, (condicién 2). El conjunto de todas las flechas

Fgs L5789, ¢ es un cubrimiento (por la condicién 3) que refina a (A\o) y & (ug). O

3.6 Definicién. Un haz sobre un sitio C es un prehaz que cree que los cubrimientos son

familias epimorfas estrictas. Es decir: para todo cubrimiento C, LN y toda familia
C, =% F compatible, existe una tnica C' = F tal que TAq = Ta.

C, 2 o

\ 31
Ta :

v
F

Llamaremos C a la categoria de haces sobre el sitio C. Se define como la subcategoria
plena de Ens®” cuyos objetos son los haces.

3.7 Observacion. Usando que para todo prehaz Z la familia de flechas D — Z con
D € C es epimorfa (lema de Yoneda 2) se obtiene que para que valga la compatibilidad de
una familia C,, =+ F con un cubrimiento C,, — C' es suficiente testearla solamente para
objetos D € C.

3.2. Construccion del funtor “haz asociado”

Exhibiremos a continuacién una construccién del funtor Ens¢” #, C adjunto a izquier-
da de la inclusion. Asigna a cada prehaz el haz de alguna manera mas cercano. La exposi-
cioén resulta novedosa por ser “en un solo paso”, a diferencia de la tradicional que requiere
la aplicaciéon de un mismo funtor dos veces para obtener #. La nueva idea introducida
es la de las familias “localmente compatibles”. No es preciso entender los detalles de esta
construccion para continuar la lectura.
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3.8 Definicién. Sea F € Ens®”. Una familia C, — F se dice localmente compatible
con un cubrimiento C, Ao 0 s para todo par de flechas Z % Cy, Z LN Cjp tales que
Aaa = Agb, existe un cubrimiento de Z, Z; 2, 7 tal que Toam; = Tgbm;.

Cq
ez C A
x 4/
Cp

3.9 Definicién. Definimos #F(C) como el conjunto de familias C,, ~* F localmente

Z;

. , o A . Ny . .
compatibles con algtin cubrimiento C, == C, cocientado por una relacion de equivalencia.
Dos tales familias estan relacionadas si existe un cubrimiento de C' que refina a ambos
cubrimientos de manera que se igualan las dos familias. Mdas precisamente:

Cagc DﬁLC
& ~ N

F F

si existe un cubrimiento E, 2 C tal que el siguiente diagrama conmuta para todo ~.

Cl,
7 Y\
o C F
Uﬁ,\{
Dg,

3.10 Proposicion. La relacion recién definida es de equivalencia.

Ly

Demostracion. Reconstruiremos el conjunto #F(C') como un colimite en Ens. Como ca-
tegoria de indices tomamos Ag, cuyos objetos son los cubrimientos de C junto con una

familia localmente compatible: ¢, 2>~ ¢ y las flechas son los refinamientos que respetan

Ta

las familias localmente compatibles:
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Ca 225 ps 2o ¢ significa b

AT N

El funtor Ag — &Ens es simplemente el singleton en cada objeto con las tinicas flechas
posibles. Mostraremos que la categoria de indices tiene la propiedad PS1. Sabiendo esto, es
claro que la relacion definida anteriormente no es otra cosa que la relacién de equivalencia
propia de este colimite.

Tenemos c. —>> ¢ y dos cubrimientos que refinan a (\,): Dg — C'y E, — C que

F
inducen sendas flechas de Ag. Tomando un cubrimiento R; — C que refine a estos dos
ultimos, obtenemos:

Dy — 2,
By — ag,

) AN Tag.
7 Aag, S
Imy; \
Ty o

B, —C,

Sy, Vi

Como /\aﬁ,rgiti = /\a%_ 5y,u; ¥ (o) es una familia localmente compatible, podemos cubrir
cada R; con (m;;); de manera que Tag, T8;LiMij = Ta,, Sy, Wil

O
3.11 Definicion. Definamos #F sobre las flechas de C.
Sea C' L D una flecha en C. Debemos definir una flecha #F (D) — #F(C). Tomemos

un elemento cualquiera 7 € #F(D), supongamoslo representado por bn, 2~ p . Con-

3

F

sideramos un cubrimiento de C, 2, ¢ tal que (f ) se factorice por (Aq).

C’Y L C
l i ;
Aoy



22

Definimos # F(f)(7) como la clase correspondiente a la familia (7. 7,) con el cubrimiento
(). Es facil ver que es localmente compatible.
A continuacion probamos la buena definiciéon. En primer lugar, que la definiciéon no
depende de la eleccién del cubrimiento de C' (para un mismo representante de 7) y luego
que no depende de la eleccion del representante de 7.

Demostracion. Debemos mostrar que para dos cubrimientos de C' que se factorizan por
(Aa) se obtienen familias equivalentes. Considerando un cubrimiento que refina a ambos,
nos basta con probar que cada familia es equivalente a la familia refinada. Pero tal equiv-
alencia estd provocada por el mismo refinamiento, como se puede ver en los siguientes

diagramas.
\ Vs
S
Hy ’ Ky

P7§*>C

r’yi lf Tys l lf
Ay A

Da,y —D DOlfyé —°>D
Tx TC&
F ja

Probemos ahora que eligiendo distintos representantes de 7 se obtiene igual resultado.
Basta con chequearlo para los generadores de la relacién de equivalencia. Sean entonces

A . Ty oy S
Bo —%sp y un refinamiento dado por F, — E, —— D. Tomando un cubrimiento de

N

F
C' que se factorice por i, = Ay, 7 Obtenemos:

Cs
l \
S5
I c
) Hys 7
Vs X3
Ea—yé L> D
F
El mismo cubrimiento se factoriza también por (\,). O

3.12 Observacién. #F es un funtor. Es trivial que preserva identidades. El siguiente
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diagrama muestra que también preserva la composicion.

Cs——C

| )

D'Y§4>D

R

HE

E

Oé»yé

3.13 Observacion. Se tiene una transformacion natural F k, #F asigndndole a cada
elemento C' % F de FC la clase de ¢ —“>c en #F(C).

F

a

F

Demostracion. La naturalidad, expresada a la izquierda, la da el diagrama de la derecha.

FC "% 4r(0) oo 0
FfT T#F(f) fi lf
id
FD—— #F(D) D——D
D \
F

3.14 Lema. Sea Z un objeto de C y Z:a>>F*k>#F tales que ka = kb. Entonces
b

existe un cubrimiento Z; 2, Z tal que al; = bA; para todo 1.

id id
—_— 7 zZ —>
x ~ x

F

finamiento del cubrimiento (idz) que iguala a a y a b. Pero un refinamiento tal debe

Demostracion. La hipotesis es que 2z z . Es decir que existe un re-

F

estar dado por un cubrimiento de Z; 2, 7 factorizado trivialmente por (idyz). Luego,
a,/\i = b)\i. ]

3.15 Lema. Sea C, 2o, O un cubrimiento. Supongamos que para cada o Se tiene un
diagrama

Ao

CaHC
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Los diagramas son conmutativos si y solo si (1,) es una familia localmente compatible
con (o) Y (Tay Aa) €s un representante de T.

Demostracion. Supongamos primero que (7,) es una familia localmente compatible con
(Aa) ¥ (Ta, Aa) es un representante de 7. Pensando k7, como elemento de #F'(Cy,), pode-
mos elegir como representante a c, —2- ¢, . Para 7\, obtenemos el mismo representante:

N

F

Ca i>00¢

zdl l)xa
C, s

F

Por lo tanto k7, = 7 A,.
Ahora supongamos que los diagramas conmutan. Que (7,) es localmente compatible
con (A,) es consecuencia inmediata del lema anterior, 3.14.
Para ver que (74, A ) s un representante de 7, consideremos un representante cualquiera
de 7, (0, fty). Gracias a la existencia de refinamientos podemos suponer que (i) refina
a (Aa).

El cuadrilatero exterior conmuta por la otra implicacién de este lema. Usando también
que el cuadrado conmuta, se obtiene ko, = k7o, 7. Por el lema 3.14 las flechas oy y 7o, 7y
se igualan localmente en un cubrimiento de D.. Estos cubrimientos inducen un cubrimiento
de C que refina tanto a (1,) como a (\,) e iguala las familias correspondientes (o) y
(Ta)- O

3.16 Proposicién. #F' es un haz.
Demostracion. Probemos primero que #F' es un monoprehaz, es decir que se cumple la
unicidad de la flecha en la definicion de haz. Esto equivale a que para todo cubrimiento
Ca LENY y todo par de flechas C’:a; #F tal que a\, = bA,, valga a = b (#F cree
b
que los cubrimientos son familias epimorfas).
Suponiendo entonces a)\, = b\, elijamos representantes para a y para b pensados

como elementos de #F(C'). Tomando un cubrimiento que refina a los cubrimientos corres-
pondientes a dichos representantes, pero que también refina a (), ), obtenemos
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y—>C

aJ{b
i

ey
Ty

D
Tvl
F—rs

F

con afly = bu.,. Gracias al lema 3.15, k7, = ajiy y ko, = bu.,. Luego, k7, = ko,. Aplicando
el lema 3.14 podemos cubrir cada D, igualando a 7, y a o localmente.

D'yi Vi D’y My C

Sl |

F—rsyF

Aplicando la otra implicacion del lema 3.15 hayamos un representante comin a a 'y a
b, o sea que a = b.

Pasemos a demostrar la existencia de la flecha de la definicién de haz. Sea C, =% #F
una familia compatible con el cubrimiento C,, 22, @', Tomando representantes para cada
flecha 7, conseguimos:

Ca’y Moy Ca Ao C
v
F 4F

CON Taflay = kTay. Se comprueba facilmente que la familia (7,+) es localmente compatible
con el cubrimiento A, ftay usando que (7,) es compatible con (Ay), que Toftay = kTay y €l
lema 3.14, en ese orden.

De esta forma, (7a4) induce un C' = #F tal que el rectangulo conmuta. Como conse-
cuencia, TAqflay = Tallay- Como #F' es monoprehaz podemos cancelar fio~ en la tltima
igualdad, y eso completa la demostracién. ]

3.17 Observacién. # : Ens¢” — C es un funtor.

Demostracidn. Si F' 5 G es una flecha de EnsC”, definimos #F(C) #io, #G(C) como

. A . A
sigue. A la clase de ¢, "2 ¢ le asignamos la clase de ¢, 2> ¢

N N

F F—tsg
Es inmediato que (t74) es localmente compatible con (Ay) y que la funcién estd bien
definida (no varia al tomar un refinamiento). La naturalidad es simplemente la asociativi-
dad de la composicion en el siguiente diagrama.
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O]

id
3.18 Observacidn. k es una transformacion natural psC” 1 _ EnsC” (i es la in-
i#

clusion de C en EnsC” ).

Demostracion. Por la densidad de C en Ens®”, es suficiente probar que para toda C' = F

(C € C) vale #tka = kta. C
F—Y>#F

G?#G

e%

Pero ambos elementos estan dados por ¢ 4~ ¢ ]
F

N

G

Pasamos a demostrar que vale la adjuncion.

3.19 Observacién. Si C,, 2o, O es un cubrimiento, Co, — F es una familia localmente
compatible y F' un monoprehaz, entonces (7o) es compatible con (Ay).

Demostracion. Es inmediato. O

3.20 Lema. Si F' es un haz, F LA #I es un isomorfismo.

Demostracion. Veamos que es mono. Partiendo de ¢ :a; r—*r #F con ka = kb, por
b

el lema 3.14, a y b se igualan localmente en algin cubrimiento de C, pero al ser F' un haz,
a=Ab.

Veamos que es suryectiva en cada lugar. Sea C = #F un elemento de #F(C). Eligien-
do un representante podemos armar los cuadrados conmutativos
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C, 2

Ta CT l‘l’
-
F ——#F

(7o) es localmente compatible con (A,) pero como F' es un haz, es compatible. Por
lo tanto, existe una C' = F tal que o\q = To. Componiendo con k queda TAq = ko)q.
Como #F' es un haz, se puede cancelar \,. O

3.21 Proposiciéon. FEl funtor # es adjunto a izquierda de la inclusion.

Demostracion. La adjuncién estd dada por £ como unidad. Sélo debemos probar que para
todo prehaz F y todo haz G, la flecha F £, #F induce una biyeccién [#F, G| LN [F,G].

Es decir que para toda flecha F =% G existe una tnica #F L G tal que lk = m.

r—roup

!
v
G

La existencia es consecuencia inmediata del lema anterior, como muestra la siguiente
figura.

m

k
F—">#F

G

G—=#G

—1
kg

Veamos la unicidad. Sean #F % G y #F b @G tales que ak = bk = m. Para cada
C 5 #F podemos armar

c, 2. o

N

T
) LTy

R

de donde sale at\, = br)\,. Como G es haz, ar = br. Dado que las flechas C 5 #F
forman una familia epimorfa, a = b. O

Por ultimo, mostraremos que # preserva limites finitos. Mds adelante veremos que esta
propiedad es de gran importancia.
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i kp.
3.22 Lema. Sean Fi,..., F,, prehaces y C —= F; i #F; .
si

Existe un cubrimiento C,, LR C tal que r; o = S; Ao para todo .

Demostracion. Paran =1 es el lema 3.14. Para el paso inductivo se usa que composicién
de cubrimientos es cubrimiento. O

El siguiente lema constituye la idea principal de la demostracién de la proposicién que le
sigue.

3.23 Lema. Sea (F;) un diagrama finito de prehaces y C L, #F; un cono con C € C.

Eziste un cubrimiento C, LNyl jJunto con flechas Cy, SN F; tales que

FZL#F@

t;

Ti,a
Co——C
Aa

conmuta y para cada o las flechas 7; o dan un cono.

Demostracion. Sabemos que el lema vale para un diagrama con un solo objeto y sin
flechas (lema 3.15). Para un diagrama finito sin flechas, podemos tomar cubrimientos que
sirvan independientemente para cada F; y luego se toma un cubrimiento que refine a todos
(propiedad F1).

Para un diagrama finito cualquiera, primero tomamos C, EENYs) ¥ (Ti) como si no
hubiera flechas (como recién) obteniendo cuadrados conmutativos k;7; o = tjAq, pero sin
que las flechas (7;,,) den necesariamente conos. Ahora la estrategia es, por cada flecha
F F; del diagrama, refinar el cubrimiento de manera que las nuevas (7;,) cumplan
Tj,a = MT; . En principio tenemos:

#F;

kij m Ti,a = #m k‘l Ti,a = #m ti )\a = tj )\a = tj )\a = kj Tj,a
Por el lema anterior podemos encontrar un cubrimiento para cada C,, tal que se igualan

MTio Y Tjo. Componiéndolos con (A,) obtenemos el cubrimiento que desedbamos. Este
proceso lo podemos repetir para todas las flechas. O
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3.24 Proposiciéon. FEl funtor # preserva los limites finitos.

Demostracion. Sea F 25 F; un limite finito en EnsC”. Basta con chequear la propiedad
universal de #F iz #F; para los conos C R #F; con C €C.
Veamos la unicidad de la P.U.:

Sean C' :;T #F dos flechas tales que #p;r = #p;s = t;. Por el lema anterior, podemos
S

. .. A .
conseguir un cubrimiento C, == C' junto con flechas 74, So ¥ tia

n

«

F;

ki
#F;
v
#F t;
S
A \
= C
tales que krq = rAa, kSa = SAa, kitia = tida, y ademds (t; o) son conos en i, pirq = tiq
Y PiSa = tiq (en este caso el diagrama en cuestién para aplicar el lema se forma con el

diagrama (F;) méas dos objetos -ambos iguales a F- y las flechas p; dos veces). Como F' es
limite, r, = s, de donde r = s.

La existencia:
t; . . . A
Sea C = #F; un cono. Por el lema anterior conseguimos un cubrimiento C, == C'y

ti @
conos Co, — Fj tales que kit; o = tiAa.

#F;

Las flechas t, aparecen por la propiedad universal de F. Se comprueba que (kt,) es
compatible con A\, usando la unicidad de la P.U. recién probada. Por lo tanto existe una
O L #F tal que th, = kiy.
Siguiendo el diagrama se comprueba que t;A\, = #pitAo de donde, por ser los #F;
haces, #p;t = t;.
O

3.3. El funtor C S C

5 . h 0
C 5 C se define como la composicién C — EnsC” #, C.
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3.25 Proposicién. C 5 C preserva limites finitos y manda cubrimientos a familias epi-
morfas estrictas.

Demostracion. e preserva limites finitos porque tanto A como # los preservan.
e(Aa)

Sea C, Ao, ' un cubrimiento, y #C,, —~ F una familia compatible con #C,, — #C
Ca A C
#0, — o
F

(Tok) es compatible con (\,) (es inmediato usando que el rectdngulo conmuta y que

(7o) es compatible). Como F es un haz, 31C L F tal que tAy = Tok. Como # es adjunto
a izquierda 3I#C 5 F tal que mk = t.

Cy C
#Cy — ) L osc
\ i/

F

Para ver que me(Ay) = 7o se comprueba sin dificultad que me(Ay)k = 7ok y luego
se puede cancelar k£ por la adjunciéon. La unicidad de m: si [ también hace conmutar
el tridngulo, entonces componiendo con k se llega a kA, = tAy. Por la unicidad en la
propiedad de haz para F, [k = t, de donde [ = m. O

Nota. Vale la reciproca de la proposicién anterior: si (e\,) es epimorfa estricta entonces
(Aa) €s un cubrimiento.

3.26 Proposicién. FEl funtor € es denso.

Demostracion. Como las flechas C' = F forman una familia epimorfa estricta en EnsC”
para todo haz F (lema de Yoneda II) y # preserva familias epimorfas estrictas (por preser-

var colimites y limites finitos), las flechas #C #a, F' forman una familia epimorfa estric-
ta. O]

3.27 Proposicion. Sea C un sitio. Son equivalentes:
a) Los funtores representables son haces.
b) Los cubrimientos son familias epimorfas estrictas en C.
¢) El funtor C = C es plenamente fiel.
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3.28 Observacion. Dada una categoria C y un conjunto cualquiera de prehaces, es posible
definir la topologia mas fina tal que esos prehaces son haces. Si en particular consideramos
los prehaces representables, se obtiene la “topologia candnica”. Si C tiene limites finitos la
topologia candnica estd formada por las familias epimorfas estrictas universales.

La proposicién anterior describe las topologias menos finas que la candnica, por lo que
son llamadas “topologias subcandnicas”.

3.4. Propiedades de exactitud

Estudiaremos en esta seccién algunas propiedades importantes de la categoria de los
conjuntos que son también heredadas por las categorias de prehaces y de haces sobre un
sitio.

A continuacién generalizamos la definicién de relacién de equivalencia para una ca-
tegoria cualquiera. Esta nocién tnicamente serd utilizada para enunciar el teorema de
Giraud. No incluimos algunas demostraciones pero salen todas sin dificultad.

Para empezar, podemos extender la definicién de relacién de equivalencia en Ens a
todo monomorfismo R — A x A cuya imagen sea una relacién de equivalencia.

3.29 Proposicién. Sea R 5 A x A una flecha en Ens. Son equivalentes:

1) RL A x A es una relacion de equivalencia.

2) [B,R] % [B,A x A] ~ [B, A] x [B,A] es una relacién de equivalencia para todo
conjunto B.

Idea para la demostracion: Ambas afirmaciones son equivalentes a
q - . .
[, R] = [*, A] x [, A] es una relacién de equivalencia.

3.30 Definicién. Una flecha R =), A x A en una categoria C es una relaciéon de
equivalencia si para todo B € C, [B, R] *5 [B, A] x [B, A] es una relacién de equivalencia

en Ens.

3.31 Lema. En una categoria con un conjunto de generadores, R 9, Ax A es una relacion
de equivalencia si y sdlo si [C, R] L5 [C, A] x [C, A] es una relacién de equivalencia para
todo generador C'.

3.32 Corolario. Sean F,G € EnsC”.
F L GxG es una relacion de equivalencia si y sdlo si para todo C € C, FC 2% GC x GC
es una relacion de equivalencia en Ens.

Demostracion. Es consecuencia del lema anterior y los lemas de Yoneda. O

3.33 Observacion. Si se tiene un pull-back de la forma:

ki)

A——Q

q1
E—

entonces ¢ = (qi, g2) es una relacién de equivalencia.
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3.34 Definicién. Una relaciéon de equivalencia R 2, A x A se dice efectiva si existe un
morfismo A = Q tal que el cuadrado

q1
_—

R A
q2l lw
A—Q
es un pull-back y un push-out (o, equivalentemente, el cuadrado es un pull-back y 7 es
coegalizador de ¢ y ¢2). En este caso, se dice que la flecha A I Q es el cociente de la
relacion y resulta ser un epimorfismo estricto.

Si 7 es un epimorfismo estricto universal (i.e.: al cambiar de base se obtiene un epi-
morfismo estricto) entonces se dice que la relacién de equivalencia es efectiva y universal.

3.35 Definicién. Un objeto inicial 0 se dice vacio si toda flecha A — 0 es un isomorfismo.
Un coproducto X = [] X; se dice disjunto si los morfismos de inclusién son monomorfismos
y los pull-backs X; xx X; (i # j) son un objeto inicial vacio.

3.36 Proposicion. La categoria Ens posee las siguientes propiedades:
(1) Tiene todos los limites y colimites pequenos.
(2) Los colimites son universales.
(3) Las familias epimorfas son estrictas y universales.
(4) Las relaciones de equivalencia son efectivas y universales.
(5) Colimites filtrantes conmutan con limites finitos.
(6) El objeto inicial es vacio y los coproductos son disjuntos.
(7) Tiene un conjunto pequerio de generadores.

Demostracion. El punto (1) ya fue tratado. (2) significa que para cada colimite Cy, ELNIG!

y cada flecha D EN C, los productos fibrados

« Ca

D
T
p—1.¢

s - Ao .
dan un colimite D, == D. La estructura de cono se obtiene naturalmente usando la

propiedad universal del producto fibrado. La propiedad universal de ()\,) se chequea

usando la caracterizacién del colfmite ¢ = LI Ca ~ vy la caracterizacién del pull-back:
D, ={(c,d) € Cy x D/ f(d) = ¢}.

En cuanto a (3), ya vimos que las familias epimorfas son estrictas. La universalidad
(son estables por cambio de base) es consecuencia de la universalidad de los colimites, ya
que, como vimos, las familias epimorfas pueden ser expresadas como un colimite.

Dada una relacién de equivalencia R C A x A, el cociente usual A = A/N es un

P1
coegalizador para R —= A y hace que el cuadrado
D2



33

P1

E I

— A4/

sea un pull-back.
(5) ya fue probado. El punto (6) es evidente.
Por 1ltimo, el singleton genera Ens. O

3.37 Proposicién. La categoria EnsC” posee las siete propiedades anteriores.

Demostracion. Las primeras seis propiedades se deducen inmediatamente usando que los
limites y colimites en Ens®” se calculan lugar a lugar y el lema 2.20. El lema de Yoneda
IT dice que los representables forman un conjunto de generadores de Ens®™. O

. . c s . s s o ’ . op
La siguiente proposicién describe los limites y colimites en C en términos de los de Ens¢”.

3.38 Proposicién. Dado un diagrama de haces (Fy), si F, 22, [ es el colimite en EnsC”

krpA L. 5
entonces F,, —2% 4 es el colimite en C.
Si tomamos el limite F 25 F; en EnsC” de un diagrama de haces cualquiera, entonces
F resulta ser un haz y también es el limite en C.

Demostracion. La primera afirmacién sale aplicando el funtor #, que preserva colimites y
es isomorfo a la identidad sobre los haces.
Para la segunda, sélo utilizaremos que C es subcategoria plena y la adjuncién # - .

Veamos que F ke, #F es un isomorfismo. Por la adjuncién obtenemos p; tales que p;k =
Di,

FL>FZ‘

)%

4

que dan un cono gracias a la naturalidad de la biyeccién de la adjuncion. Por la propiedad
universal de F', existe un tnico p tal que p;p = p;.
Se deduce que p;pk = p;, de donde pk = idpr. Por dltimo, de la conmutatividad de

r—rourp

| A

#F
y la propiedad universal de k se sigue que kp = idyF. O

3.39 Proposicion. Las categorias de haces sobre un sitio pequernio también poseen las
stete propiedades de exactitud.
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Demostracion. (1) ya lo hemos probado.
(2) sale aplicando el siguiente lema. Si 7—— (G  es un pullback de prehaces, entonces

|

F—#G

F' es isomorfo a #T.

(5) es inmediato usando que vale para prehaces, el lema 3.38 y que # conmuta con limites
finitos.

(7) se debe a que los haces de la forma #C con C € C generan (el funtor € es denso).

(4) y (6) no los demostramos. No son triviales pero tampoco presentan grandes compli-
caciones.

Veamos el punto (3). Sea Fy, ELN F una familia epimorfa de haces. Llamamos J al prehaz

imagen (la imagen lugar a lugar). Las f, se factorizan F, % .J L, F donde (Sa) €s
epimorfa en Ens” y | es monomorfismo.

FOZ%F
A
3

| 7
J

H=117
k #J

l

t se debe a la adjuncién # - i. Como [ es monomorfismo, ¢ es monomorfismo (se usa
el lema 3.15). (fy) epimorfa implica ¢ epimorfismo (de haces). Por otra parte, es facil
chequear que ks, es una familia epimorfa estricta de haces. Luego, basta con chequear
que t es isomorfismo. Para ello, veremos que un morfismo de haces que es monomorfismo
y epimorfismo es un isomorfismo.

Sea F' % G monomorfismo y epimorfismo en C. Consideremos el siguiente pushout en
EnsC”:

u
.,

F G
1)
G—H
12
Usando que u es monomorfismo de prehaces, se puede ver que el diagrama también es
un pullback, pues lo es lugar a lugar. Aplicdndole el funtor # al diagrama obtenemos
un cuadrado que es pullback y pushout en C. Como u es epi las identidades nos dan un

pushout. Luego, #i1 = #is y son isomorfismos. Al ser estables por cambio de base, u
resulta isomorfismo. O

3.5. Definicion de topos - Teorema de Giraud

3.40 Definicién. Se dice que una categoria es un topos si es equivalente a C para algin
sitio pequeno C.

El siguiente teorema da otras definiciones equivalentes, entre las que se destaca la segunda.
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3.41 Teorema. Teorema de Giraud.
Sea £ una categoria. Son equivalentes:

I) € es equivalente a la categoria de haces sobre un sitio pequeno.
II) € posee las siguientes propiedades:
a) Tiene limites finitos.
b) Tiene todos los coproductos pequenos y son universales y disjuntos.
¢) Las relaciones de equivalencia son efectivas y universales.
d) Admite un conjunto generador.
III) Los haces sobre € con la topologia candnica son representables (g ~ &)y & posee un
conjunto de generadores.
IV) Ezisten una categoria pequena C y un funtor plenamente fiel £ = EnsC™ que admite
un adjunto a izquierda que preserva limites finitos.

3.42 Observacién. Para probar que (II) implica (I) se procede como sigue. Se toma un
conjunto de generadores C con limites finitos (ver lema 3.54) y se le da a C la topologia

formada por las familias C, LNy que son epimorfas estrictas universales en £. Es facil
comprobar que dichas familias también resultan epimorfas estrictas universales en C, de
modo que obtenemos una topologia subcandnica. Se demuestra que C' es equivalente como
categoria a &.

cipljw

Como € es denso, ¢ se obtiene extendiendo la inclusién, mientras que v le asigna a
cada E € & el funtor [—, E]¢ restringido a C, que es un haz.

3.5.1. Algunos ejemplos de topos

3.43 Definicion. Sea C una categoria y X un objeto. Se define C/X como la categoria

cuyos objetos son las flechas C' L xenc y las flechas son los triangulos conmutativos:

N

Por ejemplo, TOp/ "y es la categoria de los espacios topolégicos sobre un espacio dado.

C

Stal/ "y seré la subcategoria plena de TOP/ "y cuyos objetos son los homeomorfismos locales
(o espacios etales) sobre X.

Ejemplo. Sea X un espacio topolégico. Consideramos la categoria O(X) de los conjun-
tos abiertos ordenados por la inclusién. Los cubrimientos abiertos usuales nos dan una
topologia en el sentido de la definicién 3.1. Se define entonces el topos asociado a X:

Top(X) = O(X).
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ox)r G, Stal/

La construcciéon de Godement es un funtor Ens X que, al restringirlo a

Top(X) establece una equivalencia de categorias:

Top(X) Etal/X

T

Donde I es el funtor que asigna el haz de secciones.
rYy L X)) ={U 2 X/fo = idy}
O(X) tiene limites finitos y los cubrimientos son las familias epimorfas estrictas (son
universales). Es decir que la topologia considerada es la canénica.
Los topos de la forma Top(X) tienen la siguiente propiedad: los subobjetos*del objeto
final forman un conjunto generador.
Esto se debe a que todas las flechas de O(X) son monomorfismos y el funtor
O(X) S Top(X), al preservar limites finitos, induce una biyeccién entre los abiertos de X
y los subobjetos del haz final, biyeccién que ademds es un isomorfismo de categorias (€ es
plenamente fiel). Esta observacién motiva que se pueda reconstruir el espacio X a partir
de Top(X), lo cual es cierto si y sélo si X es sobrio. °

Por otra parte, a un espacio topolégico X se le puede asociar otro topos, denominado
“topos grande de X”. Como sitio tomamos * %2/ "x donde los cubrimientos son las familias

suryectivas Y, 22, Y tales que las g, son subespacios con imagen abierta. Dado que no se
trata de un sitio pequeno, el topos generado serd un ¥V — topos donde V es un universo tal
qued € V.

Los dos topos asociados a un espacio topoldgico estan fuertemente relacionados.

Ejemplo. Para toda categoria C, EnsC” es un topos. Ademés de verificar las condiciones
de exactitud de Giraud, es la categoria de haces sobre C con la topologia indiscreta.

Los topos de la forma Ens®” se caracterizan por la propiedad de poseer un conjunto
de generadores S tales que para todo X € S el funtor [X, —] preserva epimorfismos y
coproductos. Los prehaces representables verifican estas condiciones.

Algunos casos interesantes son Ens®)™ | 1a categoria de conjuntos simpliciales Ens®”™
(A es la categoria de ordinales finitos con los morfismos de orden), la categoria de los multi-
grafos dirigidos (tomando C la categorfa con dos objetos y dos flechas entre ellos), Ens®
donde G es una categoria con un solo elemento. En este dltimo ejemplo, la categoria G se
identifica con un monoide (eventualmente un grupo). Ens® es la categorfa de conjuntos
munidos con una acciéon de G, y las flechas son las funciones que preservan la accion. Se
la denomina “topos clasificante de G”.

“En una categoria, los subobjetos de un objeto M dado, son las clases de isomorfismo de los monomor-
fismos N———=> M . En este caso (pero no en lo que sigue) cometemos el abuso de llamar subobjetos a
los objetos con un monomorfismo.

5Un espacio topoldgico se dice sobrio si todo cerrado irreducible es clausura de exactamente un punto.
Un cerrado es irreducible si es no vacio y no es unién de dos subconjuntos cerrados propios.

Los espacios Hausdorff, por ejemplo, son sobrios.



37

Ejemplo. Si £ es un topos y X € &, S/X resulta un topos. Se pueden chequear las
propiedades de Giraud o bien probar que si C es un conjunto de generadores que contiene
aX, &y Oy
Ejemplo. Al topos Ens se lo denomina topos puntual o final. Ens se puede genererar como
la categoria de haces sobre el espacio topoldgico puntual X = {x}, O(X) = {¢, {x}}. Para
ver esto hay tener en cuenta que el vacio (o sea ninguna flecha) es un cubrimiento de ¢.
De esta forma, si F' es un haz, F'(¢) debe ser un singleton.

La categoria puntual es el topos inicial o vacio, y es equivalente a la categoria de haces
sobre el espacio topoldgico vacio. En realidad cualquier sitio con la topologia discreta
genera el topos inicial.

3.6. Morfismos geométricos

3.44 Definicién. Un morfismo geométrico o morfismo de topos & I, F es una terna

fa
(fe, [*,¢) donde f. y f* son funtores £ —= F tales que f* - f., ¢ es un isomorfismo
f*

de adjuncién [f*C, D] 2, [C, f«D] y f* preserva limites finitos.
A f. se lo llama “imagen directa de {” y a f* “imagen inversa”.

o . . . id
Los morfismos geométricos se componen y se tienen morfismos identidad & — £.

f
3.45 Definicién. Una transformacién £ Uy_ F entre los morfismos geométricos f y ¢
g

S
., _—
es una transformacién natural €& 1y~ F.
g«

Equivalentemente se puede definir como una transformaciéon natural de g* a f*, ya
que se tiene un isomorfismo canénico entre los conjuntos hom(f, g«) y hom(g*, f*) (ver
[MCL], capitulo IV).

3.46 Observacién. Dados dos topos £ y F se tiene la categoria [€, F|rop en la que

los objetos son los morfismos geométricos y los morfismos son las transformaciones recién
s

definidas. Dado que una transformacion natural F ﬂ: £ queda determinada al definirla
e

en un conjunto pequeno de generadores de F (lema 2.31), [f, g][(c/‘,]:]TOP es un conjunto

pequeno. Por lo tanto, [£, Flrop es una U-categoria.

Si consideramos un universo V tal que U € V, los U-topos son categorias V-pequeiias,
por lo tanto [£,F|rop € V. Esto dice que los U-topos forman una V-categoria. De he-
cho, forman una V-2-categoria (que llamaremos T'OP), estructura que es més relevante
en la practica. Normalmente interesan los diagramas que conmutan “salvo isomorfismo”.
Adem4s, dos topos se consideran esencialmente el mismo, no cuando son isomorfos como
categorias, sino cuando son equivalentes.

3.47 Observacién. Un morfismo de topos £ EN F queda determinado, salvo isomorfismo,
por cualquiera de los dos funtores f* y f. ya que si dos funtores son adjuntos de un mismo
funtor resultan naturalmente isomorfos (ver [MCL], capitulo IV, sec. 1, cor. 1).
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Luego de los ejemplos probaremos que un funtor entre topos F — & que preserva
colimites pequenos posee un adjunto a derecha. Por lo tanto, si ademés preserva limites
finitos es la imagen inversa de un morfismo de topos.

Observacion. Las propiedades de exactitud de los topos permiten definir la nocién de
objeto grupo, anillo, médulo, comédulo, etc. Las propiedades de la imagen inversa de un
morfismo de topos garantizan que se preservan las estructuras algebraicas que se definen
mediante limites finitos y colimites (ademéds respeta construcciones tales como objetos
libres y productos tensoriales), mientras que las imégenes directas preservan sélo aquellas
estructuras definidas por limites.

3.6.1. Ejemplos de morfismos geométricos

Ejemplo. Si C es un sitio, 0% . £,s¢” es un morfismo de topos C — EnsC™.
—
#

Ejemplo. Sea X EN Y una funcién continua entre dos espacios topoldgicos. Tenemos la
—1
funcién O(Y) EAR O(X). Més adelante veremos que por ser un morfismo entre los sitios
nos da un morfismo T'op(X) EX Top(Y) entre los topos. La imagen directa estd dada por
fa
EnsPX) —— gnsO0)

Fl—>Fof*1

que se restringe bien a los haces.

También se puede obtener una definicién del morfismo de topos inducido por una fun-
cion continua en términos de espacios etales, aunque no demostraremos la compatibilidad
entre las definiciones. Dado un homeo local Z % Y, tomamos el pullback

XXyZ*>Z

| lg

X 7 Y

obteniendo un homeo local h. Esto define el funtor imagen inversa Etal/ EAN Stal/ X-

Si tenemos dos funciones continuas X EN Y % Z se tiene un isomorfismo
Top(g)Top(f) ~ Top(gf), de modo que queda definido un pseudo-funtor de la categoria
de espacios topoldgicos a la de topos.

Ahora supongamos que tenemos un morfismo de topos dados por espacios topoldgicos,

Top(X) EN Top(Y). La imagen inversa, al preservar limites finitos, preserva subobjetos.
Como los representables se identifican con los subobjetos del haz final, existe una unica

—1
forma de definir un morfismo de orden O(Y) EAR O(X) tal que
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Top(Y) A Top(X)

=]

o(Y) O(X)

f71

Por las propiedades de exactitud de f*, f~! preserva uniones arbitrarias e intersecciones

. . . _ . . .. ., . f
finitas. Si Y es sobrio, f~! es imagen inversa de una tinica funcién continua X - Y, que
inducird el morfismo de topos f.

Ejemplo. Sea &£ EN Ens un morfismo de topos. La imagen inversa debe enviar un objeto
final * a un objeto final, y como también preserva las uniones disjuntas, resulta que f*
estd univocamente determinado salvo isomorfismo. Por esta razén Ens es el topos puntual
o final, y a los morfismos de topos Ens — & se los denomina puntos de &.

También se puede ver que hay esencialmente un tnico morfismo de topos ¢, — &,
donde ¢r,, es el topos vacio. La imagen directa del “tnico” objeto debe ser un objeto
final. Si hay un morfismo & — ¢r,), la imagen inversa envia los objetos a objetos finales
e iniciales, por lo que £ es también el topos vacio.

Ejemplo. Un funtor C I, D induce un funtor EnsP” L5 EnsC” que conmuta con
limites y colimites pequenios (es consecuencia inmediata de la construccién de limites

y colimites lugar a lugar). Por lo tanto, es imagen inversa de un morfismo geométrico
g cer g Dop
ns® — Ens” .

Ejemplo. Una flecha X Ly en un topos £ induce un morfismo de topos g/ X — g/y
llamado morfismo de localizacién asociado a f. La imagen inversa estd dada por el pull-
back tal como en la construccién de Top(f) para espacios etales.

3.6.2. Construccion de un adjunto a derecha

Queremos demostrar el siguiente resultado: sea C una categoria con colimites pequetios

y un conjunto de generadores S. Si C p preserva colimites, entonces F es adjunto a

izquierda de un funtor G. Para esto, definiremos G en los objetos como: GD = colim C,
FCLD
dicho de otra forma

GD := colim 7.

Sin embargo, el diagrama de D a través de F no es en general pequeno, con lo cual
no estd justificada la existencia de dicho colimite. Para superar este inconveniente, se
considera el diagrama mirando sélo objetos de S. El colimite del diagrama de D a través
de F|s existe por ser pequeno. Esto implica la existencia del colimite grande y la igualdad
entre ambos.

Una vez hecho esto, G se puede definir en las flechas sin dificultad, y se probara la
adjuncién.



40

3.48 Observacion. Dado un funtor C EiR D, un cono desde F' es un D € D junto
F
con una transformacién natural C _In__D . Los conos desde F forman una categoria que
ctep
denotaremos con(F). Una flecha (D,n) % (D', /) es una flecha D % D' tal que nf = gn.
Los colimites de F no son otra cosa que los objetos iniciales de de esta categoria.

*

3.49 Lema. Sea T 25 U un funtor, S roToun funtor denso. El funtor con(F) ,
con(Fh) es un isomorfismo de categorias.

ctec

En particular colim F' existe si y solo si colim F'h existe, y en caso de existir son iguales.

Demostracion. El lema 2.31 nos dice que para todo (C,n) € con(Fh) existe un tnico
(C,7) € con(F) tal que h*(C,7) = (C,n), es decir, h* es biyectivo en los objetos.

Veamos que h* es plenamente fiel. Una flecha entre dos conos (C,n), (D, ) € con(F'h)
estd dada por una C % D, de manera que v = g¢gn. Ahora bien, tenemos dos conos
(D,7), (D, gn) € con(F). El lema 2.31 dice que son iguales por coincidir en su restriccién
a S. Por lo tanto, g da un morfismo entre los conos (C,7) — (D,7) € con(F) que es la
preimagen buscada. O

3.50 Lema. SiC tiene colimites y C p preserva colimites, entonces para todo D € D,
Fg tiene colimites que son preservados por Fg 5.

Demostracion. Supongamos que tenemos un diagrama en Fg dado por (Cq, A\y). El mismo

. A . .
nos da un cono hacia D en D: FFC, == D. Debemos construir el colimite en Fg. Sea

C, =% C colimite de la proyeccién del diagrama en C.

FC, ELLNY o colimite, por lo tanto A\ tal que A\F'r, = A\,. Probaremos que el cono

(Car Aa) 225 (C, \) es universal. Sea (Cy, Ao) -2 (T, 1) otro cono.

FC, o po
~ N

F'sq
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Aplicando 7 a (CayAa) -2 (T, 1) tenemos un cono C, ~% T. Como C es colimite,
3l (C 4 T) tal que tro = sq. Sélo resta ver que u F't = \.

wFEtFro =uFsq = Ay = AFr,. Como FC es colimite, u F't = .

Por ultimo, 7 preserva colimites por como se han construido. ]

3.51 Observacion. Si construimos el diagrama de D a través de C 5 restringido a
un conjunto de generadores S C C, obtenemos una subcategoria plena de I‘g.

Fls
1—‘D

S

I —>C——>D

. F ~
Ademds FD‘S €es pequena y genera Ff).
Aplicando el lema anterior concluimos que colim w existe.

Demostracion. Se ve que es una subcategoria plena y pequena. Resta ver que el funtor
Fls F
I'p,® — I'}; es denso.

Tomamos un (C,a) € I'E. El diagrama a través de la inclusién estd dado por los
objetos de la forma (S, 8) % (C,a) con S € S, S L C tales que

Fg
FS——FC

N

D

o sea que [ queda determinada: § = aF'g. Esto hace que la proyeccién a C del diagrama
(S,8) L (C,a) sea el diagrama de C a través de la inclusién S — C. C es colimite de
este diagrama porque S es un conjunto de generadores. Luego, por como se construyen los
colimites en T'E (C, ) es colimite. O

3.52 Proposicién. Sea C una categoria con colimites pequerios y un conjunto de genera-

dores. SiC LD preserva colimites, entonces F es adjunto a izquierda de un funtor G.

Demostracion. Ya tenemos definido G en los objetos como la proyeccién sobre C del dia-

grama a través de F'. En una flecha D L, D' se define inmediatamente usando el lema 2.7,
ya que t da un funtor entre los diagramas:

Iy
Fg’ Ty C—D

t«(C,a) = (C, tev)
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La funtorialidad es trivial. Probaremos la adjuncién mediante la counidad FG(D) % D.

Para cada flecha FC' 2 D tenemos la inclusién en el colimite C' 225 colim A = GD. Si

FASD
aplicamos F' seguimos teniendo un colimite F'C Fld), colim FA = FG(D). Las flechas
FASD
FC L D forman un cono hacia D en D:
FC
F(jw)l u
FG(D) = colim FA 7= =D
FASD o

Existe un tnico o tal que 0F(j,) = 7. Esto ya prueba que para cada flecha FC LD
existe una flecha C' % G(D) tal que o F't = v, pero debemos probar la unicidad.

La clave estd en que (GD, o) € T'l). Para toda FC L D, resulta que J es una flecha
en I‘g pues 0 F'(j,) = ~. Usando que j es un cono, jyjy = jy

N

GDT>GD

Como las j, forman una familia epimorfa, j, = idgp.

Si tenemos una flecha C' 5 G(D) tal que o Ft = ~, entonces a t la podemos pensar
como una flecha en Fg, y obtenemos j, = j,t = t. La naturalidad de o no presenta
ninguna dificultad. O

3.7. Sitios con limites finitos

3.53 Observacién. Si C es una categoria, R C C una subcategoria plena y se tiene un
diagrama I — R tal que el limite en C es un objeto de R, entonces también es limite en

R.

3.54 Lema. Dado un topos £ y una subcategoria plena y pequena C, existe una subcategoria
plena y pequena (de £) C, tal que C C C C & y es cerrada por limites finitos.

Demostracion. Llamamos Cy a C U {1} siendo 1 un objeto final de £. A partir de C;,
construimos C; 41 anadiendo un objeto pullback por cada diagrama de pullback en C;. C;41
resulta pequena. La unién | JC,, es pequena, es cerrada por productos fibrados y tiene

n
objeto final. Por lo tanto tiene limites finitos. O

3.55 Definicién. Si C y D son sitios con limites finitos, un morfismo de sitios de C a D

f .. .. .. .
es un funtor C =~ D que manda cubrimientos en cubrimientos y preserva limites finitos.
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Sea & EX F la imagen inversa de un morfismo de topos. Tomemos conjuntos de gene-
radores C y D de £ y F. C con limites finitos. Podemos agregar a D los objetos f(C) con
C € C y completar por limites finitos. Consideramos en C y D las topologias dadas por las

familias epimorfas en £ y F. Restringiendo f tenemos un morfismo de sitios C L p. Es
decir que todo morfismo de topos proviene de un morfismo de sitios. A continuacién ve-
remos que dado un morfismo de sitios con limites finitos se puede extender a un morfismo
entre los topos generados.

3.8. Lema de Grothendieck

Los topos poseen una estructura canodnica de sitio en la que los cubrimientos son las
e1s . . oy ~ . . € 5
familias epimorfas. Si C es un sitio pequeno con limites finitos, el funtor C — C es morfismo
de sitios (proposicién 3.25).

3.56 Definicién. Si C y D son dos sitios con limites finitos, notamos con [C,D]s; a
la categoria cuyos objetos son los morfismos de sitios de C a D y cuyas flechas son las
transformaciones naturales. Sit serd la 2-categoria de sitios pequenos con limites finitos.

En lo que sigue demostraremos el siguiente teorema.

3.57 Teorema. SiC es un sitio pequeno con limites finitos, el funtor

[C, Elropor <, [C,E]sit es una equivalencia de categorias.

C——_

NG

£

El hecho de que €* sea plenamente fiel se desprende de que € es denso (proposicién 2.31).
Por lo tanto s6lo debemos ocuparnos de extender un morfismo de sitios C EN £ a un funtor

C EAN & tal que f*e ~ f y que preserve limites finitos y colimites.
El teorema se deducira de la proposicién 3.67. En principio necesitaremos la siguiente
proposicién, cuya demostracion estd dividida en los dos lemas que le siguen.

3.58 Proposicién. Un funtor C 2, &ns preserva limites finitos si y solo si es colimite
filtrante de representables.

3.59 Observacién. Sea C una categoria. Los funtores representables [C,—] preservan
limites.

3.60 Lema. Un colimite filtrante de funtores C Po, Ens que preservan limites finitos,
preserva limites finitos.

Demostracién. Consideremos un colimite filtrante po, — p en EnsC tal que los funtores

s s . A 4. .
Do preservan limites finitos y sea C' == C; un limite finito en Ens. Debemos probar que se
tiene un isomorfismo entre lim pC; y pC que preserva los morfismos de los conos, es decir:
7
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“

Tenemos un funtor I' x T — Ens® x C = Ens que nos permitira aplicar el lema 2.17: “en
Ens, colimites filtrantes conmutan con limites finitos”.

El diagrama de la observacion 2.16 en este caso es:

— Jq aAi Ha, i y J— .
paC — lZZ’rL paci Ld paCi ¢ = COZLm pacz - pCz
Ma,ci ) Tm-
pC = colim lim p,C; o u lim colim p,,C; = lim pC;
o 3 (A (0% (A

lim poC; = paC se debe a que los funtores p, conmutan con limites finitos.
(2
Las igualdades colim p,C; = pC; y colim p,C = pC' valen porque la evaluacién en
« «
cualquier objeto preserva colimites.

u es isomorfismo. Ademds, al haber una tnica flecha (%) tal que el tridngulo superior
conmuta (observacién 2.16), mu = p;. O

3.61 Lema. Si C es una categoria con limites finitos y C P, Ens preserva los limites
finitos, entonces el diagrama de p es filtrante. Por el lema de Yoneda II, p resulta ser
colimite filtrante de representables.

Demostracion. Podemos pensar que p € EnsC”)” . Para probar que el diagrama de p es

filtrante (considerando a p como funtor contravariante que sale de C°P), como las flechas
de I', van en la misma direccién que en C°P, tiene sentido probar que la categoria opuesta
es cofiltrante. Las flechas de esta categoria (que notaremos con I' en esta demostracion)

son simplemente las C L. D tales que pf(z) =vy.
Condicién F0 dados dos objetos (C,x) y (D, y), tomemos C x D en C con las proyecciones
mco y mp. Como p preserva limites, en particular productos, se tiene un isomorfismo

p(C) x p(D) EN p(C x D) que preserva las proyecciones. Por lo tanto tenemos:

(C, )

/

(Cx D, j(z,y))
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Condiciéon PS2 Se repite la técnica usada para la primera condiciéon. Dadas dos flechas

f
(C,z) —__(D,y) debemos encontrar una flecha h en I' que llegue a (C, z) tal que fh =
T

gh.
h 4f>
Sea F——C D un egalizador de f y g en C. Aplicando p obtenemos un egalizador
g

en Ens. Sea S ={t € p(C)/pf(t) = pg(t)} el egalizador canénico. Tenemos:

p(E) 2 p(0) — = p(D)

p(g)

Como x € S, si 2/ € p(E) es su imagen por el isomorfismo, conseguimos

f
(E,a") —=(C,z) —__ — (D, y)
con fh = gh.
O

3.62 Lema. Sea C % D un funtor. Si D tiene colimites entonces p se puede extender a
la categoria de prehaces.

EnsC”
hT X
c———=D
Demostracién. Definamos EnsC” L Ens en los objetos: Para cada F' € EnsC”™ vale F =
colim [—, C]. Es razonable definir p(F) = colim p(C). Mds técnicamente se puede pensar
C5F C5F
asi:
EnsC”
T P
N
Ip—t—>(C—2—>D
F = colim (hnp), definimos p(F) = colim (pnr). Cualquier eleccién de los objetos

colimite sirve. Para que valga la igualdad ph = p elegimos p([—,C]) = p(C). Debemos
probar que efectivamente p(C') = colim P[], pero esto es inmediato pues el diagrama
de C posee la flecha id.

Ahora definamos p en las flechas. Sea F' % G una flecha de Ens®”. Veamos que ¢ induce
un funtor ¢ entre los diagramas de manera que el siguiente tridangulo conmuta:
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FVFLC

<
v
I'c

TG

Simplemente hay que definir ¢(C,x) = (C’, ac(:n)),
g((C’, x) ER (D,y)) = ((C, oc) EN (D,UDy)>. Por la naturalidad de o esta ultima f es

una flecha en I'g, y la asignacion es funtorial.

EnsC”
hT X
I'p e P op
|
e

Por el lema 2.7 se induce la flecha buscada colim (prr) 29, colim (pre). Po es la tnica

flecha que hace conmutar los diagramas:

O]

3.63 Lema. Bajo las condiciones del lema anterior, si D = Ens, vale quep = colim evc.
[C)_}_KP
Como consecuencia, si p preserva limites finitos, p también los preserva.

Demostracion.
EnsC”’

| ™
h
C—p>5ns

Veamos primero una motivacién. Es bastante sencillo comprobar que para todo objeto

C' de C vale [C,—] = evc (de hecho estd demostrado en la siguiente observacién). Como
p = colim [C,—], asumiendo que aplicar la extensién preserva colimites obtenemos
[C,—]=p
D= colim evc.
[C,~]=p

Segun nuestra definicién de p,

P(F) = colim pC= 1 rC, = IGIPCXFC/N.

[7’0}1)1:‘ acFC
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Los generadores de la relacién de equivalencia son los pares ((:c, a), (y, ﬂ)) que estan
relacionados por una f del diagrama de F', o sea que se escriben (:c, Ff (ﬂ)) ~ (p f(x), ﬁ)

conz € pC, C ERN D, B € FD. Se observa una simetria entre p y F.
Por otra parte:

colim GUC(F) = colim FC = H FC/N — HpC' X FC/N
[C,—]=p (C=]5p zepC c
y los generadores de la relacién son exactamente los mismos.

Resta comprobar que coinciden también en las flechas. Dada F % G, se tiene una
flecha

%IPCXFC/N o %[pCXGC/N

(z,a) ——(z,000q)

Como (a: o(F f(ﬂ))) — (x G f(aﬁ)) ~ (pf(x),08), la aplicacién esté bien definida,

pues es coherente en los generadores de la relacién de equivalencia. Se comprueba facil-

mente que esta flecha satisface las propiedades que definen a p(o) y a colim evc (o), es
[Cv_]Lp

decir que conmutan los siguientes diagramas.

pC
AC,a) H(C,oa)
pC x FC [ pC x GC
rc—>—=qac

tC,x)
T(C,z)

]C—YIPCXFC/N G ]ngXGC/N

Como p preserva limites finitos, su diagrama es filtrante (3.61). Por lo tanto p es
colimite filtrante de los funtores evaluacién, que preservan limites finitos. Por el lema 3.60,

P también preserva limites finitos. O
3.64 Observacién. La evaluacion EnsC” =% Ens da una extension del funtor repre-
[Cvf}

sentable C —— Ens en el sentido del lema 3.62.
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Demostracion.
EnsC”
T eve
h
[Cv_]
C—E&ns
La conmutatividad del tridngulo es trivial: evch(D) = eve([—, D)) = [C, D] = [C, —]|(D).
En las flechas: sea D 2> E, evch(f) = eve(fe) = [C, D] ELN [C, E] = [C, f]. La definicién

de la extension surgié de suponer que el funtor extendido preservaria ciertos colimites.
Como eve preserva colimites, satisface la definiciéon:

eve(F) = eve(colim [—, D]) = colim ([C, —](D))
D5F DF
y las flechas son las inducidas por el colimite, ya que si tenemos un morfismo de prehaces
rt G, para cada [—, D] < F conmuta el diagrama:

[C, D]

(ta)c
ac
t

FC

C

GD
O

3.65 Proposicién. Sean C y D dos categorias con limites finitos, y C 2, D un funtor
que los preserva. Componiendo con la inclusion de Yoneda correspondiente a D podemos

.
extender p a un funtor EnsC”’ L, ensP” que preserva limites finitos.

Demostracion.

p* se obtiene levantando hp. Como evp preserva colimites, evpp* es un levantamiento
de evphp = [D, —]p.

Por el lema anterior, evpp* preserva limites finitos, ya que [D,—] y p los preservan.
Como esto vale para todo objeto D € D, y los limites se calculan lugar a lugar, resulta
que p* preserva limites finitos. O

3.66 Proposicién. Sea C 2, D un funtor y EnsC”” 2, &nsP” como en la Proposicion

anterior. Definimos el funtor EnsC” &= EnsP™ a partir de p por composicion: p,(F) =
F op (interpretando CP 2, D)5, Vale p* = pi.

Demostracion. Solo daremos la idea. p*F = col%gg [—,pC]p. Una flecha p*F — G equivale
ac
a un cono

[_7p0] T_a>
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0 sea que equivale a tener una asignacion coherente o +— r,. A cada elemento o € FC le
corresponde un elemento r, € G(pC). Esto no es otra cosa que tener una flecha
F — Gop=p.(G). O]

3.67 Proposiciéon. Sea ahora C L Dun morfismo de sitios con limites finitos.

a) px se restringe bien a las categorias de haces: C < D. Para distinguir esta restriccion,
la denotaremos con D

b) Deﬁmendo p* = #p*i, se tiene p* 4 ps, dando un morfismo geométrico.

¢) p*# ~ #p*, por lo tanto p*ec ~ epp.

Qe

E:S
—_—

nsC” ——

%%

C‘Q

)
)

>
Q——

Demostracién. a) Debemos probar que para todo haz F € 5, p«(F) es también un haz.

Sea Cl, A, ¢ un cubrimiento en C y Co =% p,(F) una familia compatible. La adjuncién
entre p* y p, nos dice que los siguientes dos hechos son equivalentes:

PAa

Co—C pCa *>pC
x B ANGRE!
[e3 v Ta V
piF F

y el de la derecha se sigue de que F' es un haz, puesto que p preserva cubrimientos. Pero
aun debemos probar que la familia (7,) es compatible con (pA,). Para esto alcanza con
comprobar la compatibilidad para los pull-backs.

Sean

Paﬁ —> Cg

| s

CQTC

pull-backs en C. Por la compatibilidad de (7,) con (\) conmutan los cuadrados

SE] asterisco abajo se debe a que jugara el rol de imagen directa de un morfismo de topos.
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Ml lm

Co T)p*<F)

Aplicando nuevamente la adjuncién tenemos que conmutan los cuadrados

pT
p(Pap) -~ pCp

S

PCo —— F

[e1

. . Aa
vy (p(Pap),pma,pmg) son los pull-backs correspondientes al cubrimiento pC, P, pC

porque tanto p como la inclusién de Yoneda preservan limites finitos.

b) La adjuncién #p*i 4 p, se comprueba directamente:

[#p*Z(F)vG]ﬁ = *(F)aiG]EnsDOP = [Fap*G]SnsCOp = [Fap*G}é

El funtor p* = #p*i preserva limites finitos porque cada uno de los funtores #, p*,i los
preservan.

c¢) Sabemos que #p* - p.i, pues # - i y p* - p.. También componiendo adjunciones
tenemos p*# - ip, = p«i. Esto implica p*# ~ #p* porque dos adjuntos a izquierda de un

mismo funtor son naturalmente isomorfos (ver [MCL], capitulo IV).
O

Por ltimo, si tenemos un morfismo de sitios C EX & donde C es pequeno (con limites
finitos) y £ es un topos podemos tomar un conjunto de generadores de &£ con limites
finitos que contenga a f(C) y aplicar la proposicién anterior para conseguir un morfismo

geométrico £ 1. ¢ tal que f*e~ f.
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4. 2-categorias

Una 2-categoria C es una categoria tal que para todo par de objetos C'y D, el conjunto
[C, D] es una categoria pequena. A las flechas entre flechas las denominamos ”dobles
flechas”. Ademaés se pide la existencia de una composicién horizontal. O sea, si tenemos

f k
A B 5 C
g l

podemos componer v y ¢ obteniendo una doble flecha § o v entre kf y lg.
Las propiedades que esta composicion debe satisfacer se resumen pidiendo que

[B,C] x [A,B] > [A, C|

sea un funtor. Notar que a la izquierda tenemos la categoria producto.

Hagamos algunas observaciones acerca de las operaciones en 2-categorias.

Teniendo en cuenta la identificacién entre los objetos y sus identidades podemos escribir
d o f en lugar de 6 o idg. Como (I,7)(d, f) = (6,7) en [B,C] x [A, B], la funtorialidad
implica que (lov)(d o f) = d ov. Anédlogamente § oy = (4 o g)(k o v). Es decir que es lo
mismo aplicar primero v y luego ¢ que aplicar primero d y luego ~.

De la funtorialidad también se sigue, mirando el siguiente diagrama, que (go d)(goy) =
go(67).

A g
A-8-p—sC
\@.7
Notacion. A partir de ahora, para expresar dobles flechas usaremos puntos para separar
los términos que se componen horizontalmente, e irdn entre paréntesis las dobles flechas

que se componen verticalmente.

4.1 Definicién. Sean A y B dos 2-categorias. Un 2-funtor A L, B es un funtor que
ademas esté definido sobre las dobles flechas:

F

A B

! Ff
A_JL B FA l[Fz FB
g Fg

de manera que la asignacién [A, B] EiR [FA, FB] es un funtor (o sea que F respeta dobles
identidades y composicién vertical) y ademds F preserva la composicién horizontal.

4.2 Definicién. Un pseudocono de un diagrama dado por un 2-funtor A L, B hacia un
objeto K € B consta de una flecha F'A LENye para cada objeto A € A y una doble flecha
inversible hy para cada flecha A LB en A:
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Ff
FA——FB

K

de modo que se cumplen las siguientes tres propiedades:
C1) hijg, =idp,.
C2) Dadas A L BL Cen A, hgy es igual a la composicién entre hg y hy.

Ff Fg Ff Fg
FA——FB——FC FA——FB——FC
WO i N 7
hA hC hA - hC
K K

La ecuacién es: (hy.F f)(hy) = hgy

f
C3) Para cada doble flecha A jﬁ B, es lo mismo aplicar hy y luego Fy que aplicar
g

hf.
Ff Ff
FA jEvFB FA FB
Fg
ﬂh //‘h
hA g hB == hA f hB
K K

(hp-Fy)(hg) = hg
4.3 Definicién. Dado un 2-funtor A = B y dos pseudoconos h y [ de F' hacia K € B, un
ha
morfismo de pseudoconos A él es una familia de dobles flechas FA Upa K tales

la

que para cada A EN B vale la igualdad

F F
MC) AL pp At pp
la /lf /‘}’l
1 — f
ha B - ha hp s
B
K K

(If)(pa) = (pB-Ff)(hy)

4.4 Observacion. Los pseudoconos desde un 2-funtor A L, B hacia un objeto K € B jun-
to con los morfismos recién definidos forman una categoria, que denotaremos con(F, K).
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Componiendo un pseudocono h € con(F, K) con una flecha K L, J se obtiene un pseudo-
cono th € con(F,J). Esta composicion define un funtor [K,J] x con(F,K) — con(F,J).

Dejando fijo un pseudocono h € con(F, K) se obtiene un funtor [K, J] , con(F,J).

4.5 Definicién. Un pseudocono h de un diagrama dado por un 2-funtor A L, B hacia

un objeto K € B es un bicolimite si para todo objeto J € B vale que el funtor [K, J] LN
con(F,J) es una equivalencia de categorias.

4.6 Observacion. Si B se reduce a una categoria esta definicion coincide con la de
colimite usual, pues [K, J| y con(F, J) son categorias discretas (conjuntos), para las cuales
una equivalencia es una biyeccion.

Comprobemos que los bicolimites son tnicos salvo equivalencia.

4.7 Lema. Sea C LD un funtor plenamente fiel y a,b € C. Si f(a) y f(b) son isomorfos
entonces a y b también lo son.

4.8 Proposicién. Sea A 5 B un 2-funtor y (C,h), (D,k) dos bicolimites (C y D son
los objetos y h, k los pseudoconos universales). Entonces C y D son equivalentes, es decir,

f
existen C<4T>D tales que fg ~1idp y gf ~ idc.

Demostracion. Por la propiedad universal de h, existe una C EN D tal que k ~ fh.
Anéslogamente, existe D 2 C tal que gk ~ h.

fh~k=gfh~gk~h

Como h* es plenamente fiel, el lema anterior dice que idc ~ gf. Andlogamente se tiene
idp ~ fg. O

4.1. Bicolimites en Cat

Veremos en esta seccién que en Cat existen todos los bicolimites indexados por una
2-categoria pequena. En realidad comprobaremos que dicha existencia resulta evidente
utilizando como herramientas la categoria libre generada por un grafo y los cocientes de
categorias.

4.1.1. Categoria libre generada por un multigrafo dirigido

4.9 Definicién. Un multigrafo dirigido G consiste en un conjunto de objetos, ob(G), y
conjuntos [A, Bl de flechas para cada par de objetos Ay B. Si f € [A, B], decimos que
A es el dominio de f y B su codominio.

Nota. En lugar de “multigrafo dirigido” diremos simplemente “grafo”.

4.10 Definicién. Un morfismo de grafos G % H es una funcién ob(G) = ob(H) junto
con funciones [A, B] =% [mA, mB] para cada par de objetos A, B € ob(G).
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4.11 Observacién. Los grafos pequenos (o U-grafos) forman una categoria que denotare-

mos Grf. Las categorias son grafos y se tiene un funtor olvido Cat 9, grf.

4.12 Proposicién. Todo grafo G genera una categoria L(G) (categoria libre generada

. A . . .
por G) junto con un morfismo de grafos G =% L(G) que satisface la siguiente propiedad
universal. Para toda categoria pequeria D y todo morfismo de grafos G — D existe un
inico funtor L(G) 5 D tal que sh = r.

G—2L(G)

\ %3!8
v

D
La propiedad universal da la adjuncion L4 O ([L(G), Dlca =~ [G,O(D)]grt)-

Demostracion. Los objetos de £(G) son los objetos de G. Las flechas son las identidades
y las secuencias finitas f = (fy, fn—1, ..., f1) de flechas de G tales que cod(f;) = dom(fi+1)
(dom(f) = dom( 1), cod(f) = cod(f,)).

La composicién se define por yuxtaposicion (en el caso de que las dos flechas en cuestién
sean secuencias) y trivialmente si alguna de las dos es una identidad”. La asociatividad es
evidente. El morfismo Ag se define mediante A\g(A) = A en los objetos y Ag(f) = (f) en
las flechas.

La propiedad universal se verifica facilmente. En los objetos, s s6lo puede definirse
por s(A) = r(A) y en las flechas, s(fn, fn—1,---, f1i) = 7(fu)7(fn=1)...r(f1). Ademds esta
definicién funciona.

La funtorialidad de £ se define gracias a la propiedad universal, y automaticamente se
tiene la naturalidad de A.

4.1.2. Cociente de categorias

4.13 Definicién. Una relaciéon entre las flechas de una categoria C consistird en una
relacién en [A, B]¢ para cada A, B € 0b(C).

4.14 Definicion. Una relacion de equivalencia en las flechas de una categoria C esta dada
por una relacién de equivalencia en cada [A, B]¢, estables por composicién, es decir:

Si f~gen[B,C)yhe€lC,D] entonces hf ~ hg.

Si f~gen[B,Clyhc¢€[A,B] entonces fh ~ gh.

"Para evitar separar entre las identidades y las secuencias, las flechas se pueden definir como las cadenas

Ay EEN Ay — ... LN Apt1. Sin =0 se trata de una identidad.
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4.15 Proposicién. SiC es una categoria con una relacion de equivalencia en las flechas,
entonces se puede definir la categoria cociente C/~.

Se tiene un funtor C = C/~ que identifica las flechas relacionadas y cumple la siguiente
propiedad universal. Para todo funtor C Zp que identifica flechas relacionadas existe un
unico C [~ L D tal que qr = p.

C%C/N

NG

D
Demostracion. Simplemente se define ob(C/~) = 0b(C) y [A, B]C/N = [A, B]¢/~. La com-

posicién ab = ab esté bien definida gracias a la compatibilidad entre las relaciones y la
composicion en C. Las identidades son las clases de las identidades de C. 7 se define como
la identidad en los objetos y m(f) = f. La propiedad universal es inmediata pues g debe

coincidir con p en los objetos y en las flechas ¢(f) = p(f). La buena definicién se debe a
que p identifica flechas relacionadas. O

4.16 Observacion. Si se tiene una familia de relaciones de equivalencia en las flechas de
C, la interseccién de todas también resulta una relacién de equivalencia en las flechas (dos
flechas estan relacionadas si y sélo si lo estédn para todas las relaciones de la familia).

Ademas si en cada [A, B]¢ consideramos la relacién de equivalencia méxima (todo par
de elementos estd en la relaciéon) se obtiene una relacién de equivalencia en FI(C) que
contiene a cualquier relacién en FI(C).

Esto permite definir la “relacién de equivalencia generada por una relacién en Fi(C)”
como la interseccion de todas las relaciones de equivalencia que contienen a la relacion
original.

Ejemplo. Localizacién (ver [GZ]).
SiC € Caty S C FI(C) podemos armar la categoria Cs que se obtiene decretando
inversibles a las flechas de S.
Consideramos el grafo G cuyos objetos son los objetos de C y tiene como flechas las
flechas de C més, para cada f € S(f € [A, B]c), una f € [B, Ag.
Tomamos L(G) y cocientamos por la relacién de equivalencia en FI(L£(G)) generada
por las siguientes identificaciones:
1) id59 ~ idC,
(A1) (f2, f1) ~ (f2/f1)
(1) ff =id, ff =1id
Las primeras dos son necesarias para restablecer las propiedades de las flechas de C.
Cs cumple una propiedad universal. La flecha C 4 Cg, definida mediante

A
C— g% (9) LN Cg satisface que la imagen de toda flecha de S es un isomorfismo.
Para todo funtor C & D con la misma propiedad existe un tnico funtor Cg — D tal que
el tridngulo conmuta.
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c—L-cq
P VEI!
D

Observacion. Estas herramientas generalizan las construcciones de monoide libre, grupo
libre, presentacién de un grupo y producto libre de grupos. En todas ellas se utilizan
categorias con un solo objeto.

4.17 Definicion. Para la demostracion de la siguiente proposicién nos sera de utilidad la
nocion de “transformacion entre morfismos de grafos”.

f
Dados dos morfismos de grafos (G —= H una transformacion ~ es simplemente una
g

flecha fz 2% ga para cada z € ob(G).
Si bien no existe la composicién vertical ni la horizontal, para el caso particular

!
G T H _h, K hay una forma natural de definir la composiciéon horizontal Ay, obte-
g

niendo una transformacion entre los morfismos de grafos hf y hg. También se puede

f
componer e con 7 en el caso J s G J[j H .
g

f
4.18 Lema. Sea G un grafo, D una categoria y G __J8_ D wuna transformacion de mor-
g

fismos de grafos. Consideremos f y g las extensiones de f y g a L(G). Existe una tnica

f _
tranasformacion L(G) o _ D tal que O\ = 0 que resulta ser una transformacion natural
g

si y slo si para toda x — y € G conmuta el diagrama de la derecha (en D).

G —2£(9) fz - gy

o

9t —=9Y

Demostracién. 0 debe definirse como 6, = 6, para que § = O\. Para que valga la natural-
idad de 6 la conmutatividad del cuadrado es claramente necesaria. También es suficiente
porque al ubicar varios cuadrados conmutativos uno a continuacion del otro se obtiene un
rectangulo conmutativo. O

4.19 Proposicion. Cat tiene bicolimites.

Demostracidon. Sea A LN Cat un 2-funtor.
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El bicolimite se formara a partir de la unién disjunta de las categorias F'A agregando

hsw
flechas * == Ff(x) por cada f € FI(A) y v € F(dom(f)), y cocientando apropiada-
hia
mente.
Sea entonces G el grafo tal que su conjunto de objetos es 0b(G) = ][ ob(F'A) y sus

AcA
flechas estan dadas por:

Fug) = | FuFA) U U {hjwhira}
AeA A—)B
z € FA

definiendo las funciones “dominio” y “codominio” como corresponde.
Consideramos en £(G) la relacién de equivalencia en las flechas generada por:

(1) id=9) ~ idd con x € FA para algin A € A
(2) (f2, f1) ~ (f2/f1) donde f1, fo € FI(FA) para algin A € A.
(3) Ff(t)hpg ~ hyyt paraALB, x5 yeFA

hi
r —= Ff(z)
¢ iFf(t)
Yy— Ff(y)
fy

(4) Ty ~idy, hyohyg ~idppe AL B, aweFA.
(5) hid,:c ~ idy A i A, e FA.

(6) hgf@ ~ hg,Ff(:Jc)hf,z A L B i C, z e FA.

h ©
) 9,Ff(x) F Ff

—_—

f
(7) 7$hf,z ~ hg,x A lgﬁ B,z € FA.

X

M P
k l%
Fg(z)

El pseudocono universal lo formamos componiendo:
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Las flechas 74 son inclusiones, iy e E estdn dadas por las flechas hy, y m respecti-
vamente. j se define como Agi y h = 7j.

Los morfismos de grafos h 4 son funtores gracias a (1) y (2). Por (3) las transformaciones
h¢ son naturales. (4) dice que hy es isomorfismo con inversa hys, mientras que (5), (6) y
(7) nos dan exactamente las condiciones de pseudocono C1), C2) y C3).

Demostracion de la propiedad universal:

Mostraremos que para toda categoria D el funtor [C, D] M, con(F,D) es un isomor-
fismo de categorias: es biyectivo en los objetos y plenamente fiel.
Supongamos que tenemos un pseudocono k hacia una categoria D.

7 A ™
FA—*—=§—"—L(G) -C
) ><Im El't - 7,%
/ Urs N
FB D

Existe un tnico morfismo de grafos ¢ tal que ti = k (esta ecuacién resume las condi-
ciones tig = ka,tig = kg, tiy = k;l) que es el definido por:

t(x) = ka(x) para x € ob(F'A)
t(r) = ka(r) para r € FI(FA)
thya) = kpar thye) = k7L para AL B zeFA.

Por la propiedad universal de £(G) existe un unico funtor u tal que u\ = ¢t. También
vale que existe un tnico v tal que vw = u. Para esto, debemos chequear que u identifica
a los generadores de la relacién de equivalencia. Que identifica a los pares de (1) y (2) se
debe a que los k4 son funtores; los de (3) a la naturalidad de ky; los de (4) a que k¢ y k;l
compuestos dan la identidad y los de (5), (6) y (7) a que k es un pseudocono.

Ahora veamos que h* es plenamente fiel. Sea k ——> k/ € con(F, D) un morfismo de
pseudoconos.
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t, u 'y v son las extensiones sucesivas de k obtenidas como vimos recién. t', v’ y v’ son
las extensiones de k’.

Existe una tunica transformacién t:0>t’ tal que 0i = p, que es la definida por
0, = pas para x € FA. 0 se extiende a una tnica 6. El lema 4.18 dice que para ver que
es una transformacién natural basta con chequear la naturalidad solamente en las flechas
generadoras (las flechas de G). Para las flechas de G que provienen de flechas de alguna
F A, vale gracias a la naturalidad de p4; Para las flechas agregadas (hy¢, y m) vale por
la condicién MC (morfismo de pseudocono) que cumple p. Finalmente, 6 se extiende de
una tnica forma a una transformacién natural de v a v’. O

Observacién. Al hacer esta ultima demostracién queda claro que de la misma forma se
pueden armar las categorias correspondientes a otras nociones similares a la de bicolimite
alterando las condiciones de diversas maneras, por ejemplo sin requerir que las transfor-
maciones naturales de los pseudoconos sean inversibles (“lax colimit”). En ese caso dichas
transformaciones pueden apuntar hacia un lado o hacia el otro.

También se puede armar el colimite usual en Cat. Para esto debemos tomar como
objetos del grafo G el colimite de los conjuntos de objetos subyacentes a las categorias
(pues en este caso debemos forzosamente identificar objetos) y como flechas solamente
las flechas preexistentes. La categoria libre se cocienta de modo que se restablezcan las
propiedades originales y se identifiquen las flechas conectadas por morfismos de transicién.

Si tenemos un diagrama A — Cat con A una categoria, no es cierto en general que
el colimite usual da una categoria equivalente al bicolimite. Sin embargo si lo son si A es
filtrante (ver [SGA4-II]).

4.2. Bicolimites 2-filtrantes

En [DS] los autores definen la nocién de 2-categoria 2-filtrante y dan una construccién
para los bicolimites 2-filtrantes en Cat.

En esta seccién reproducimos la definicién de [DS], relacionamos la categoria bicolimite
construida en [DS] con la de la seccién anterior y vemos en qué sentido la 2-filtracién
generaliza a la nocién de categoria filtrante.

4.20 Definicién. Una 2-categoria A se dice “pre-2-filtrante” si satisface los siguientes dos
axiomas.
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F1. A "
f f u
Dadas E existe una 7 inversible £ | ¢
o\ o~
B B

F2. Dadas f/A\ul y f/A\uz existen Cl\wl y dos doble flechas inversibles
E mi Gi E 7l O C

Q\B/‘11 Q\\B/UQ /’LUQ

C2

B N .
WU === wallz , W1V] ==> W2v2 tales que en el siguiente diagrama

f Gy
u2 x
o
E C
U8
g Cs

aplicar o y luego 7 coincide con aplicar primero v; y luego (. Es decir que conmuta:

af
wiuy f == waua f

wq Vlﬂl H]wQ'YQ

wiv19g ? wWaV29g
E

4.21 Definicién. Si ademds de ser pre-2-filtrante, A satisface el siguiente axioma (se
puede ver como una versiéon més fuerte de F1 pero también guarda una relacién con F2),
se dice pseudo-2-filtrante.

FF1. Dadas

w9 w9 existen w1 < w y v G w con ¥y, y 2 inversibles.
/7 /! /N SN

A B A vl C B 7l C
N\ N\ N N

u2 Oy v2 Cs u2 Cy w2 v2 Cy w2

Una 2-categoria es 2-filtrante cuando es pseudo-2-filtrante, no vacia y satisface el
axioma FO (dados dos objetos A y B, existe un C' con flechas A — C' < B).
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4.22 Observacion. La nocién de 2-categoria 2-filtrante resulta ser equivalente a la de
“2-categoria bifiltrante” definida previamente en J. Kennison, The fundamental localic
groupoid of a topos, Journal of Pure and Applied Algebra (1992). Los axiomas son:

BFO0. Igual a FO.

f
BF1. Dadas dos flechas A —= B existe B = C y una doble flecha inversible de uf a
g

ug.
BF2. Dadas dos dobles flechas A~ 710120 _ B existe una B % C' tal que uy; = u7ys.

4.23 Observacién. Si A es una 2-categoria trivial, en la que las tnicas flechas dobles
son identidades, es equivalente que sea pseudo-filtrante a que sea pseudo-2-filtrante. En
consecuencia también coinciden las nociones de filtrante y 2-filtrante.

Con mayor precisién: el axioma FF1 implica F1 y F2, con lo cual pseudo-2-filtrante
equivale a que valga solamente FF1. Verifiquemos que FF1 equivale a PS1+PS2. El dia-
grama de abajo muestra que FF1 implica PS2 (FF1 implica PS1 trivialmente).

A
C
A s
Ch Ch f g
Para probar FF1, dadas “1/ ”l/ tomamos C; —— D <—— (5 tales que
A B
u2\02 7.12\\ \

fur = gug (PS1) y luego D b B tal que hfvy = hguy (PS2).

4.24 Observacién. En [DS] la categoria bicolimite de un 2-funtor A L, Cat pre-2-filtrante
se construye de la siguiente manera. El conjunto de objetos es también la unién disjunta
de los objetos de las categorias del diagrama.

Un premorfismo (x,A) — (y,B) (x € FA, y € FB) es una terna (u,§,v) donde
AL C B Cy Fu)(z) S Fo)(y).

Una homotopia entre dos premorfismos de (z, A) a (y, B) es una cuaterna (wi, wa, a, ) :
(ul,ﬁl,vl) = (UQ,fg,’Ug) donde 01 w_1> C, 02 & Cya D wWiuUq i) wauU2, ,8 L w1 i wou9
son dobles flechas inversibles tales que
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Flwyun) () 22 Fwaus)()

F(wl)(él)l lf(wz)(&)

F(wiv)(y) o F(wavz2)(y)

conmuta en F'C.

Usando el axioma F'1 se prueba que las homotopias definen una relacién de equivalencia
en el conjunto de premorfismos entre dos objetos. Las flechas en la categoria bicolimite se
definen entonces como las clases de equivalencia de dicha relacién. La composicion se define
como una composicién de premorfismos representantes: dados (u,&,v) y (r,n, s) se usa F1
para obtener mv = kr y el premorfismo resultante es (mu, F'(m)(§) F(v)y, F(k)(n), ks).
El axioma F2 dice que dos composiciones distintas entre dos premorfismos dados dan
premorfismos equivalentes. Luego se puede probar que la composiciéon en el bicolimite
esta bien definida.

4.25 Lema. Sea A L Cat un diagrama pre-2-filtrante, y sea C el bicolimite construido

hol Thr,
en 4.19. Toda flecha en C se puede escribir como x —2v 70, donde x € FA, y e FB,

AL o, BLoyte FIFC).

Demostracién. Como las flechas de C son tiras fifo...fn, podemos proceder por induc-
cién en n. Para las identidades es trivial. Para las tiras de largo uno tenemos tres casos,
también triviales. Si n > 2, separamos la tira en dos grupos, siendo cada uno una tira
de longitud menor. Usando la hipétesis inductiva sélo resta probar que la composicién

hl_zl u hyy 0 h;; t hy, también es de la forma propuesta. Por F1, existe v inversible:

k E n
TN
B vt G
g D m

se obtiene entonces:
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1
\

Fk(y) Fn(u)

/
\
9,y

Fg(y) Fm(t)
_
Ff(x)

/

4.26 Proposicién. La categoria bicolimite de [DS] es isomorfa a la de 4.19.

Demostracion. Es facil comprobarlo usando que ambas cumplen la propiedad universal
fuerte del bicolimite (el cono universal induce isomorfismos de categorias). Sin embargo,
a continuacién lo demostraremos de manera més directa, sin usar que son bicolimites.

Llamemos C a la categoria de 4.19 y Cpgs a la de [DS]. Definiremos funtores en ambas
direcciones. El funtor C % Cps en los objetos vale la identidad. En las flechas @ (con u
flecha en F'A) se define como la clase del premorfismo (ida,u,ida), en m como la clase
de (f,id,id) y en hyy como (id,id, g). Se chequea sin dificultad que esta definicién respeta
las relaciones que definen a C, por lo que ¢ estd bien definido.

Cps ¥, € es la identidad en los ob jetos. En la clase de un premorfismo (f, &, g) se define
como hyg, ?lJf hy .. La buena definicién se sigue de las relaciones por las que se cocienta para
obtener C (requiere seguir un diagrama con cierto detenimiento). De forma similar se
comprueba que 1) respeta la composicién (el diagrama que queda es el mismo que el del
lema anterior).

Para ver que ¢ es la identidad hay que chequear que
(f,&,9) = (id,id, g)(id, &, id)(f,id,id), mientras que ¥y es la identidad por dejar fijas a
las flechas generadoras de C. 0

4.27 Corolario. Dos flechas de (z,A) a (y, B) dadas por hgfll,thf’m Yy h;yl shy, cont €

FC, y s € FCy son iguales si y sdlo si existen C; — C y Cy = C junto con v y p
tnversibles:
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k C2 v l G2 v
N N
A v ¢ B pb C
N N

e er

4.3. Categorias con limites finitos

Aqui mostraremos que la construccién del bicolimite se restringe bien, en el caso
2-filtrante, a Cat y;.

Caty es la 2-categoria de categorfas con limites finitos, y sus morfismos son los fun-
tores que preservan limites finitos. Las categorias [C, D]cas i son subcategorias plenas de
[C, D]cat, es decir que consideramos todas las transformaciones naturales.

4.28 Proposiciéon. Seqa A EiR Caty un diagrama 2-filtrante. Sea (C,h) el bicolimite en
Cat. C tiene limites finitos y los funtores hy preservan limites finitos.

Observacidén. Esta proposicién se puede probar a partir del teorema 2.4 en [DS]. El

teorema afirma que si A L, Cat esun diagrama 2-filtrante cuyo bicolimite es L(F'), y P una
categorfa finita, el funtor natural £L(FF) — L(F)¥ es una equivalencia de categorias (F7”
es el funtor definido por F7(A) = (FA)7). Sin embargo, expondremos otra demostracién
mas elemental.

Demostracion. Alcanza con probarlo para objetos finales y productos fibrados.
Sea 14 € F'A un objeto final de FA y x € F'B un objeto cualquiera. Para ver que

existe una flecha x — 14 en el bicolimite basta con tomar A N C<2— B .Como f(14)
es objeto final en F'C' existe una flecha g(z) — f(14) que induce una flecha z — 14 en el
bicolimite.

Para ver que esta flecha es unica, supongamos que tenemos dos, que se realizan en

las categorias F'C'y FD (r € FI(FC), s € FI(FD)) mediante A—f>0<g—B y

A LS D PILEN B . Por el axioma FF1 tenemos

T ¢
AN Y
W 5
Yo /

D

A
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con v y 0 inversibles. De esta forma, en la categoria F'E tenemos el cuadrado conmutativo

m(r)

mg(x) —=mf(la)

o |

(omitimos intencionalmente las letras F' para no escribir F(mg)(x), Fm(r), etc).

Se deduce que hﬁA rhge= hZTllA s hy 2, porque:
-1 -1
hﬁlA T hge ~ hmf,lA m(r) hmgz ~
~ i, Y ) 6 bk ~
~ bty n(8) Boka ~ Ry, s Pr
Hemos probado que C tiene objeto final y los funtores h4 respetan objetos finales.
Ahora debemos hacer lo mismo con los productos fibrados. Como primer paso, veremos

que todo diagrama correspondiente a un pullback se levanta a una categoria F'A (este
paso era trivial para el objeto final porque el diagrama correspondiente es vacio). Dicho

con mas precision, si el pullback que queremos calcular estd dado por el diagrama I — C,
conseguiremos un diagrama isomorfo que se factoriza por una F' A:

I T C
R_/@:
FA

El limite de T se obtendrd aplicando h4 al limite de T”.
Partamos entonces de © — y «— z en C. Expresando estas dos flechas como en el lema
4.25 y repitiendo la idea utilizada en la demostracién de esa misma proposicién, tenemos:
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Fl(z)

Fk(y) Fr(u)

Fg(y) Fm(t)
%
Ff(x)

\
/
/

Las flechas v, F'm(t) y Fn(u) estan en la misma categorfa F'G y dan un diagrama isomorfo
al original ¢ — y < z en C.
Por 1ltimo, nos queda ver que los funtores h 4 respetan pullbacks. Sea
P——R
S T> T

un pullback en FA, y Q SR R, Q@ % S dos flechas en C (Q € FB) tales que at = bu. Las
flechas t y u se realizan, en principio, en dos categorias distintas. Podemos escribir:

t = h_R t/ th

_ =1
u = hl’Su hi.q

La ecuacién at = bu nos dice que h a't hyg = hy 1 b'u" hy g (ver diagrama que sigue
para entender quienes son a’ y b”). Por el corolario 4 27 podemos igualar las flechas a’t’ y
b"u” mas adelante:
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La flecha que aparece @3 — P3 (o bien la otra: @* — P?*) es una realizacién de la
flecha buscada Q = P que hace conmutar el diagrama. Para la unicidad de esa flecha se
aplica el mismo argumento. Sin embargo, en este caso hay que aplicar el corolario 4.27 dos
veces y luego, para llevar todo a una sola categoria, se usa el axioma F2 (hay que usar el
lema 1.15 de [DS] o bien el axioma de Kennison BF2, ver observacién 4.22). O

4.29 Corolario. Si A L Caty; es un diagrama 2-filtrante y (C, h) el bicolimite en Cat,
entonces resulta ser bicolimite en Cat ;.

Demostracion. Sea D € Caty. El funtor [C, Dl LA concat(F, D) se restringe bien a

[C, Dlcaty, LN concat;, (F, D) ya que la composicién de dos funtores que preservan limites
finitos preserva limites finitos. Como se trata de subcategorias plenas la restriccién de h*
sigue siendo plenamente fiel.

€. Dlcat —> conca(F, D)

[C, D]cmﬂ _ ConCaty, (F,D)

Veamos que [C, D]caty, , concat;, (F, D) es biyectivo en los objetos. La inyectividad es
inmediata de la inyectividad para [C, D]cat L concat(F, D). Sik € concat, (F, D) tomemos

C EN D el funtor tal que fh = k. Sélo debemos probar que f preserva limites finitos, es
decir, que preserva objetos finales y productos fibrados. Un objeto final en C es isomorfo a
ha(la) = 14 para algin A € A. Como fh =k, f(1a) = ka(la) que es objeto final en D.
Para probar que f respeta pullbacks se puede proceder de la misma manera, ya que, como
vimos en la demostracién anterior, todo pullback en C es isomorfo a uno que proviene de
una categoria F'A. O
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4.4. Bicolimite en Sit

Llamamos Sit a la 2-categoria de sitios pequenios con limites finitos.

4.30 Proposicién. Sit tiene bicolimites y se obtienen como los bicolimites de las cate-
gorias subyacentes.

Demostracion. Sea A 2 Sit un 2-funtor. Sea (C,h) el bicolimite del diagrama visto en

Caty. Le damos a C la topologia generada por las familias c, SN (ver 3.3) donde (A\q)
es un cubrimiento en alguna FA con A € A. Con esta topologia, los funtores h4 son
morfismos de sitios. Comprobemos la propiedad universal.

Si se tiene un sitio D con limites finitos, el funtor [C, D]si LN congi(F, D) esté bien
definido y es plenamente fiel porque tanto [C,D]s;; como cong;(F, D) son subcategorias
plenas de las correspondientes en Cat ;.

De esta forma, lo tinico que queda por probar es que dado un pseudocono
k € congi(F, D), el unico funtor f tal que fh = k, preserva cubrimientos. Los cubrimientos
que hemos elegido como generadores de la topologia de C son preservados porque los k4
son morfismos de sitios y fh = k.

El conjunto de familias que van a parar a cubrimientos al aplicarles f da una topologia:
las condiciones (1), (3) y (4) salen simplemente por la funtorialidad de f. Para la condicién
(2) (cambio de base) se usa la existencia de productos fibrados y que f los preserva.
Esta nueva topologia contiene a la topologia que le hemos dado a C, por contener a los
generadores. Esto dice que la imagen de todo cubrimiento de C es un cubrimiento en D. [
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5. Bilimites 2-cofiltrantes de topos

5.1. Restriccion a un diagrama de sitios

f

TO P°P ...Hgajngﬂ...
g
f

Sit o ——>Cq L Cp—
g

5.1 Proposiciéon. Dado un 2-funtor A LR TOPP, existe un diagrama A C, Sit tal
que: para cada a € A, Cq es una subcategoria plena de &,, tiene limites finitos, genera
Eq y tiene la topologia candnica; los morfismos del diagrama son las restricciones de los
morfismos correspondientes del diagrama de topos y las transformaciones naturales son
las restricciones de las transformaciones naturales del diagrama de topos.

Observacion. Cuando tengamos un conjunto K de objetos de algtin topos &,, por como-
didad lo trataremos indistintamente como conjunto y como subcategoria plena de &,.
Para probar la proposicién nos bastara con hallar un conjunto de generadores C, de

cada &, de manera que sean cerrados por limites finitos y que para cada flecha &, I, &y
del diagrama de topos se tenga f(C,) C Cp. Con esta tultima condicién, que llamaremos
“buena restriccién”, las transformaciones naturales se restringen automaticamente.

Demostracion. Paracadai € A tomemos R, un conjunto de generadores de &,. Agrandare-
mos estos conjuntos para obtener las dos condiciones que necesitamos, aprovechando que
si un conjunto genera, todo conjunto que lo contiene también genera.

Agregando ingenuamente a cada R, los conjuntos f(Ryp) para todas las flechas &, EN Ea
del diagrama, se consigue la buena restriccion:
Definimos C} = |J f(Rp). Los C! son conjuntos, pues A es pequefia.
5bL>ga
R, C C} debido a idg, .
SicecClyé&, 9, & es una flecha del diagrama, como C' = f(D)con D€ Ry y & EN &

flecha del diagrama, tenemos g(C) = gf(D) con &, o, &4 flecha del diagrama, pues A es
una categorfa. Luego, g(C) € Cl.

Ahora consideramos C! O C}, cerrada por limites finitos (lema 3.54). Definimos C2 a partir
de C! con la construccién de recién que garantiza la buena restriccién. Luego tenemos C3
a partir C2. De esta manera, para cada a € A tenemos la sucesién (C7),en. Es fcil ver

que los conjuntos C, = |J C cumplen las dos condiciones requeridas. O
neN

5.2. Construccion del bicolimite en 70 PP

Dado un diagrama de topos A £, Topor y una restriccién a un diagrama de sitios

pequenos A s, Sit, las inclusiones C,—%> &, inducen un funtor
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contopor (€, F) &, consit(C, F).

Veremos que este funtor es una equivalencia de categorias. Este resultado se puede
ver como una generalizacion del lema de Grothendieck (3.57), que sera utilizado en la
demostracién. El lema que sigue muestra que el funtor ¢* estd bien definido y una reciproca
muy util para probar que es una equivalencia.

h
5.2 Lema. a) Sean &, ha, £ y para cada flecha a I ben A una doble flecha hy f =L he -

h es un pseudocono si y sélo si hi lo es.
b) Sean h,l € conropor(E,F) dos pseudoconos y supongamos que tenemos para cada
objeto a € A una doble flecha h, 21, p resulta un morfismo de pseudoconos si y solo si

hi L 1i 1o es.
5.3 Observacion. hi=i*(h) se define del siguiente modo: (hi)g = haiaq = 7% (ha).

htig
Sia EN b es una flecha en A, tenemos hgig, HEALNG hyfiq = hpipf .
O sea que efectivamente i*(h) es un candidato a pseudocono desde C. Notar que las hyiq
son inversibles.

Demostracion. Demostramos la parte a) del lema. La parte b) es similar. Comprobamos
cada condicién separadamente.
C1) Teniendo en cuenta que i’ es un funtor, y que es plenamente fiel, h;q, = id}, <

ia(hid,) = idn,,
C2) Dadas a ERFNEN ¢, laigualdad (hg.f)(hs) = hgs vale si y sélo si vale aplicando i}, de
los dos lados (de nuevo porque es plenamente fiel). Es decir,

(hg-fia)(hfia) = (hgfia)
((hi)gf) (hi)f = (hi)gf

f
C3) Para cada doble flecha &, “1v_ &, del diagrama, por el mismo argumento que en los
g

otros dos casos, (hy.y)(hg) = (hy) siy sélo si (hp.y.ia)(hg.ia) = (hf.ia), que es lo mismo

que (i*(hy).y) (i*(hg)) = i*(hy)
N

5.4 Lema. Sea A 5 B un 2-funtor y h € con(F,K). Sean FA 1, g morfismos para

cada objeto A € A que son isomorfos a ha a través de ha LA
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Congugando con los isomorfismos p se obtiene una estructura de pseudocono para l que
ademds es la inica que cumple que p es morfismo de pseudoconos (resulta isomorfismo).

FA

el FB
hahf/ he
I £ K lB

Demostracion. Es facil comprenderlo aunque las cuentas parezcan complicadas.

Para que p sea morfismo de pseudoconos debe cumplirse (pp.F f)(hs) = (If)(pa) para
cada flecha f. Por lo tanto la ecuacién Iy = (pp.Ff)(h)(p,") define a . Verificamos
las condiciones de pseudocono, que se siguen inmediatamente de la definicién y de las
condiciones de pseudocono para h.

C1) liay = (pa)(hia)(p3") = (pa)(idp,)(p3') = idy,

C2) Sean AL B L ¢

(g F)(Ug) = ((p-F ) (hy) (05" VF S ) (0-F ) () () =
= (pc-F(g)(hg-F o5 -FF)p-FF)(hp)(3") =
= (pc-F(g))(hg-Ff)(hp)(p3") =

= (pc-F(g1)(hgp)(pa") = lgs

/
C3) Para A _fv_ B queremos ver que (Ig.y)(lg) = (If). Que es equivalente a:
g

(L5 ) (pB-Fa)(he)(p3") = (pBF f)(hs)(p7")

que a su vez transformamos en

(pFf) "N 1B7)(psFg)(hg) = (hy)

Pero (ppFf) " (Ig7)(psFg) = (hp.Y), y se aplica la propiedad C3 para h. O

5.5 Proposicién. El funtor conpopor(E,F) AN consit(C, F) es una equivalencia.

Demostracion.

Es plenamente fiel: Sean h,l € conpopor(E,F) dos pseudoconos, y sea p un morfismo
entre los pseudoconos hi y li. Veamos que existe un tinico morfismo de pseudoconos p de
h al tal que p = i*p.

. . Pa . . . .
Tenemos transformaciones naturales hgi, == l,3, - Como las inclusiones i, son den-

sas, podemos extender las p, de manera tnica a hg, SN l, - p resulta un morfismo de
pseudoconos por la parte b) del lema 5.2.
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Es cuasisuryectivo: Sea h € cong;i(C,F). Para cada a € A, como i es cuasisuryectivo

tomemos &, fa, F tal que hgig & ;L; La estructura de pseudocono de hi queda determi-
nada si pedimos que p sea isomorfismo de pseudoconos (lema previo).

(hi)

Para cada flecha a > b tenemos (hi)q ‘= (hi)y. Usando nuevamente que i* es plenamente

h
fiel, existe una tunica h, =< que extiende a (hi)s. La estructura h construida es un
pseudocono pues i*(h) lo es. O

5.6 Teorema. Sea A 5 TOP un diagrama 2-filtrante de topos y A C, Sit una restric-
cion a un diagrama de sitios pequenos con limites finitos. Sea C el bicolimite de C y C la
categoria de haces sobre C. C resulta ser un bicolimite para .

Demostracion. Sea A un pseudocono universal C, LN
e\ es un pseudocono de C a C. Sea | un pseudocono de £ a C tal que 17 >~ €.

"

&

(@
Q

[
o

Esto nos da:

contopor (€, F)

/ \
C. Flroper congt(C, F)
- /

[C f S’Lt

€* es una equivalencia por el lema de Grothendieck (3.57). La generalizacién del lema
de Grothendieck dada por la proposicion anterior dice que i* es una equivalencia. A\* es
una equivalencia porque C es bicolimite de sitios. Notar que se estd aplicando la propiedad
universal para un sitio que no es pequeno. Esto vale porque la construccion del bicolimite
no varia al agrandar el universo.
Como €*, \*,7* son equivalencias de categorias y A*e* ~ ¢*[*, [* también es una equi-
valencia. O
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