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4.4. Bicoĺımite en Sit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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5.2. Construcción del bicoĺımite en TOP op . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69



3

1. Introducción

La teoŕıa de topos fue creada por Alexander Gröthendieck a fines de la década del
‘50. Surge de la necesidad de definir la cohomoloǵıa etal de esquemas, pieza clave en la
resolución de las conjeturas de Weil. Además de revolucionar la geometŕıa algebraica, los
topos han influido notablemente en el estudio de la topoloǵıa, el álgebra y la lógica. La
obra fundacional de la teoŕıa, Théorie des topos et cohomologie étale des schémas (SGA4),
es la principal referencia de este trabajo1.

Nuestro principal objetivo es la construcción de biĺımites de topos indexados por una
2-categoŕıa 2-cofiltrante. Este resultado generaliza la construcción de biĺımites cofiltrantes
de topos realizada en el segundo tomo del SGA4 (exposé VI). La idea que se utiliza,
tanto aqúı como en la obra mencionada, es considerar sitios generadores de los topos y
tomar el topos generado por el bicoĺımite del diagrama de sitios. La diferencia entre la
noción de ĺımite que interesa (biĺımite) y los ĺımites usuales, consiste en que los conos
son en realidad pseudo-conos. Esto se debe a la naturaleza 2-categórica que presentan
los topos en conjunto, tal como sucede en Cat, la 2-categoŕıa de categoŕıas2. Desde este
punto de vista, resulta razonable que los diagramas considerados estén indexados por una
2-categoŕıa, en lugar de una categoŕıa. La condición de ser filtrante puede ser reemplazada
por otra más general, llamada “2-filtrante”, que involucra a las flechas dobles. En el caso
de una 2-categoŕıa trivial, ambas definiciones coinciden. Existen casos, por ejemplo en
teoŕıa de Galois, de diagramas de topos 2-cofiltrantes que no son en general cofiltrantes.

En [DS], Eduardo J. Dubuc y Ross Street dan una construcción de los bicoĺımites
2-filtrantes en Cat y demuestran que preservan ciertas propiedades, situación en cierta
forma análoga a la de coĺımites filtrantes de conjuntos. La propiedad más importante para
nuestros fines que hereda la categoŕıa bicoĺımte es la de poseer ĺımites finitos. Esto nos
permite construir el bicoĺımite 2-filtrante de sitios y en consecuencia el biĺımite 2-filtrante
de topos.

En la sección 4 exhibimos una construcción de bicoĺımites en Cat indexados por una
2-categoŕıa arbitraria. Se obtiene como cociente de una categoŕıa libre. Luego empalmamos
esta construcción con la de [DS] para el caso 2-filtrante. En la última sección obtenemos el
biĺımite 2-cofiltrante de topos y demostramos la propiedad universal. Como herramienta
clave, se usa un lema de Gröthendieck que permite obtener un morfismo de topos a partir
de un morfismo de sitios ([SGA4-I], exposé IV). Al final de la sección 3 exponemos una
demostración detallada e inédita de dicho lema. En las primeras secciones tratamos al-
gunos temas introductorios a la teoŕıa de topos, entre los que se destaca una construcción
novedosa del funtor “haz asociado” en una sola etapa. La conocida “construcción ++”
requiere, en cambio, la aplicación de un mismo funtor dos veces.

1.1. Comentarios sobre universos

Un universo es un conjunto que satisface las siguientes condiciones:
U.I) Si x ∈ U e y ∈ x, entonces y ∈ U .
U.II) Si x, y ∈ U , entonces {x, y} ∈ U .

1De hecho, el lector debe tener en cuenta que la referencia es permanente en las secciones 2 y 3.
2Las 2-categoŕıas son categoŕıas con flechas entre las flechas. En otras palabras, los “hom” son categoŕıas.
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U.III) Si x ∈ U , entonces P(X) ∈ U .
U.IV) Si (xα)α∈I es una familia de elementos de U , e I ∈ U , entonces la unión

⋃
α∈I

xα

pertenece a U .
Con estos axiomas se puede probar que U también es cerrado por construcciones tales

como pares ordenados, productos, coproductos, conjuntos de funciones entre dos conjuntos,
etc. En definitiva, se puede realizar las operaciones habituales de la teoŕıa de conjuntos
sin salirse del universo. Es posible definir el concepto de categoŕıa a partir del conjunto de
objetos, el de flechas y las aplicaciones estructurales. De esta forma podemos decir si una
categoŕıa pertenece a un universo determinado.

La noción de universo nos sirve para precisar el sentido de, por ejemplo, la categoŕıa
de los conjuntos. Aśı, U-Ens es la categoŕıa de conjuntos pertenecientes a un universo U .
Normalmente supondremos fijo el universo, por lo que escribiremos simplemente Ens. La
misma perspectiva puede adoptarse para las otras categoŕıas grandes familiares (grupos,
espacios topológicos, etc.). Estas categoŕıas no pertenecen al universo original. N. Bourbaki
propone la introducción del siguiente axioma: para todo conjunto x existe un universo U
tal que x ∈ U . Su adopción permite que las categoŕıas Ens, Ab, AMod, Cat, etc., sean
pequeñas en un universo V tal que U ∈ V. A lo largo del trabajo, diremos que una categoŕıa
C es pequeña cuando C ∈ U , para lo cual alcanza con que los conjunto de objetos y de
flechas pertenezcan a U . Por U-categoŕıa entendemos una categoŕıa tal que sus hom son
conjuntos pertenecientes a U (“conjuntos pequeños”). Si el conjunto de objetos de una
U-categoŕıa pertenece a U , entonces la categoŕıa es pequeña. Además de las categoŕıas
grandes ya mencionadas, los topos (más rigurosamente los “U-topos”) son ejemplos de
U-categoŕıas.
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2. Resultados preliminares

2.1 Definición. Dadas dos categoŕıas C y D se puede definir la categoŕıa C × D. Sus
objetos son los pares (C,D) con C ∈ C (3) y D ∈ D y los notamos C × D. El conjunto
[A×B,C ×D] se define como [A,C]× [B,D], o sea que las flechas de C ×D son los pares
(f, g) donde f y g son flechas de C y D respectivamente.
idA×B := (idA, idB).
La composición se define aśı: (f, g)(h, k) = (fh, gk).

2.2 Observación. Si C y D son dos categoŕıas, los funtores de C a D, junto con las
transformaciones naturales entre ellos, forman una categoŕıa, que notamos DC.

Para cada C ∈ C se tiene el funtor evaluación DC evC−−→ D que se define evC(F ) = FC

en los objetos y evC(η) = ηC en las flechas F
η−→ G.

2.3 Proposición. Sean C,D y E tres categoŕıas. Las categoŕıas EC×D y (ED)C son iso-
morfas.

2.4 Proposición. Un funtor C F−→ D da una equivalencia si y sólo si es plenamente fiel
y es cuasisuryectivo en los objetos (i.e. ∀D ∈ D ∃C ∈ C /FC ' D). Si F es plenamente
fiel y biyectivo en los objetos, entonces es un isomorfismo de categoŕıas.

2.5 Lema. Si se tiene dos coĺımites en C cuyos diagramas están dados desde una misma
categoŕıa Γ, una transformación natural entre los diagramas induce un único morfismo
entre los coĺımites.

Más precisamente: dada una transformación natural Γ
A //

B
//⇓γ C existe un único morfismo

colim A −→ colim B tal que los cuadrados

Ai

γi

��

λi // colim A

���
�
�

Bi
µi // colim B

conmutan. A tal morfismo lo podemos denominar colim γ.
También vale para ĺımites en lugar de coĺımites.

Demostración. Por la naturalidad de E , las flechas µiEi dan un cono de A a colim B.
De la propiedad universal de colim A se deduce la existencia y unicidad del morfismo
buscado.

2.6 Observación. Este hecho permite construir un funtor CΓ colim−−−→ C. En realidad existe
un funtor colim para cada elección de los objetos coĺımite para cada diagrama. Dados dos
funtores colim existe un único isomorfismo natural entre ellos.

3Si C es una categoŕıa, C ∈ C significará C ∈ ob(C).
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2.7 Lema. Sean dos coĺımites en C dados por Γ F−→ C y Λ G−→ C. Un funtor Λ T−→ Γ tal que
FT = G induce una flecha colim G→ colim F .

Λ
G

��?
??

??
??

T
��
Γ

F
// C

Demostración.
G(α) = FT (α)

ra ''OOOOOOOOOOO
sT (α)

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

colim G
∃!
// colim F

2.1. Ĺımites y coĺımites en Ens y en EnsC
op

2.1.1. Coĺımites - coĺımites filtrantes

La categoŕıa Ens tiene todos los coĺımites pequeños. Dado un diagrama Γ A−→ Ens el
coĺımite se puede construir como un cociente de la unión disjunta, en donde se identifi-
can los elementos conectados por una flecha del diagrama. La relación de equivalencia es
entonces la generada por estos pares.
colim A =

∐
i∈Γ

Ai�a ∼ f(a)
La estructura de cono está dada por las inclusiones a la unión disjunta compuestas

con la proyección al cociente. Es fácil verificar la propiedad universal.
Si la categoŕıa de ı́ndices Γ verifica algunas condiciones (de “filtración”) la relación

de equivalencia considerada tiene una forma más expĺıcita, y el coĺımite posee algu-
nas propiedades interesantes. A continuación exponemos estas condiciones tal como son
planteadas en [SGA4-I] (exposé I, sección 2).

2.8 Definición. Decimos que una categoŕıa es pseudo-filtrate si tiene las siguientes dos
propiedades.
PS1) Todo par de flechas α→ β, α→ γ se puede completar a un cuadrado conmutativo

β

��>
>>

>>
>>

α

??��������

��@
@@

@@
@@

@ δ

γ

??�������

PS2) Para todo diagrama de la forma α
u //
v
// β existe una flecha β

w // γ tal que
wu = wv.
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2.9 Observación. Si la categoŕıa de ı́ndices de un diagrama en Ens cumple PS1, la
relación de equivalencia en la unión disjunta admite la siguiente descripción: si a ∈ Aα y
b ∈ Aβ, entonces a = b si y sólo si existen α m // γ β

noo tales que m(a) = n(b).
Esta nueva relación aśı definida es de equivalencia (la transitividad es consecuencia de

PS1) y coincide con la anterior pues vale la doble inclusión.

2.10 Observación. Si Γ es pseudo-filtrante, la condición PS2 da la siguiente propiedad.
Dos elementos en un mismo conjunto a, b ∈ Aα pertenecen a la misma clase en el coĺımite
si y sólo si existe α m−→ γ tal que m(a) = m(b).

2.11 Definición. Una categoŕıa es filtrante si es no vaćıa, pseudo-filtrante y conexa (i.e.,
dos objetos cualesquiera están unidos por una secuencia de flechas, sin imponer condiciones
sobre el sentido de las mismas).

Observación. La condición PS1 hace que la conexión sea equivalente a:
F0) dados dos objetos α, β ∈ Γ existen α

γ

β

((QQQQQQ

66nnnnnnn

Por otra parte, las condiciones PS2, F0 y Γ 6= φ bastan para que Γ sea filtrante.

2.1.2. Ĺımites

Los ĺımites de conjuntos también existen y se pueden obtener como subconjunto del
producto de los objetos en cuestión; el subconjunto de tiras coherentes con las flechas.
ĺımA = {a ∈

∏
i∈ΓAi / f(ai) = aj ∀i

f−→ j}
Esta construcción de alguna manera se generaliza a ĺımites en cualquier categoŕıa

mediante el siguiente lema.

2.12 Lema. Todo ĺımite se puede expresar mediante un egalizador y productos.

Demostración. Sea I L−→ C un diagrama.
Sean a y b las flechas que hacen conmutar los siguientes dos cuadrados.

Lcod(f)
id // Lcod(f)

S //
∏

i∈Ob(I)
Li

πcod(f)

OO

a //
b
//

πdom(f)

��

∏
f∈Fl(I)

Lcod(f)

π′f

��

π′f

OO

Ldom(f)
Lf

// Lcod(f)

S es el egalizador de a y b. Es sencillo comprobar que S es el ĺımite de L.

2.13 Corolario. Para que una categoŕıa tenga ĺımites basta con que tenga productos y
egalizadores. También se desprende que una categoŕıa tiene ĺımites finitos si y sólo si tiene
productos finitos y egalizadores.
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2.14 Corolario. Si un funtor preserva productos arbitrarios (resp. finitos) y egalizadores
entonces preserva ĺımites arbitrarios (resp. finitos).

2.15 Observación. Si una categoŕıa tiene productos fibrados y objeto final, entonces
tiene todos los ĺımites finitos. Los productos A × B se pueden construir como el pullback

de A→ 1← B, mientras que el egalizador de A
a //
b
// B es el pullback de

B

∆
��

A
(a,b)
// B ×B

2.1.3. Ĺımites finitos vs. coĺımites filtrantes

2.16 Observación. Consideremos tres categoŕıas I, Γ y C tales que C tiene todos los
ĺımites indexados por I y todos los coĺımites indexados por Γ.

Sea Γ× I A−→ C un funtor.
La composición Γ A−→ CI lim−−→ C permite construir colim

α
lim
i
Ai,α.

Análogamente se tiene lim
i
colim
α

Ai,α.

Probaremos que existe una flecha canónica colim
α

lim
i
Ai,α

u−→ lim
i
colim
α

Ai,α. Esta

flecha surge del siguiente diagrama.

lim
i
Ai,β

pj,β // Aj,β
qj,β // colim

α
Aj,α

Es fácil comprobar que dejando fijo j obtenemos el cono (qj,βpj,β) en β hacia colim
α

Aj,α

(se usa el lema 2.5). Éste induce las flechas tj . (Análogamente, dejando fijo β se obtiene
un cono en j).

lim
i
Ai,β

pj,β //

rβ

��

Aj,β
qj,β // colim

α
Aj,α

colim
α

lim
i
Ai,α

tj

55

u
// lim
i
colim
α

Ai,α

sj

OO

Las flechas tj también forman un cono que provocan la flecha u. Se puede comprobar
que u es la única que cumple sj urβ = qj,β pj,β (el rectángulo conmuta). Esto explica que
si se fabrica u a partir de t′β en lugar de tj (la otra diagonal del rectángulo) se obtiene la
misma flecha.

2.17 Proposición. En la categoŕıa Ens, coĺımites filtrantes conmutan con ĺımites finitos:
la flecha canónica colim

α
lim
i
Ai,α

u−→ lim
i
colim
α

Ai,α es un isomorfismo.
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Demostración. Primero demostraremos que coĺımites filtrantes conmutan con productos
finitos, luego con egalizadores, y finalmente tendremos el caso general gracias al lema 2.12.

Sea I un conjunto finito. La flecha canónica colim
α

∏
i
Ci,α

u−→
∏
i
colim
α

Ci,α está definida

aśı: u
(
(ai)

)
=

(
ai

)
.

La suryectividad de u se debe a que para cualquier tira (ai) se pueden elegir los
representantes de manera que estén todos en conjuntos con el mismo ı́ndice α (se usa que
Γ es filtrante e I finito).

Para ver que u es inyectiva, supongamos (ai) = (bi), con ai ∈ Ci,α y bi ∈ Ci,β. Al
ser Γ filtrante, para cada i existe un ı́ndice γi con flechas α // γi βoo tales que
los representantes se igualan en Ci,γi . Además podemos avanzar para elegir a todos los γi
iguales entre śı:

α
ri

  A
AA

AA
AA

A

γi
ti // γ

β

si

??��������

Pero aún las flechas tiri pueden no ser todas iguales. Ídem las flechas tisi. Por la propiedad
PS2 existe γ w−→ δ tal que las flechas wtiri se igualan, y también las flechas wtisi. Esto nos
da unos representantes ci ∈ Ci,δ tales que (ai) = (ci) = (bi).

Ahora veamos que los coĺımites filtrantes conmutan con egalizadores.

Sean Sα
� � // Cα

fα //
gα
// Dα egalizadores indexados por una categoŕıa filtrante. Te-

nemos:

Sα
� � //

��

Cα

��

fα //
gα

// Dα

��
colim
α

Sα

u

��

// colim
α

Cα
fα //
gα

// colim
α

Dα

E
+ �

88qqqqqqqqqqq

donde E es el egalizador de fα y gα y u es la flecha canónica. Debemos verificar que u es
inyectiva y suryectiva. Vale u(c) = c pues u hace conmutar el trapecio de la izquierda.

De esta forma, la inyectividad de u significa que si a ∈ Sα y b ∈ Sβ son tales que
a = b en colim

α
Cα entonces también a = b en colim

α
Sα. Lo cual se deduce del siguiente

diagrama:
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a ∈ Sα � � //

r

##F
FF

FF
FF

FF
Cα

r

  B
BB

BB
BB

B

Sγ
� � // Cγ

b ∈ Sβ

s

<<xxxxxxxxx
� � // Cβ

s

>>}}}}}}}}

donde r y s son tales que ra = sb.
La suryectividad significa que todo elemento a ∈ E ⊂ colim

α
Cα posee un representante

en un Sβ.

Sabemos que fα(a) = fα(a) = gα(a) = gα(a). De modo que existe un α
λ−→ β tal que

λfα(a) = λgα(a). Como λ conmuta con f y g, fβλ(a) = gβλ(a). Esto dice que λ(a) ∈ Sβ
y representa a la misma clase que a, tal como se buscaba.

Último paso: Sea Eα = lim
i
Ai,α y F = lim

i
colim
α

Ai,α.

F
e //

∏
i∈Ob(I)

colim
α

Ai,α a //
b

//
∏

f∈Fl(I)
colim
α

Acod(f),α

colim
α

Eα
f //

u

OO

colim
α

∏
i∈Ob(I)

Ai,α

v

OO

c //
d

// colimα

∏
f∈Fl(I)

Acod(f),α

w

OO

Para ver que vf = eu se puede usar el siguiente diagrama:

lim
i
colim
α

Ai,α e //
∏
i
colim
α

Ai,α

πi

&&NNNNNNNNNN

colim
α

Ai,α

colim
α

lim
i
Ai,α

f //

u

OO

colim
α

∏
i
Ai,α

v

OO

πi

88qqqqqqqqqqq

Las flechas πi son las proyecciones del producto. πi es la flecha coĺımite de las proyec-
ciones

∏
i
Ai,α → Ai,α

Por como es la construcción del ĺımite a partir de un egalizador, πie son las proyecciones
del ĺımite, mientras que πif son las proyecciones del ĺımite (para cada α) pasadas al
coĺımite. Por el análisis hecho en la observación 2.16, πieu = πif y πiv = πi. Luego,
πieu = πivf de donde eu = vf .

De manera similar se puede comprobar que wc = av y wd = bv. colim
α

Eα es egalizador
de c y d por el paso anterior. Como v y w son isomorfismos, también es egalizador de a y
b. En consecuencia, u es isomorfismo.
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2.18 Proposición. Si D tiene ĺımites entonces DC también tiene ĺımites y se calculan
lugar a lugar.

Demostración. Sea I F−→ DC . Para armar el ĺımite ĺımF = F definimos primero su valor
en los objetos de C.
F (C) := lim evC ◦ F = lim

i
Fi(C)

I
F−→ DC evC−−→ D

Si C
f−→ D es una flecha en C, F (f) será la única flecha que hace conmutar

F (C)

πC,i ##G
GG

GG
GG

GG
F (f) // F (D)

πD,i

##H
HH

HH
HH

HH

Fi(C)
Fi(f)

// Fi(D)

para todo i ∈ I (lema 2.5). Es fácil ver que F aśı definido resulta un funtor y que se
tienen proyecciones F πi−→ Fi que dan un cono porque evaluando en cada C dan conos (la
naturalidad de πi es el paralelogramo anterior).

Verifiquemos la propiedad universal. Sean G
λi−→ Fi transformaciones naturales que

dan un cono. Debemos definir G l−→ F tal que πil = λi. Evaluando en cada C ∈ C, vemos
que lC queda determinado:

GC
lC //

λi,C ((RRRRRRRRRRRRRRRR FC
πi,C

""E
EE

EE
EE

E

FiC

lo que nos da la unicidad de l, y también la existencia una vez probada la naturalidad.
Para C

f−→ D ∈ C tenemos:

GC

Gf

��

lC //

((RRRRRRRRRRRRRRRR FC

Ff

��

πi,C

""E
EE

EE
EE

E

GD
lD //

λi,D ((RRRRRRRRRRRRRRRR FD
πi,D

""E
EE

EE
EE

E FiC

Fif

��
FiD

Siguiendo el diagrama se ve que πi,DlDG(f) = πi,DF (f)lC , de donde lDG(f) = F (f)lC
por la propiedad universal de lim

i
Fi(D).

2.19 Definición. Si C es una categoŕıa, un prehaz sobre C es un funtor Cop F−→ Ens.
EnsCop

es la cateogŕıa de prehaces sobre C. Por la proposición anterior esta categoŕıa tiene
todos los ĺımites y coĺımites pequeños.
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2.20 Proposición. Un cono de un diagrama de prehaces tal que al evaluar en todo objeto
da un ĺımite de conjuntos, es un ĺımite.

Demostración. Sea F
ti−→ Fi el cono. Tomamos un ĺımite F ′ t′i−→ Fi. Existe una única

F
g−→ F ′ tal que t′ig = ti. Al evaluar en un C, gC debe ser un isomorfismo porque tanto

F ′C como FC son ĺımites. Por lo tanto g es isomorfismo y F es ĺımite.

2.2. Familias epimorfas estrictas

2.21 Definición. Sea Ci
αi−→ C una familia de flechas en una categoŕıa. La familia Ci

βi−→ D

se dice compatible con (αi) si para todo par de flechas Z s−→ Ci, Z
t−→ Cj tales que αis = αjt

se tiene βis = βjt.

Ci
αi

  A
AA

AA
AA βi

))TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

Z

s
>>}}}}}}}

t ��@
@@

@@
@@

C D

Cj

αj

>>~~~~~~~ βj

55jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

2.22 Definición. Una familia Ci
αi−→ C se dice epimorfa estricta si para toda familia

compatible con ella Ci
βi−→ D existe una única C

f−→ D tal que fαi = βi ∀i.

Ci
αi //

βi   A
AA

AA
AA

C

f

��
D

2.23 Proposición. Las familias epimorfas estrictas son epimorfas.

Demostración. Sea Ci
αi−→ C una familia epimorfa estricta. Al componerla con una flecha

cualquiera C
f−→ D se obtiene una familia compatible, i.e. (fαi) es compatible con (αi). Si

f y g son tales que fαi = gαi para todo i, entonces la unicidad en la definición de familia
epimorfa estricta dice que f = g.

2.24 Proposición. Si A
f−→ B es monomorfismo y epimorfismo estricto entonces es

isomorfismo.

Demostración. Por ser monomorfismo la flecha A
idA−−→ A es compatible con f . Luego,

∃!B g−→ A tal que gf = idA.
Para ver que fg = idB, basta con notar que f es compatible con śı misma. Como fgf = f

e idBf = f , por la unicidad fg = idB.

El hecho de que una familia de flechas sea epimorfa o epimorfa estricta se puede
expresar mediante coĺımites, como veremos a continuación. Para las familias epimorfas
estrictas se usa la existencia de productos fibrados.
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2.25 Observación. Una familia de flechas Tα
fα−→ T en una categoŕıa cualquiera es

epimorfa si y sólo si, en el diagrama de abajo, T junto con las identidades da un coĺımite.

Tα

fα

NNN
NNN

&&NNNNNN
fα

WWWWWWW

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWW
Tβ
fβ

��
fβ

OOOOOO

''OOOOOOO

... Tγ
fγ

ggggggg

ssgggggggggggggggggggg
fγ

qqq
qqq

xxqqqqqq

T

id   A
AA

AA
AA

A T

id��~~
~~

~~
~

T

2.26 Observación. Sea Tα
fα−→ T una familia de flechas. Supongamos que existen los

coĺımites de los pares (fα, fβ), y llamémoslos Pαβ . (fα) es epimorfa estricta si y sólo T es
coĺımite en el el siguiente diagrama.

Pαβ

}}||
||

||
||

!!B
BB

BB
BB

B
Pαγ

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU Pβγ

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

  B
BB

BB
BB

B

Tα

fα

**VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV Tβ
fβ

!!C
CC

CC
CC

C
... Tγ

fγ

ttiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

T

2.27 Observación. En la categoŕıa de conjuntos las familias epimorfas son estrictas. Es
fácil ver que ambas condiciones equivalen a que las imágenes cubran el codominio.

En EnsCop
, como los ĺımites y coĺımites se calculan lugar a lugar, y por las observa-

ciones anteriores, las familias epimorfas también son estrictas (se usa la proposición 2.20)
y son las familias suryectivas lugar a lugar.

2.28 Lema. Si Cα
λα−→ C es un coĺımite entonces también es una familia epimorfa estricta.

Demostración. Sea Cα
µα−−→ D una familia compatible con (λα). Veamos que resulta ser un

cono para que exista una única flecha C s−→ D tal que sλα = µα. Sea Cα
a−→ Cβ una flecha

del diagrama del coĺımite.

Cα
id //

a
��

Cα

λα

��
µα

��0
00

00
00

00
00

00
00

Cβ
λβ

//

µβ

((PPPPPPPPPPPPPPPP C

D

Como λαid = λβa, µαid = µβa.
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2.3. Funtor denso y generadores de una categoŕıa

2.29 Definición. Sea C F−→ D un funtor y D ∈ D. Llamaremos diagrama de D a través
de F a la categoŕıa ΓFD cuyos objetos son los pares (C, g) donde C ∈ C y FC

g−→ D, y una
flecha entre (C, g) y (C ′, g′) está dada por una C t−→ C ′ tal que g′ Ft = g.

C

t
��

FC

Ft
��

g

!!D
DD

DD
DD

D

C ′ FC ′
g′
// D

Se tiene una proyección canónica ΓFD
π−→ C. π(C, g) = C, π(t) = t. Además se tiene un

cono desde el funtor ΓFD
π−→ C F−→ D hacia D

2.30 Definición. Un funtor C F−→ D se dice denso si todo objeto D ∈ D es coĺımite de su
diagrama a través de F.

2.31 Proposición. Sea S
F−→ T un funtor denso, T

G //
H
// U dos funtores que preser-

van coĺımites y S
GF //

HF
//⇓η U una transformación natural. η se puede extender a una única

T
G //

H
//⇓η U tal que η = ηF .

Demostración. Sea D un objeto cualquiera de T .

ΓFD
π

��
S

F // T
G //
H
// U

Como D es coĺımite de Fπ, GD y HD son coĺımites de GFπ y HFπ respectivamente.
Dado que tenemos una transformación natural entre GFπ y HFπ, el lema 2.5 nos dice

que existe una única GD
ηD−−→ HD tal que

GF (A)
Gg //

ηA=ηF (A)

��

GD

ηD

��
HF (A)

Hg
// HD

conmuta para toda flecha F (A)
g−→ D en T . Esto ya nos da la unicidad de η. Sólo resta

chequear la naturalidad. Sea D
t−→ D′ una flecha en T . Para toda flecha F (A)

g−→ D,
tenemos:
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GF (A)
Gg //

ηA

��

GD
Gt //

ηD

��

GD′

ηD′

��
HF (A)

Hg
// HD

Ht
// HD′

η′D GtGg = HtHg ηA = Ht ηD Gg

.
Como GD es coĺımite podemos cancelar Gg.

2.32 Proposición. Sea C una categoŕıa y S una subcategoŕıa plena. Son equivalentes:

1) La inclusión S
� � h // C es densa.

2) Para todo objeto P de C la clase de todas las flechas que salen de objetos de S y tienen
codominio P es epimorfa estricta.

Cuando se cumplen estas afirmaciones decimos que S es densa en C o bien que “gen-
era” C.

Demostración. 1) implica 2) por el lema 2.28 (coĺımite implica familia epimorfa estricta).
Veamos la otra implicación.

ΓhP
π // S

h // C

El cono Cα
λα−→ P está dado trivialmente. Si tenemos otro cono Cα

µα−−→ Q:

Cα
λα //

µα   @
@@

@@
@@

@ P

Q

sólo debemos ver que (µα) es compatible con (λα). Sean Z
a−→ Cα y Z

b−→ Cβ tales que
λαa = λβb. Supongamos primero que Z ∈ S.
Escribamos λγ = λαa = λβb.
(Z, λγ) ∈ ΓiP . De esta forma, a y b dan flechas en ΓiP .

Cα
λα

��@
@@

@@
@@

@

Z

a
??~~~~~~~~

b
//

λγ

''
Cβ

λβ

// P

Como (µα) es cono, λαa = λγ = λβb⇒ µαa = µγ = µβb.
Si ahora Z es cualquiera, para toda flecha L t−→ Z con L ∈ S, por lo probado recién, vale
µαat = µβbt. Usando la hipótesis (2) para Z, la familia de las flechas t es epimorfa, luego
µαa = µβb.
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2.33 Observación. Sea C una categoŕıa con un conjunto generador S. Para que un cono
C

pi−→ Ci en C sea un ĺımite basta con que se cumpla la propiedad universal para los objetos
generadores.

2.4. Lemas de Yoneda

2.34 Proposición. Lema de Yoneda I.
Sea C una categoŕıa, F ∈ EnsC y C ∈ C se tiene una biyección {[C,−]C

τ−→ F} ↔ FC que
resulta natural en las variables C y F .

Demostración. La biyección se define, para un lado:

{[C,−]C
τ−→ F} // FC

τ � // τC(idC)
Para la inversa, sea α ∈ FC y f ∈ [C,D]. Se define α̃D(f) = Ff(α)

idC ∈ [C,C]
α̃C //

f∗
��

FC 3 α

Ff

��
f ∈ [C,D]

α̃D

// FD

Se chequea la naturalidad de α̃, que las dos composiciones dan las identidades y la
naturalidad en C y F .

2.35 Observación. Si aplicamos el lema a Cop podemos escribir [−, C]C en lugar de
[C,−]Cop.

2.36 Corolario. La inclusión de Yoneda C h−→ EnsCop
, h(C) := [−, C]C, es plenamente

fiel.

Tener una flecha C → D equivale a [−, C] → [−, D]. Por esta razón es frecuente la
omisión del funtor h, considerando C ↪→ EnsCop

. Usaremos constantemente el abuso de
escribir C α−→ F para referir tanto al elemento en FC como a la transformación natural
[−, C]→ F correspondiente.

Los diagramas de la pinta

C
f //

αf   @
@@

@@
@@

D

α

��

C
tα

��@
@@

@@
@@

α

��
F F

t
// G

(C,D ∈ C, F,G ∈ EnsCop
) tienen sentido gracias a la naturalidad de la biyección del lema

de Yoneda I.
Notar que EnsCop

completa por ĺımites y coĺımites pequeños a la categoŕıa arbitraria
C.
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2.37 Proposición. Lema de Yoneda II.
El funtor C h−→ EnsCop

es denso.

Demostración. En la categoŕıa EnsCop
las familias epimorfas son estrictas (observación

2.27). Por lo tanto basta con comprobar que la familia de flechas [−, C]→ F es epimorfa,
es decir que es suryectiva lugar a lugar. Esto es inmediato del lema de Yoneda I, pues todo
α ∈ FC es igual a α̃C(idC)

2.38 Observación. La inclusión de Yoneda preserva ĺımites.

Demostración. Sea C
pi−→ Ci un ĺımite en C, y F

gi−→ Ci un cono (F ∈ EnsCop
). Para cada

D
α−→ F , con D ∈ C, tenemos:

D
α //

tα ��

F

∃!t
��

gi

  @
@@

@@
@@

C pi

// Ci

Las tα aparecen porque C
pi−→ Ci es ĺımite en C. Por el lema de Yoneda II existe un único

t tal que los triángulos de la izquierda conmutan, lo cual equivale a que conmuten los de
la derecha.
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3. Aspectos introductorios a la teoŕıa de topos

3.1. Categoŕıa de haces sobre un sitio

3.1 Definición. Un sitio es una categoŕıa con una topoloǵıa. Una topoloǵıa consiste en
una clase cov(C) para cada objeto C ∈ C, de familias de flechas (Cα

λα−→ C) (cubrimientos)
satisfaciendo las siguientes propiedades.
(1) Si C

f−→ D es un isomorfismo, (C
f−→ D) ∈ cov(D).

(2) Si (Cα
λα−→ C) ∈ cov(C) y se tiene una D

f−→ C entonces existe un cubrimiento de D,
(Dγ

µγ−→ D) tal que cada flecha fµγ se factoriza por alguna λα:

Dγ
tγ //

µγ

��

Cαγ

λαγ

��
D

f // C

(3) Los cubrimientos son estables por composición: si (Cα
λα−→ C) ∈ cov(C) y (Cα,γ

µα,γ−−−→
Cα) ∈ cov(Cα) entonces (Cα,γ

λαµα,γ−−−−→ C) ∈ cov(C).
(4) Si un refinamiento de una familia cubre, entonces la familia original también cubre.

Es decir:
Dada una familia de flechas Cα

λα−→ C y un cubrimiento Dγ
µγ−→ C tal que cada flecha se

factoriza por una λα,

Dγ

µγ

((PPPPPPPPPPPPPPPPP

tγ !!C
CC

CC
CC

C

Cαγ
λαγ

// C

se tiene (λα) ∈ cov(C).

3.2 Observación. Si C tiene pull-backs, la condición (2) es equivalente a que los cubri-
mientos sean estables por pull-backs (usando (4)).

3.3 Observación. La intersección de topoloǵıas es una topoloǵıa. Además, se tiene la
topoloǵıa máxima (o discreta) en la que toda familia Cα → C es un cubrimiento (incluso
φ ∈ cov(C)). Esto permite definir la topoloǵıa generada por un conjunto arbitrario de
familias Cα → C.

La topoloǵıa indiscreta es la generada por el vaćıo. Está formada por las familias
Cα

λα−→ C tales que alguna λα es una retracción. Es la menor topoloǵıa, está contenida en
cualquier otra.

3.4 Definición. Tal como ha sido mencionado recién en la propiedad (4), un refinamiento
de una familia de flechas Cα

λα−→ C es otra familia Dγ
µγ−→ C tal que cada flecha se factoriza

por una λα.
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Dγ

µγ

((PPPPPPPPPPPPPPPPP

tγ !!C
CC

CC
CC

C

Cαγ
λαγ

// C

3.5 Observación. Dados dos cubrimientos de un mismo objeto Cα
λα−→ C y Dβ

µβ−→ C,
existe un tercer cubrimiento que refina a ambos:

Eγ
sγ //

ργ

!!D
DD

DD
DD

DD

tγ
��

Cαγ

λαγ

��
Dβγ µβγ

// C

Demostración. Basta con tomar para cada β un cubrimiento Fβ,δ
τβ,δ−−→ Dβ tal que las

flechas µβτβ,δ se factoricen por alguna λα (condición 2). El conjunto de todas las flechas

Fβ,δ
µβτβ,δ−−−−→ C es un cubrimiento (por la condición 3) que refina a (λα) y a (µβ).

3.6 Definición. Un haz sobre un sitio C es un prehaz que cree que los cubrimientos son
familias epimorfas estrictas. Es decir: para todo cubrimiento Cα

λα−→ C y toda familia
Cα

τα−→ F compatible, existe una única C τ−→ F tal que τλα = τα.

Cα
λα //

τα   A
AA

AA
AA

A C

∃!
��
F

Llamaremos C̃ a la categoŕıa de haces sobre el sitio C. Se define como la subcategoŕıa
plena de EnsCop

cuyos objetos son los haces.

3.7 Observación. Usando que para todo prehaz Z la familia de flechas D −→ Z con
D ∈ C es epimorfa (lema de Yoneda 2) se obtiene que para que valga la compatibilidad de
una familia Cα

τα−→ F con un cubrimiento Cα
τα−→ C es suficiente testearla solamente para

objetos D ∈ C.

3.2. Construcción del funtor “haz asociado”

Exhibiremos a continuación una construcción del funtor EnsCop #−→ C̃ adjunto a izquier-
da de la inclusión. Asigna a cada prehaz el haz de alguna manera más cercano. La exposi-
ción resulta novedosa por ser “en un solo paso”, a diferencia de la tradicional que requiere
la aplicación de un mismo funtor dos veces para obtener #. La nueva idea introducida
es la de las familias “localmente compatibles”. No es preciso entender los detalles de esta
construcción para continuar la lectura.
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3.8 Definición. Sea F ∈ EnsCop
. Una familia Cα

τα−→ F se dice localmente compatible
con un cubrimiento Cα

λα−→ C si para todo par de flechas Z a−→ Cα, Z b−→ Cβ tales que
λαa = λβb, existe un cubrimiento de Z, Zi

mi−−→ Z tal que ταami = τβbmi.

Cα
λα

  A
AA

AA
AA

A τα

##
Zi

mi // Z

a
>>~~~~~~~~

b ��@
@@

@@
@@

@ C Z

Cβ

λβ

??~~~~~~~~ τβ

<<

3.9 Definición. Definimos #F (C) como el conjunto de familias Cα
τα−→ F localmente

compatibles con algún cubrimiento Cα
λα−→ C, cocientado por una relación de equivalencia.

Dos tales familias están relacionadas si existe un cubrimiento de C que refina a ambos
cubrimientos de manera que se igualan las dos familias. Más precisamente:

Cα
λα //

τα   A
AA

AA
AA

A C

∼

Dβ
µβ //

σβ   A
AA

AA
AA

A C

F F

si existe un cubrimiento Eγ
νγ−→ C tal que el siguiente diagrama conmuta para todo γ.

Cαγ

λαγ

  A
AA

AA
AA

A ταγ

&&
Eγ

rγ
=={{{{{{{{ νγ //

sγ !!C
CC

CC
CC

C C F

Dβγ

µβγ

>>}}}}}}}} σβγ

88

3.10 Proposición. La relación recién definida es de equivalencia.

Demostración. Reconstruiremos el conjunto #F (C) como un coĺımite en Ens. Como ca-
tegoŕıa de ı́ndices tomamos ΛFC , cuyos objetos son los cubrimientos de C junto con una
familia localmente compatible: Cα

λα //

τα
  B

BB
BB

BB
B C

F

y las flechas son los refinamientos que respetan

las familias localmente compatibles:
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Cα

λα //

τα

  A
AA

AA
AA

A C Dβ

µβ //

σβ
  A

AA
AA

AA
A C

F F

r //

significa Dβ

rβ

CCC
C

!!C
CC

µβ

((QQQQQQQQQQQQQQQQ

σβ

))

Cαβ

λαβ //

ταβ

CCC

!!C
CC

C

F

El funtor ΛFC −→ Ens es simplemente el singleton en cada objeto con las únicas flechas
posibles. Mostraremos que la categoŕıa de ı́ndices tiene la propiedad PS1. Sabiendo esto, es
claro que la relación definida anteriormente no es otra cosa que la relación de equivalencia
propia de este coĺımite.

Tenemos Cα

λα //

τα
  B

BB
BB

BB
B C

F

y dos cubrimientos que refinan a (λα): Dβ → C y Eγ → C que

inducen sendas flechas de ΛFC . Tomando un cubrimiento Ri → C que refine a estos dos
últimos, obtenemos:

Dβi

rβi // Cαβi

λαβi

BB

  B
BB

ταβi

''OOOOOOOOOOOOOO

Tij
∃mij // Ri

ti
>>}}}}}}}}

ui   A
AA

AA
AA

A C F

Eγi sγi

// Cαγi

λαγi|||

>>|||
ταγi

77ooooooooooooooo

Como λαβi
rβi
ti = λαγi

sγiui y (τα) es una familia localmente compatible, podemos cubrir
cada Ri con (mij)j de manera que ταβi

rβi
timij = ταγi

sγiuimij .

3.11 Definición. Definamos #F sobre las flechas de C.
Sea C

f−→ D una flecha en C. Debemos definir una flecha #F (D) −→ #F (C). Tomemos
un elemento cualquiera τ ∈ #F (D), supongámoslo representado por Dα

λα //
τα

!!B
BB

BB
BB

B D

F

. Con-

sideramos un cubrimiento de Cγ
µγ−→ C tal que (fµγ) se factorice por (λα).

Cγ
µγ //

rγ

��

C

f

��
Dαγ

λαγ //

ταγ !!C
CC

CC
CC

C D

F
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Definimos #F (f)(τ) como la clase correspondiente a la familia (ταγrγ) con el cubrimiento
(µγ). Es fácil ver que es localmente compatible.

A continuación probamos la buena definición. En primer lugar, que la definición no
depende de la elección del cubrimiento de C (para un mismo representante de τ) y luego
que no depende de la elección del representante de τ .

Demostración. Debemos mostrar que para dos cubrimientos de C que se factorizan por
(λα) se obtienen familias equivalentes. Considerando un cubrimiento que refina a ambos,
nos basta con probar que cada familia es equivalente a la familia refinada. Pero tal equiv-
alencia está provocada por el mismo refinamiento, como se puede ver en los siguientes
diagramas.

Pγ
µγ //

rγ

��

C

f

��
Dαγ

λαγ //

ταγ !!C
CC

CC
CC

C D

F

Qδ

sδ ""D
DD

DD
DD

D
νδ

((QQQQQQQQQQQQQQQQQQ

Pγδ

µγδ //

rγδ

��

C

f

��
Dαγδ

λαγδ //

ταγδ !!D
DD

DD
DD

D
D

F
Probemos ahora que eligiendo distintos representantes de τ se obtiene igual resultado.

Basta con chequearlo para los generadores de la relación de equivalencia. Sean entonces

Eα

λα //

τα
!!B

BB
BB

BB
B D

F

y un refinamiento dado por Fγ
rγ−→ Eαγ

λαγ−−→ D. Tomando un cubrimiento de

C que se factorice por µγ = λαγrγ obtenemos:

Cδ
νδ

((RRRRRRRRRRRRRRRRRR

sδ

��
Fγδ

rγδ ""D
DD

DD
DD

D
µγδ

((QQQQQQQQQQQQQQQQQ C

f

��
Eαγδ

λαγδ //

ταγδ !!C
CC

CC
CC

C
D

F

El mismo cubrimiento se factoriza también por (λα).

3.12 Observación. #F es un funtor. Es trivial que preserva identidades. El siguiente
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diagrama muestra que también preserva la composición.

Cδ //

��

C

f

��
Dγδ

//

��

D

g

��
Eαγδ

//

ταγδ !!C
CC

CC
CC

C
E

F

3.13 Observación. Se tiene una transformación natural F k−→ #F asignándole a cada
elemento C a−→ F de FC la clase de C

id //

a

  @
@@

@@
@@

@ C

F

en #F (C).

Demostración. La naturalidad, expresada a la izquierda, la da el diagrama de la derecha.

FC
kC // #F (C)

FD

Ff

OO

kD

// #F (D)

#F (f)

OO C
id //

f
��

C

f
��

D
id //

a
  A

AA
AA

AA
D

F

3.14 Lema. Sea Z un objeto de C y Z
a //
b
// F

k // #F tales que ka = kb. Entonces

existe un cubrimiento Zi
λi−→ Z tal que aλi = bλi para todo i.

Demostración. La hipótesis es que Z
id //

a

  @
@@

@@
@@

Z

∼

Z
id //

b
  @

@@
@@

@@
Z

F F

. Es decir que existe un re-

finamiento del cubrimiento (idZ) que iguala a a y a b. Pero un refinamiento tal debe

estar dado por un cubrimiento de Zi
λi−→ Z factorizado trivialmente por (idZ). Luego,

aλi = bλi.

3.15 Lema. Sea Cα
λα−→ C un cubrimiento. Supongamos que para cada α se tiene un

diagrama

Cα
λα //

τα

��

C

τ

��
F

k
// #F
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Los diagramas son conmutativos si y sólo si (τα) es una familia localmente compatible
con (λα) y (τα, λα) es un representante de τ .

Demostración. Supongamos primero que (τα) es una familia localmente compatible con
(λα) y (τα, λα) es un representante de τ . Pensando kτα como elemento de #F (Cα), pode-
mos elegir como representante a Cα

id //

τα
!!D

DD
DD

DD
D Cα

F

. Para τλα obtenemos el mismo representante:

Cα
id //

id
��

Cα

λα

��
Cα

λα //

τα !!C
CC

CC
CC

C C

F

Por lo tanto kτα = τλα.
Ahora supongamos que los diagramas conmutan. Que (τα) es localmente compatible

con (λα) es consecuencia inmediata del lema anterior, 3.14.
Para ver que (τα, λα) es un representante de τ , consideremos un representante cualquiera

de τ , (σγ , µγ). Gracias a la existencia de refinamientos podemos suponer que (µγ) refina
a (λα).

Dγ

µγ

((QQQQQQQQQQQQQQQQQ

rγ
!!C

CC
CC

CC
C

σγ

��1
11

11
11

11
11

11
11

1

Cαγ

λαγ //

ταγ

��

C

τ

��
F

k
// #F

El cuadrilátero exterior conmuta por la otra implicación de este lema. Usando también
que el cuadrado conmuta, se obtiene kσγ = kταγrγ . Por el lema 3.14 las flechas σγ y ταγrγ
se igualan localmente en un cubrimiento deDγ . Estos cubrimientos inducen un cubrimiento
de C que refina tanto a (µγ) como a (λα) e iguala las familias correspondientes (σγ) y
(τα).

3.16 Proposición. #F es un haz.

Demostración. Probemos primero que #F es un monoprehaz, es decir que se cumple la
unicidad de la flecha en la definición de haz. Esto equivale a que para todo cubrimiento

Cα
λα−→ C y todo par de flechas C

a //
b
// #F tal que aλα = bλα, valga a = b (#F cree

que los cubrimientos son familias epimorfas).
Suponiendo entonces aλα = bλα elijamos representantes para a y para b pensados

como elementos de #F (C). Tomando un cubrimiento que refina a los cubrimientos corres-
pondientes a dichos representantes, pero que también refina a (λα), obtenemos
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Dγ
µγ //

σγ

��
τγ

��

C

b
��

a

��
F

k // #F

con aµγ = bµγ . Gracias al lema 3.15, kτγ = aµγ y kσγ = bµγ . Luego, kτγ = kσγ . Aplicando
el lema 3.14 podemos cubrir cada Dγ igualando a τγ y a σγ localmente.

Dγi

ργi
!!C

CC
CC

CC
C

νγi // Dγ
µγ //

σγ

��
τγ

��

C

b
��

a

��
F

k // #F

Aplicando la otra implicación del lema 3.15 hayamos un representante común a a y a
b, o sea que a = b.

Pasemos a demostrar la existencia de la flecha de la definición de haz. Sea Cα
τα−→ #F

una familia compatible con el cubrimiento Cα
λα−→ C. Tomando representantes para cada

flecha τα, conseguimos:

Cαγ
µαγ //

ταγ

��

Cα
λα //

τα

!!C
CC

CC
CC

C C

τ

		
F

k
// #F

con ταµαγ = kταγ . Se comprueba fácilmente que la familia (ταγ) es localmente compatible
con el cubrimiento λαµαγ usando que (τα) es compatible con (λα), que ταµαγ = kταγ y el
lema 3.14, en ese orden.

De esta forma, (ταγ) induce un C τ−→ #F tal que el rectángulo conmuta. Como conse-
cuencia, τλαµαγ = ταµαγ . Como #F es monoprehaz podemos cancelar µαγ en la última
igualdad, y eso completa la demostración.

3.17 Observación. # : EnsCop −→ C̃ es un funtor.

Demostración. Si F t−→ G es una flecha de EnsCop
, definimos #F (C)

#tD−−−→ #G(C) como
sigue. A la clase de Cα

λα //

τα
  B

BB
BB

BB
B C

F

le asignamos la clase de Cα

λα //

τα
  B

BB
BB

BB
B C

F
t // G

Es inmediato que (tτα) es localmente compatible con (λα) y que la función está bien
definida (no vaŕıa al tomar un refinamiento). La naturalidad es simplemente la asociativi-
dad de la composición en el siguiente diagrama.
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Dγ
µγ //

rγ

��

D

f

��
Cαγ

λαγ //

τα
!!B

BB
BB

BB
B C

F
t // G

3.18 Observación. k es una transformación natural EnsCop
id //

i#
// EnsCop

�� (i es la in-

clusión de C̃ en EnsCop
).

Demostración. Por la densidad de C en EnsCop
, es suficiente probar que para toda C α−→ F

(C ∈ C) vale #tkα = ktα. C

α

��?
??

??
??

?

F

t

��

k // #F

#t

��
G

k
// #G

Pero ambos elementos están dados por C
id //

α

  @
@@

@@
@@

@ C

F

t
  @

@@
@@

@@
@

G

Pasamos a demostrar que vale la adjunción.

3.19 Observación. Si Cα
λα−→ C es un cubrimiento, Cα

τα−→ F es una familia localmente
compatible y F un monoprehaz, entonces (τα) es compatible con (λα).

Demostración. Es inmediato.

3.20 Lema. Si F es un haz, F k−→ #F es un isomorfismo.

Demostración. Veamos que es mono. Partiendo de C
a //
b
// F

k // #F con ka = kb, por

el lema 3.14, a y b se igualan localmente en algún cubrimiento de C, pero al ser F un haz,
a = b.

Veamos que es suryectiva en cada lugar. Sea C τ−→ #F un elemento de #F (C). Eligien-
do un representante podemos armar los cuadrados conmutativos
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Cα
λα //

τα

��

C

τ

��σ
}}

F
k // #F

(τα) es localmente compatible con (λα) pero como F es un haz, es compatible. Por
lo tanto, existe una C σ−→ F tal que σλα = τα. Componiendo con k queda τλα = kσλα.
Como #F es un haz, se puede cancelar λα.

3.21 Proposición. El funtor # es adjunto a izquierda de la inclusión.

Demostración. La adjunción está dada por k como unidad. Sólo debemos probar que para
todo prehaz F y todo haz G, la flecha F k−→ #F induce una biyección [#F,G] k∗−→ [F,G].
Es decir que para toda flecha F m−→ G existe una única #F l−→ G tal que lk = m.

F
k //

m
!!B

BB
BB

BB
B #F

l
��
G

La existencia es consecuencia inmediata del lema anterior, como muestra la siguiente
figura.

F
kF //

m

��

#F

#m
��

G
kG // #G
k−1

G

ii

Veamos la unicidad. Sean #F a−→ G y #F b−→ G tales que ak = bk = m. Para cada
C

τ−→ #F podemos armar

Cα
λα //

τα

��

C

τ

��
F

k //

m
""D

DD
DD

DD
DD

#F

b
��

a

��
G

de donde sale aτλα = bτλα. Como G es haz, aτ = bτ . Dado que las flechas C τ−→ #F
forman una familia epimorfa, a = b.

Por último, mostraremos que # preserva ĺımites finitos. Más adelante veremos que esta
propiedad es de gran importancia.
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3.22 Lema. Sean F1, ..., Fn prehaces y C
ri //
si

// Fi
kFi // #Fi .

Existe un cubrimiento Cα
λα−→ C tal que riλα = siλα para todo i.

Demostración. Para n = 1 es el lema 3.14. Para el paso inductivo se usa que composición
de cubrimientos es cubrimiento.

El siguiente lema constituye la idea principal de la demostración de la proposición que le
sigue.

3.23 Lema. Sea (Fi) un diagrama finito de prehaces y C
ti−→ #Fi un cono con C ∈ C.

Existe un cubrimiento Cα
λα−→ C junto con flechas Cα

τi,α−−→ Fi tales que

Fi
ki // #Fi

Cα

τi,α

OO

λα

// C

ti

OO

conmuta y para cada α las flechas τi,α dan un cono.

Demostración. Sabemos que el lema vale para un diagrama con un solo objeto y sin
flechas (lema 3.15). Para un diagrama finito sin flechas, podemos tomar cubrimientos que
sirvan independientemente para cada Fi y luego se toma un cubrimiento que refine a todos
(propiedad F1).

Para un diagrama finito cualquiera, primero tomamos Cα
λα−→ C y (τi,α) como si no

hubiera flechas (como recién) obteniendo cuadrados conmutativos kiτi,α = tiλα, pero sin
que las flechas (τi,α) den necesariamente conos. Ahora la estrategia es, por cada flecha
Fi

m−→ Fj del diagrama, refinar el cubrimiento de manera que las nuevas (τi,α) cumplan
τj,α = mτi,α. En principio tenemos:

Fj
kj // #Fj

Fi

m

>>}}}}}}}} ki // #Fi

#m
<<yyyyyyyy

Cα

τi,α

OO

τj,α

II��������������������

λα

// C

ti

OO

tj

HH���������������������

kj m τi,α = #m ki τi,α = #m ti λα = tj λα = tj λα = kj τj,α

Por el lema anterior podemos encontrar un cubrimiento para cada Cα tal que se igualan
mτi,α y τj,α. Componiéndolos con (λα) obtenemos el cubrimiento que deseábamos. Este
proceso lo podemos repetir para todas las flechas.
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3.24 Proposición. El funtor # preserva los ĺımites finitos.

Demostración. Sea F
pi−→ Fi un ĺımite finito en EnsCop

. Basta con chequear la propiedad
universal de #F

#pi−−→ #Fi para los conos C ti−→ #Fi con C ∈ C.
Veamos la unicidad de la P.U.:

Sean C
r //
s
// #F dos flechas tales que #pir = #pis = ti. Por el lema anterior, podemos

conseguir un cubrimiento Cα
λα−→ C junto con flechas rα, sα y ti,α

Fi
ki // #Fi

F
k //

pi

>>~~~~~~~~
#F

#pi

<<yyyyyyyy

Cα

ti,α

OO

rα

``@@@@@@@@

sα

``@@@@@@@@
λα // C

ti

OO

r

bbEEEEEEEEE

s
bbEEEEEEEEE

tales que krα = rλα, ksα = sλα, kiti,α = tiλα, y además (ti,α) son conos en i, pirα = ti,α
y pisα = ti,α (en este caso el diagrama en cuestión para aplicar el lema se forma con el
diagrama (Fi) más dos objetos -ambos iguales a F - y las flechas pi dos veces). Como F es
ĺımite, rα = sα, de donde r = s.

La existencia:
Sea C ti−→ #Fi un cono. Por el lema anterior conseguimos un cubrimiento Cα

λα−→ C y

conos Cα
ti,α−−→ Fi tales que kiti,α = tiλα.

Fi
ki // #Fi

F
k //

pi

>>~~~~~~~~
#F

#pi

<<yyyyyyyy

Cα

ti,α

OO

tα

``

λα // C

ti

OO

bb

Las flechas tα aparecen por la propiedad universal de F . Se comprueba que (ktα) es
compatible con λα usando la unicidad de la P.U. recién probada. Por lo tanto existe una
C

t−→ #F tal que tλα = ktα.
Siguiendo el diagrama se comprueba que tiλα = #pitλα de donde, por ser los #Fi

haces, #pit = ti.

3.3. El funtor C ε−→ C̃

C ε−→ C̃ se define como la composición C h−→ EnsCop #−→ C̃.
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3.25 Proposición. C ε−→ C̃ preserva ĺımites finitos y manda cubrimientos a familias epi-
morfas estrictas.

Demostración. ε preserva ĺımites finitos porque tanto h como # los preservan.

Sea Cα
λα−→ C un cubrimiento, y #Cα

τα−→ F una familia compatible con #Cα
ε(λα)−−−→ #C

Cα
λα //

k
��

C

k
��

#Cα
ε(λα) //

τα
""D

DD
DD

DD
D #C

F

(ταk) es compatible con (λα) (es inmediato usando que el rectángulo conmuta y que
(τα) es compatible). Como F es un haz, ∃!C t−→ F tal que tλα = ταk. Como # es adjunto
a izquierda ∃!#C m−→ F tal que mk = t.

Cα
λα //

k
��

C

t

��







k
��

#Cα
ε(λα) //

τα
""D

DD
DD

DD
D #C

m
}}||

||
||

||

F

Para ver que mε(λα) = τα se comprueba sin dificultad que mε(λα)k = ταk y luego
se puede cancelar k por la adjunción. La unicidad de m: si l también hace conmutar
el triángulo, entonces componiendo con k se llega a lkλα = tλα. Por la unicidad en la
propiedad de haz para F, lk = t, de donde l = m.

Nota. Vale la rećıproca de la proposición anterior: si (ελα) es epimorfa estricta entonces
(λα) es un cubrimiento.

3.26 Proposición. El funtor ε es denso.

Demostración. Como las flechas C α−→ F forman una familia epimorfa estricta en EnsCop

para todo haz F (lema de Yoneda II) y # preserva familias epimorfas estrictas (por preser-

var coĺımites y ĺımites finitos), las flechas #C
#α−−→ F forman una familia epimorfa estric-

ta.

3.27 Proposición. Sea C un sitio. Son equivalentes:
a) Los funtores representables son haces.
b) Los cubrimientos son familias epimorfas estrictas en C.
c) El funtor C ε−→ C̃ es plenamente fiel.
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3.28 Observación. Dada una categoŕıa C y un conjunto cualquiera de prehaces, es posible
definir la topoloǵıa más fina tal que esos prehaces son haces. Si en particular consideramos
los prehaces representables, se obtiene la “topoloǵıa canónica”. Si C tiene ĺımites finitos la
topoloǵıa canónica está formada por las familias epimorfas estrictas universales.

La proposición anterior describe las topoloǵıas menos finas que la canónica, por lo que
son llamadas “topoloǵıas subcanónicas”.

3.4. Propiedades de exactitud

Estudiaremos en esta sección algunas propiedades importantes de la categoŕıa de los
conjuntos que son también heredadas por las categoŕıas de prehaces y de haces sobre un
sitio.

A continuación generalizamos la definición de relación de equivalencia para una ca-
tegoŕıa cualquiera. Esta noción únicamente será utilizada para enunciar el teorema de
Giraud. No incluimos algunas demostraciones pero salen todas sin dificultad.

Para empezar, podemos extender la definición de relación de equivalencia en Ens a
todo monomorfismo R→ A×A cuya imagen sea una relación de equivalencia.

3.29 Proposición. Sea R
q−→ A×A una flecha en Ens. Son equivalentes:

1) R
q−→ A×A es una relación de equivalencia.

2) [B,R]
q∗−→ [B,A × A] ' [B,A] × [B,A] es una relación de equivalencia para todo

conjunto B.

Idea para la demostración: Ambas afirmaciones son equivalentes a
[∗, R]

q∗−→ [∗, A]× [∗, A] es una relación de equivalencia.

3.30 Definición. Una flecha R
q=(q1,q2)−−−−−−→ A × A en una categoŕıa C es una relación de

equivalencia si para todo B ∈ C, [B,R]
q∗−→ [B,A]× [B,A] es una relación de equivalencia

en Ens.

3.31 Lema. En una categoŕıa con un conjunto de generadores, R
q−→ A×A es una relación

de equivalencia si y sólo si [C,R]
q∗−→ [C,A] × [C,A] es una relación de equivalencia para

todo generador C.

3.32 Corolario. Sean F,G ∈ EnsCop
.

F
q−→ G×G es una relación de equivalencia si y sólo si para todo C ∈ C, FC qC−→ GC×GC

es una relación de equivalencia en Ens.

Demostración. Es consecuencia del lema anterior y los lemas de Yoneda.

3.33 Observación. Si se tiene un pull-back de la forma:

R
q1 //

q2

��

A

π
��

A π
// Q

entonces q = (q1, q2) es una relación de equivalencia.
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3.34 Definición. Una relación de equivalencia R
q−→ A × A se dice efectiva si existe un

morfismo A π−→ Q tal que el cuadrado

R
q1 //

q2

��

A

π
��

A π
// Q

es un pull-back y un push-out (o, equivalentemente, el cuadrado es un pull-back y π es
coegalizador de q1 y q2). En este caso, se dice que la flecha A π−→ Q es el cociente de la
relación y resulta ser un epimorfismo estricto.

Si π es un epimorfismo estricto universal (i.e.: al cambiar de base se obtiene un epi-
morfismo estricto) entonces se dice que la relación de equivalencia es efectiva y universal.

3.35 Definición. Un objeto inicial 0 se dice vaćıo si toda flecha A→ 0 es un isomorfismo.
Un coproductoX =

∐
Xi se dice disjunto si los morfismos de inclusión son monomorfismos

y los pull-backs Xi ×X Xj (i 6= j) son un objeto inicial vaćıo.

3.36 Proposición. La categoŕıa Ens posee las siguientes propiedades:
(1) Tiene todos los ĺımites y coĺımites pequeños.
(2) Los coĺımites son universales.
(3) Las familias epimorfas son estrictas y universales.
(4) Las relaciones de equivalencia son efectivas y universales.
(5) Coĺımites filtrantes conmutan con ĺımites finitos.
(6) El objeto inicial es vaćıo y los coproductos son disjuntos.
(7) Tiene un conjunto pequeño de generadores.

Demostración. El punto (1) ya fue tratado. (2) significa que para cada coĺımite Cα
jα−→ C

y cada flecha D
f−→ C, los productos fibrados

Dα
//

λα

��

Cα

jα
��

D
f // C

dan un coĺımite Dα
λα−→ D. La estructura de cono se obtiene naturalmente usando la

propiedad universal del producto fibrado. La propiedad universal de (λα) se chequea
usando la caracterización del coĺımite C =

∐
Cα�∼ y la caracterización del pull-back:

Dα = {(c, d) ∈ Cα ×D/f(d) = c̄}.
En cuanto a (3), ya vimos que las familias epimorfas son estrictas. La universalidad

(son estables por cambio de base) es consecuencia de la universalidad de los coĺımites, ya
que, como vimos, las familias epimorfas pueden ser expresadas como un coĺımite.

Dada una relación de equivalencia R ⊂ A × A, el cociente usual A π−→ A�∼ es un

coegalizador para R
p1 //
p2
// A y hace que el cuadrado
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R
p1 //

p2

��

A

π
��

A π
// A�∼

sea un pull-back.
(5) ya fue probado. El punto (6) es evidente.
Por último, el singleton genera Ens.

3.37 Proposición. La categoŕıa EnsCop
posee las siete propiedades anteriores.

Demostración. Las primeras seis propiedades se deducen inmediatamente usando que los
ĺımites y coĺımites en EnsCop

se calculan lugar a lugar y el lema 2.20. El lema de Yoneda
II dice que los representables forman un conjunto de generadores de EnsCop

.

La siguiente proposición describe los ĺımites y coĺımites en C̃ en términos de los de EnsCop
.

3.38 Proposición. Dado un diagrama de haces (Fα), si Fα
λα−→ F es el coĺımite en EnsCop

entonces Fα
kFλα−−−→ #F es el coĺımite en C̃.

Si tomamos el ĺımite F
pi−→ Fi en EnsCop

de un diagrama de haces cualquiera, entonces
F resulta ser un haz y también es el ĺımite en C̃.

Demostración. La primera afirmación sale aplicando el funtor #, que preserva coĺımites y
es isomorfo a la identidad sobre los haces.

Para la segunda, sólo utilizaremos que C̃ es subcategoŕıa plena y la adjunción # a i.
Veamos que F kF−−→ #F es un isomorfismo. Por la adjunción obtenemos pi tales que pik =
pi,

F
pi //

k
��

Fi

#F

ρ

UU

pi

==||||||||

que dan un cono gracias a la naturalidad de la biyección de la adjunción. Por la propiedad
universal de F , existe un único ρ tal que piρ = pi.

Se deduce que piρk = pi, de donde ρk = idF . Por último, de la conmutatividad de

F
k //

k
��

#F

#F
kρ

<<zzzzzzzz

y la propiedad universal de k se sigue que kρ = id#F .

3.39 Proposición. Las categoŕıas de haces sobre un sitio pequeño también poseen las
siete propiedades de exactitud.
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Demostración. (1) ya lo hemos probado.
(2) sale aplicando el siguiente lema. Si T //

��

G

kG

��
F // #G

es un pullback de prehaces, entonces

F es isomorfo a #T .
(5) es inmediato usando que vale para prehaces, el lema 3.38 y que # conmuta con ĺımites

finitos.
(7) se debe a que los haces de la forma #C con C ∈ C generan (el funtor ε es denso).
(4) y (6) no los demostramos. No son triviales pero tampoco presentan grandes compli-

caciones.
Veamos el punto (3). Sea Fα

fα−→ F una familia epimorfa de haces. Llamamos J al prehaz
imagen (la imagen lugar a lugar). Las fα se factorizan Fα

sα−→ J
l−→ F donde (sα) es

epimorfa en EnsCop
y l es monomorfismo.

Fα
fα //

sα

��

F

J

l{{{{

=={{{{

k
// #J

∃!t

OO

t se debe a la adjunción # a i. Como l es monomorfismo, t es monomorfismo (se usa
el lema 3.15). (fα) epimorfa implica t epimorfismo (de haces). Por otra parte, es fácil
chequear que ksα es una familia epimorfa estricta de haces. Luego, basta con chequear
que t es isomorfismo. Para ello, veremos que un morfismo de haces que es monomorfismo
y epimorfismo es un isomorfismo.

Sea F u−→ G monomorfismo y epimorfismo en C̃. Consideremos el siguiente pushout en
EnsCop

:

F
u //

u

��

G

i1
��

G
i2
// H

Usando que u es monomorfismo de prehaces, se puede ver que el diagrama también es
un pullback, pues lo es lugar a lugar. Aplicándole el funtor # al diagrama obtenemos
un cuadrado que es pullback y pushout en C̃. Como u es epi las identidades nos dan un
pushout. Luego, #i1 = #i2 y son isomorfismos. Al ser estables por cambio de base, u
resulta isomorfismo.

3.5. Definición de topos - Teorema de Giraud

3.40 Definición. Se dice que una categoŕıa es un topos si es equivalente a C̃ para algún
sitio pequeño C.

El siguiente teorema da otras definiciones equivalentes, entre las que se destaca la segunda.
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3.41 Teorema. Teorema de Giraud.
Sea E una categoŕıa. Son equivalentes:

I) E es equivalente a la categoŕıa de haces sobre un sitio pequeño.
II) E posee las siguientes propiedades:

a) Tiene ĺımites finitos.
b) Tiene todos los coproductos pequeños y son universales y disjuntos.
c) Las relaciones de equivalencia son efectivas y universales.
d) Admite un conjunto generador.

III) Los haces sobre E con la topoloǵıa canónica son representables (Ẽ ' E) y E posee un
conjunto de generadores.
IV) Existen una categoŕıa pequeña C y un funtor plenamente fiel E i−→ EnsCop

que admite
un adjunto a izquierda que preserva ĺımites finitos.

3.42 Observación. Para probar que (II) implica (I) se procede como sigue. Se toma un
conjunto de generadores C con ĺımites finitos (ver lema 3.54) y se le da a C la topoloǵıa
formada por las familias Cα

λα−→ C que son epimorfas estrictas universales en E . Es fácil
comprobar que dichas familias también resultan epimorfas estrictas universales en C, de
modo que obtenemos una topoloǵıa subcanónica. Se demuestra que C̃ es equivalente como
categoŕıa a E .

C ε //� n

��=
==

==
==

= C̃
ϕ

��
E

ψ

OO

Como ε es denso, φ se obtiene extendiendo la inclusión, mientras que ψ le asigna a
cada E ∈ E el funtor [−, E]E restringido a C, que es un haz.

3.5.1. Algunos ejemplos de topos

3.43 Definición. Sea C una categoŕıa y X un objeto. Se define C�X como la categoŕıa

cuyos objetos son las flechas C
f−→ X en C y las flechas son los triangulos conmutativos:

C
h //

f   @
@@

@@
@@

@ D

g
~~}}

}}
}}

}

X

Por ejemplo, T op�X es la categoŕıa de los espacios topológicos sobre un espacio dado.
Etal�X será la subcategoŕıa plena de T op�X cuyos objetos son los homeomorfismos locales

(o espacios etales) sobre X.

Ejemplo. Sea X un espacio topológico. Consideramos la categoŕıa O(X) de los conjun-
tos abiertos ordenados por la inclusión. Los cubrimientos abiertos usuales nos dan una
topoloǵıa en el sentido de la definición 3.1. Se define entonces el topos asociado a X:
Top(X) = Õ(X).
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La construcción de Godement es un funtor EnsO(X)op G−→ Etal�X que, al restringirlo a
Top(X) establece una equivalencia de categoŕıas:

Top(X)
G -- Etal�X
Γ

mm

Donde Γ es el funtor que asigna el haz de secciones.
Γ(Y

f−→ X)(U) := {U σ−→ X/fσ = idU}
O(X) tiene ĺımites finitos y los cubrimientos son las familias epimorfas estrictas (son

universales). Es decir que la topoloǵıa considerada es la canónica.
Los topos de la forma Top(X) tienen la siguiente propiedad: los subobjetos4del objeto

final forman un conjunto generador.
Esto se debe a que todas las flechas de O(X) son monomorfismos y el funtor

O(X) ε−→ Top(X), al preservar ĺımites finitos, induce una biyección entre los abiertos de X
y los subobjetos del haz final, biyección que además es un isomorfismo de categoŕıas (ε es
plenamente fiel). Esta observación motiva que se pueda reconstruir el espacio X a partir
de Top(X), lo cual es cierto si y sólo si X es sobrio. 5

Por otra parte, a un espacio topológico X se le puede asociar otro topos, denominado
“topos grande de X”. Como sitio tomamos T op�X donde los cubrimientos son las familias
suryectivas Yα

gα−→ Y tales que las gα son subespacios con imagen abierta. Dado que no se
trata de un sitio pequeño, el topos generado será un V − topos donde V es un universo tal
que U ∈ V.

Los dos topos asociados a un espacio topológico están fuertemente relacionados.

Ejemplo. Para toda categoŕıa C, EnsCop
es un topos. Además de verificar las condiciones

de exactitud de Giraud, es la categoŕıa de haces sobre C con la topoloǵıa indiscreta.
Los topos de la forma EnsCop

se caracterizan por la propiedad de poseer un conjunto
de generadores S tales que para todo X ∈ S el funtor [X,−] preserva epimorfismos y
coproductos. Los prehaces representables verifican estas condiciones.

Algunos casos interesantes son EnsO(X)op
, la categoŕıa de conjuntos simpliciales Ens∆op

(∆ es la categoŕıa de ordinales finitos con los morfismos de orden), la categoŕıa de los multi-
grafos dirigidos (tomando C la categoŕıa con dos objetos y dos flechas entre ellos), EnsG
donde G es una categoŕıa con un solo elemento. En este último ejemplo, la categoŕıa G se
identifica con un monoide (eventualmente un grupo). EnsG es la categoŕıa de conjuntos
munidos con una acción de G, y las flechas son las funciones que preservan la acción. Se
la denomina “topos clasificante de G”.

4En una categoŕıa, los subobjetos de un objeto M dado, son las clases de isomorfismo de los monomor-
fismos N // // M . En este caso (pero no en lo que sigue) cometemos el abuso de llamar subobjetos a
los objetos con un monomorfismo.

5Un espacio topológico se dice sobrio si todo cerrado irreducible es clausura de exactamente un punto.
Un cerrado es irreducible si es no vaćıo y no es unión de dos subconjuntos cerrados propios.

Los espacios Hausdorff, por ejemplo, son sobrios.
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Ejemplo. Si E es un topos y X ∈ E , E�X resulta un topos. Se pueden chequear las
propiedades de Giraud o bien probar que si C es un conjunto de generadores que contiene

a X, E�X '
C̃�X

Ejemplo. Al topos Ens se lo denomina topos puntual o final. Ens se puede genererar como
la categoŕıa de haces sobre el espacio topológico puntual X = {∗}, O(X) = {φ, {∗}}. Para
ver esto hay tener en cuenta que el vaćıo (o sea ninguna flecha) es un cubrimiento de φ.
De esta forma, si F es un haz, F (φ) debe ser un singleton.

La categoŕıa puntual es el topos inicial o vaćıo, y es equivalente a la categoŕıa de haces
sobre el espacio topológico vaćıo. En realidad cualquier sitio con la topoloǵıa discreta
genera el topos inicial.

3.6. Morfismos geométricos

3.44 Definición. Un morfismo geométrico o morfismo de topos E f−→ F es una terna

(f∗, f∗, ϕ) donde f∗ y f∗ son funtores E
f∗ // F
f∗
oo tales que f∗ a f∗, ϕ es un isomorfismo

de adjunción [f∗C,D]
ϕ−→ [C, f∗D] y f∗ preserva ĺımites finitos.

A f∗ se lo llama “imagen directa de f” y a f∗ “imagen inversa”.

Los morfismos geométricos se componen y se tienen morfismos identidad E id−→ E .

3.45 Definición. Una transformación E
f //

g
//⇓γ F entre los morfismos geométricos f y g

es una transformación natural E
f∗ //

g∗
//⇓γ F .

Equivalentemente se puede definir como una transformación natural de g∗ a f∗, ya
que se tiene un isomorfismo canónico entre los conjuntos hom(f∗, g∗) y hom(g∗, f∗) (ver
[MCL], caṕıtulo IV).

3.46 Observación. Dados dos topos E y F se tiene la categoŕıa [E ,F ]TOP en la que
los objetos son los morfismos geométricos y los morfismos son las transformaciones recién

definidas. Dado que una transformación natural F
f∗ //

g∗
//⇑γ E queda determinada al definirla

en un conjunto pequeño de generadores de F (lema 2.31), [f, g][E,F ]TOP
es un conjunto

pequeño. Por lo tanto, [E ,F ]TOP es una U-categoŕıa.
Si consideramos un universo V tal que U ∈ V, los U-topos son categoŕıas V-pequeñas,

por lo tanto [E ,F ]TOP ∈ V. Esto dice que los U-topos forman una V-categoŕıa. De he-
cho, forman una V-2-categoŕıa (que llamaremos TOP ), estructura que es más relevante
en la práctica. Normalmente interesan los diagramas que conmutan “salvo isomorfismo”.
Además, dos topos se consideran esencialmente el mismo, no cuando son isomorfos como
categoŕıas, sino cuando son equivalentes.

3.47 Observación. Un morfismo de topos E f−→ F queda determinado, salvo isomorfismo,
por cualquiera de los dos funtores f∗ y f∗ ya que si dos funtores son adjuntos de un mismo
funtor resultan naturalmente isomorfos (ver [MCL], caṕıtulo IV, sec. 1, cor. 1).
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Luego de los ejemplos probaremos que un funtor entre topos F → E que preserva
coĺımites pequeños posee un adjunto a derecha. Por lo tanto, si además preserva ĺımites
finitos es la imagen inversa de un morfismo de topos.

Observación. Las propiedades de exactitud de los topos permiten definir la noción de
objeto grupo, anillo, módulo, comódulo, etc. Las propiedades de la imagen inversa de un
morfismo de topos garantizan que se preservan las estructuras algebraicas que se definen
mediante ĺımites finitos y coĺımites (además respeta construcciones tales como objetos
libres y productos tensoriales), mientras que las imágenes directas preservan sólo aquellas
estructuras definidas por ĺımites.

3.6.1. Ejemplos de morfismos geométricos

Ejemplo. Si C es un sitio, C̃ � � i // EnsCop

#
oo es un morfismo de topos C̃ → EnsCop

.

Ejemplo. Sea X
f−→ Y una función continua entre dos espacios topológicos. Tenemos la

función O(Y )
f−1

−−→ O(X). Más adelante veremos que por ser un morfismo entre los sitios

nos da un morfismo Top(X)
f−→ Top(Y ) entre los topos. La imagen directa está dada por

EnsO(X)
f∗ // EnsO(Y )

F
� // F ◦ f−1

que se restringe bien a los haces.

También se puede obtener una definición del morfismo de topos inducido por una fun-
ción continua en términos de espacios etales, aunque no demostraremos la compatibilidad
entre las definiciones. Dado un homeo local Z

g−→ Y , tomamos el pullback

X ×Y Z //

h
��

Z

g

��
X

f
// Y

obteniendo un homeo local h. Esto define el funtor imagen inversa Etal�Y
f∗−→ Etal�X.

Si tenemos dos funciones continuas X
f−→ Y

g−→ Z se tiene un isomorfismo
Top(g)Top(f) ' Top(gf), de modo que queda definido un pseudo-funtor de la categoŕıa
de espacios topológicos a la de topos.

Ahora supongamos que tenemos un morfismo de topos dados por espacios topológicos,
Top(X)

f−→ Top(Y ). La imagen inversa, al preservar ĺımites finitos, preserva subobjetos.
Como los representables se identifican con los subobjetos del haz final, existe una única

forma de definir un morfismo de orden O(Y )
f−1

−−→ O(X) tal que
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Top(Y )

'

f∗ // Top(X)

O(Y )

OO

f−1
// O(X)

OO

Por las propiedades de exactitud de f∗, f−1 preserva uniones arbitrarias e intersecciones
finitas. Si Y es sobrio, f−1 es imagen inversa de una única función continua X

f−→ Y , que
inducirá el morfismo de topos f .

Ejemplo. Sea E f−→ Ens un morfismo de topos. La imagen inversa debe enviar un objeto
final ∗ a un objeto final, y como también preserva las uniones disjuntas, resulta que f∗

está uńıvocamente determinado salvo isomorfismo. Por esta razón Ens es el topos puntual
o final, y a los morfismos de topos Ens→ E se los denomina puntos de E .

También se puede ver que hay esencialmente un único morfismo de topos φTop → E ,
donde φTop es el topos vaćıo. La imagen directa del “único” objeto debe ser un objeto
final. Si hay un morfismo E → φTop, la imagen inversa env́ıa los objetos a objetos finales
e iniciales, por lo que E es también el topos vaćıo.

Ejemplo. Un funtor C f−→ D induce un funtor EnsDop f∗−→ EnsCop
que conmuta con

ĺımites y coĺımites pequeños (es consecuencia inmediata de la construcción de ĺımites
y coĺımites lugar a lugar). Por lo tanto, es imagen inversa de un morfismo geométrico
EnsCop → EnsDop

.

Ejemplo. Una flecha X
f−→ Y en un topos E induce un morfismo de topos E�X →

E�Y
llamado morfismo de localización asociado a f . La imagen inversa está dada por el pull-
back tal como en la construcción de Top(f) para espacios etales.

3.6.2. Construcción de un adjunto a derecha

Queremos demostrar el siguiente resultado: sea C una categoŕıa con coĺımites pequeños
y un conjunto de generadores S. Si C F−→ D preserva coĺımites, entonces F es adjunto a
izquierda de un funtor G. Para esto, definiremos G en los objetos como: GD = colim

FC
γ−→D

C,

dicho de otra forma
ΓFD

π−→ C F−→ D

GD := colim π.
Sin embargo, el diagrama de D a través de F no es en general pequeño, con lo cual

no está justificada la existencia de dicho coĺımite. Para superar este inconveniente, se
considera el diagrama mirando sólo objetos de S. El coĺımite del diagrama de D a través
de F |S existe por ser pequeño. Esto implica la existencia del coĺımite grande y la igualdad
entre ambos.
Una vez hecho esto, G se puede definir en las flechas sin dificultad, y se probará la

adjunción.
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3.48 Observación. Dado un funtor C F−→ D, un cono desde F es un D ∈ D junto

con una transformación natural C
F //

cteD

55⇓η D . Los conos desde F forman una categoŕıa que

denotaremos con(F ). Una flecha (D, η)
g−→ (D′, η′) es una flecha D

g−→ D′ tal que η′ = gη.
Los coĺımites de F no son otra cosa que los objetos iniciales de de esta categoŕıa.

3.49 Lema. Sea T
F−→ U un funtor, S h−→ T un funtor denso. El funtor con(F ) h∗−→

con(Fh) es un isomorfismo de categoŕıas.

S� _

h

��

Fh

��

cteC

%%
T

F //

cteC

33 U

y� {{{{{{

��

En particular colim F existe si y sólo si colim Fh existe, y en caso de existir son iguales.

Demostración. El lema 2.31 nos dice que para todo (C, η) ∈ con(Fh) existe un único
(C, η) ∈ con(F ) tal que h∗(C, η) = (C, η), es decir, h∗ es biyectivo en los objetos.

Veamos que h∗ es plenamente fiel. Una flecha entre dos conos (C, η), (D, γ) ∈ con(Fh)
está dada por una C

g−→ D, de manera que γ = gη. Ahora bien, tenemos dos conos
(D, γ), (D, gη) ∈ con(F ). El lema 2.31 dice que son iguales por coincidir en su restricción
a S. Por lo tanto, g da un morfismo entre los conos (C, η) → (D, γ) ∈ con(F ) que es la
preimagen buscada.

3.50 Lema. Si C tiene coĺımites y C F−→ D preserva coĺımites, entonces para todo D ∈ D,
ΓFD tiene coĺımites que son preservados por ΓFD

π−→ C.

Demostración. Supongamos que tenemos un diagrama en ΓFD dado por (Cα, λα). El mismo

nos da un cono hacia D en D: FCα
λα−→ D. Debemos construir el coĺımite en ΓFD. Sea

Cα
rα−→ C coĺımite de la proyección del diagrama en C.

FCα
Frα−−→ FC es coĺımite, por lo tanto ∃!λ tal que λFrα = λα. Probaremos que el cono

(Cα, λα) rα−→ (C, λ) es universal. Sea (Cα, λα) sα−→ (T, µ) otro cono.

FCα
Frα //

Fsα

RR

))RRRRRRRRRRR

λα

��4
44

44
44

44
44

44
44

FC

λ

��

""E
E

E
E

FT

µ
||yyyyyyyy

D
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Aplicando π a (Cα, λα) sα−→ (T, µ) tenemos un cono Cα
sα−→ T . Como C es coĺımite,

∃!t(C t−→ T ) tal que trα = sα. Sólo resta ver que µFt = λ.
µFt Frα = µFsα = λα = λFrα. Como FC es coĺımite, µFt = λ.
Por último, π preserva coĺımites por como se han construido.

3.51 Observación. Si construimos el diagrama de D a través de C F−→ D restringido a
un conjunto de generadores S ⊂ C, obtenemos una subcategoŕıa plena de ΓFD.

ΓF |SD� _

��

π̃

��?
??

??
??

?

ΓFD π
// C F // D

Además ΓF |SD es pequeña y genera ΓFD.
Aplicando el lema anterior concluimos que colim π existe.

Demostración. Se ve que es una subcategoŕıa plena y pequeña. Resta ver que el funtor
ΓF |SD ↪→ ΓFD es denso.

Tomamos un (C,α) ∈ ΓFD. El diagrama a través de la inclusión está dado por los
objetos de la forma (S, β)

g−→ (C,α) con S ∈ S, S
g−→ C tales que

FS
Fg //

β ""E
EEEEEEE FC

α

��
D

o sea que β queda determinada: β = αFg. Esto hace que la proyección a C del diagrama
(S, β)

g−→ (C,α) sea el diagrama de C a través de la inclusión S → C. C es coĺımite de
este diagrama porque S es un conjunto de generadores. Luego, por como se construyen los
coĺımites en ΓFD, (C,α) es coĺımite.

3.52 Proposición. Sea C una categoŕıa con coĺımites pequeños y un conjunto de genera-
dores. Si C F−→ D preserva coĺımites, entonces F es adjunto a izquierda de un funtor G.

Demostración. Ya tenemos definido G en los objetos como la proyección sobre C del dia-
grama a través de F . En una flecha D t−→ D′ se define inmediatamente usando el lema 2.7,
ya que t da un funtor entre los diagramas:

ΓFD

t∗
��

πD

��>
>>

>>
>>

>

ΓFD′ πD′
// C F // D

t∗(C,α) = (C, tα)
FC

α−→ D
t−→ D′
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La funtorialidad es trivial. Probaremos la adjunción mediante la counidad FG(D) σ−→ D.

Para cada flecha FC
γ−→ D tenemos la inclusión en el coĺımite C

jγ−→ colim
FA

α−→D

A = GD. Si

aplicamos F seguimos teniendo un coĺımite FC
F (jg)−−−→ colim

FA
α−→D

FA = FG(D). Las flechas

FC
γ−→ D forman un cono hacia D en D:

FC
γ

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

F (jγ)
��

FG(D) = colim
FA

α−→D

FA
∃!σ

// D

Existe un único σ tal que σF (jγ) = γ. Esto ya prueba que para cada flecha FC
γ−→ D

existe una flecha C t−→ G(D) tal que σFt = γ, pero debemos probar la unicidad.
La clave está en que (GD,σ) ∈ ΓFD. Para toda FC

γ−→ D, resulta que jγ es una flecha
en ΓFD pues σF (jγ) = γ. Usando que j es un cono, jσjγ = jγ

C
jγ

##F
FF

FF
FF

FF

jγ
��

GD
jσ
// GD

Como las jγ forman una familia epimorfa, jσ = idGD.
Si tenemos una flecha C t−→ G(D) tal que σFt = γ, entonces a t la podemos pensar

como una flecha en ΓFD, y obtenemos jγ = jσt = t. La naturalidad de σ no presenta
ninguna dificultad.

3.7. Sitios con ĺımites finitos

3.53 Observación. Si C es una categoŕıa, R ⊂ C una subcategoŕıa plena y se tiene un
diagrama I → R tal que el ĺımite en C es un objeto de R, entonces también es ĺımite en
R.

3.54 Lema. Dado un topos E y una subcategoŕıa plena y pequeña C, existe una subcategoŕıa
plena y pequeña (de E) C, tal que C ⊂ C ⊂ E y es cerrada por ĺımites finitos.

Demostración. Llamamos C0 a C ∪ {1} siendo 1 un objeto final de E . A partir de Ci,
construimos Ci+1 añadiendo un objeto pullback por cada diagrama de pullback en Ci. Ci+1

resulta pequeña. La unión
⋃
n
Cn es pequeña, es cerrada por productos fibrados y tiene

objeto final. Por lo tanto tiene ĺımites finitos.

3.55 Definición. Si C y D son sitios con ĺımites finitos, un morfismo de sitios de C a D
es un funtor C f−→ D que manda cubrimientos en cubrimientos y preserva ĺımites finitos.
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Sea E f−→ F la imagen inversa de un morfismo de topos. Tomemos conjuntos de gene-
radores C y D de E y F . C con ĺımites finitos. Podemos agregar a D los objetos f(C) con
C ∈ C y completar por ĺımites finitos. Consideramos en C y D las topoloǵıas dadas por las
familias epimorfas en E y F . Restringiendo f tenemos un morfismo de sitios C f−→ D. Es
decir que todo morfismo de topos proviene de un morfismo de sitios. A continuación ve-
remos que dado un morfismo de sitios con ĺımites finitos se puede extender a un morfismo
entre los topos generados.

3.8. Lema de Gröthendieck

Los topos poseen una estructura canónica de sitio en la que los cubrimientos son las
familias epimorfas. Si C es un sitio pequeño con ĺımites finitos, el funtor C ε−→ C̃ es morfismo
de sitios (proposición 3.25).

3.56 Definición. Si C y D son dos sitios con ĺımites finitos, notamos con [C,D]Sit a
la categoŕıa cuyos objetos son los morfismos de sitios de C a D y cuyas flechas son las
transformaciones naturales. Sit será la 2-categoŕıa de sitios pequeños con ĺımites finitos.

En lo que sigue demostraremos el siguiente teorema.

3.57 Teorema. Si C es un sitio pequeño con ĺımites finitos, el funtor
[C̃, E ]TOP op

ε∗−→ [C, E ]Sit es una equivalencia de categoŕıas.

C ε //

f∗ε ��=
==

==
==

= C̃
f∗

��
E

El hecho de que ε∗ sea plenamente fiel se desprende de que ε es denso (proposición 2.31).

Por lo tanto sólo debemos ocuparnos de extender un morfismo de sitios C f−→ E a un funtor
C̃ f∗−→ E tal que f∗ε ' f y que preserve ĺımites finitos y coĺımites.

El teorema se deducirá de la proposición 3.67. En principio necesitaremos la siguiente
proposición, cuya demostración está dividida en los dos lemas que le siguen.

3.58 Proposición. Un funtor C p−→ Ens preserva ĺımites finitos si y sólo si es coĺımite
filtrante de representables.

3.59 Observación. Sea C una categoŕıa. Los funtores representables [C,−] preservan
ĺımites.

3.60 Lema. Un coĺımite filtrante de funtores C pα−→ Ens que preservan ĺımites finitos,
preserva ĺımites finitos.

Demostración. Consideremos un coĺımite filtrante pα
µα−−→ p en EnsC tal que los funtores

pα preservan ĺımites finitos y sea C λi−→ Ci un ĺımite finito en Ens. Debemos probar que se
tiene un isomorfismo entre lim

i
pCi y pC que preserva los morfismos de los conos, es decir:
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lim
i
pCi

πi // pCi

pC

O�
O�
O�

O�
O�
O� pλi

;;wwwwwwwwww

Tenemos un funtor Γ× I −→ EnsC × C ev−→ Ens que nos permitirá aplicar el lema 2.17: “en
Ens, coĺımites filtrantes conmutan con ĺımites finitos”.

El diagrama de la observación 2.16 en este caso es:

pαC = lim
i
pαCi

pαλi //

µα,C

��

pαCi
µα,Ci // colim

α
pαCi = pCi

pC = colim
α

lim
i
pαCi

(∗)

22

u // lim
i
colim
α

pαCi = lim
i
pCi

πi

OO

lim
i
pαCi = pαC se debe a que los funtores pα conmutan con ĺımites finitos.

Las igualdades colim
α

pαCi = pCi y colim
α

pαC = pC valen porque la evaluación en
cualquier objeto preserva coĺımites.
u es isomorfismo. Además, al haber una única flecha (∗) tal que el triángulo superior

conmuta (observación 2.16), πiu = pλi.

3.61 Lema. Si C es una categoŕıa con ĺımites finitos y C p−→ Ens preserva los ĺımites
finitos, entonces el diagrama de p es filtrante. Por el lema de Yoneda II, p resulta ser
coĺımite filtrante de representables.

Demostración. Podemos pensar que p ∈ Ens(Cop)op
. Para probar que el diagrama de p es

filtrante (considerando a p como funtor contravariante que sale de Cop), como las flechas
de Γp van en la misma dirección que en Cop, tiene sentido probar que la categoŕıa opuesta
es cofiltrante. Las flechas de esta categoŕıa (que notaremos con Γ en esta demostración)

son simplemente las C
f−→ D tales que pf(x) = y.

Condición F0 dados dos objetos (C, x) y (D, y), tomemos C×D en C con las proyecciones
πC y πD. Como p preserva ĺımites, en particular productos, se tiene un isomorfismo
p(C)× p(D)

j−→ p(C ×D) que preserva las proyecciones. Por lo tanto tenemos:

(C, x)

(C ×D, j(x, y))

πC

77ooooooooooo

πD

''OOOOOOOOOOO

(D, y)
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Condición PS2 Se repite la técnica usada para la primera condición. Dadas dos flechas

(C, x)
f //

g
// (D, y) debemos encontrar una flecha h en Γ que llegue a (C, x) tal que fh =

gh.

Sea E
h // C

f //

g
// D un egalizador de f y g en C. Aplicando p obtenemos un egalizador

en Ens. Sea S = {t ∈ p(C)/pf(t) = pg(t)} el egalizador canónico. Tenemos:

S

�O
�O
�O

�O
�O
�O

� q

##G
GGGGGGGG

p(E)
p(h) // p(C)

p(f) //

p(g)
// p(D)

Como x ∈ S, si x′ ∈ p(E) es su imagen por el isomorfismo, conseguimos

(E, x′) h // (C, x)
f //

g
// (D, y)

con fh = gh.

3.62 Lema. Sea C p−→ D un funtor. Si D tiene coĺımites entonces p se puede extender a
la categoŕıa de prehaces.

EnsCop

p

##G
GG

GG
GG

GG

C

h

OO

p // D

Demostración. Definamos EnsCop p−→ Ens en los objetos: Para cada F ∈ EnsCop
vale F =

colim
C

α−→F

[−, C]. Es razonable definir p(F ) = colim
C

α−→F

p(C). Más técnicamente se puede pensar

aśı:

EnsCop

p

##
ΓF

πF // C

h

OO

p // D

F = colim (hπF ), definimos p(F ) = colim (pπF ). Cualquier elección de los objetos

coĺımite sirve. Para que valga la igualdad ph = p elegimos p([−, C]) = p(C). Debemos
probar que efectivamente p(C) = colim pπ[−,C], pero esto es inmediato pues el diagrama
de C posee la flecha idC .
Ahora definamos p en las flechas. Sea F σ−→ G una flecha de EnsCop

. Veamos que σ induce
un funtor ς entre los diagramas de manera que el siguiente triángulo conmuta:
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ΓF
πF //

ς

��

C

ΓG

πG

??~~~~~~~~

Simplemente hay que definir ς(C, x) =
(
C, σC(x)

)
,

ς
(
(C, x)

f−→ (D, y)
)

=
(
(C, σCx)

f−→ (D,σDy)
)
. Por la naturalidad de σ esta última f es

una flecha en ΓG, y la asignación es funtorial.

EnsCop

p

##F
FF

FF
FF

FF

ΓF
πF //

ς

��

C

h

OO

p // D

ΓG

πG

;;wwwwwwwwww

Por el lema 2.7 se induce la flecha buscada colim (pπF )
pσ−→ colim (pπG). pσ es la única

flecha que hace conmutar los diagramas:

pC

λ(C,α) ##F
FF

FF
FF

FF
µ(C,σα)

++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

colim
C

α−→F

pC pσ // colim
C

β−→G

pC

3.63 Lema. Bajo las condiciones del lema anterior, si D = Ens, vale que p = colim
[C,−]

x−→p

evC .

Como consecuencia, si p preserva ĺımites finitos, p también los preserva.

Demostración.
EnsCop

p

$$I
IIIIIIII

C

h

OO

p // Ens
Veamos primero una motivación. Es bastante sencillo comprobar que para todo objeto

C de C vale [C,−] = evC (de hecho está demostrado en la siguiente observación). Como
p = colim

[C,−]
x−→p

[C,−], asumiendo que aplicar la extensión preserva coĺımites obtenemos

p = colim
[C,−]

x−→p

evC .

Según nuestra definición de p,

p(F ) = colim
[−,C]

α−→F

pC =
∐

α∈FC

pC�∼ =
∐
C

pC × FC�∼ .
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Los generadores de la relación de equivalencia son los pares
(
(x, α), (y, β)

)
que están

relacionados por una f del diagrama de F , o sea que se escriben
(
x, Ff(β)

)
∼

(
pf(x), β

)
con x ∈ pC, C

f−→ D, β ∈ FD. Se observa una simetŕıa entre p y F .
Por otra parte:

colim
[C,−]

x−→p

evC(F ) = colim
[C,−]

x−→p

FC =
∐
x∈pC

FC�∼ =
∐
C

pC × FC�∼

y los generadores de la relación son exactamente los mismos.
Resta comprobar que coinciden también en las flechas. Dada F

σ−→ G, se tiene una
flecha ∐

C

pC × FC�∼
σ //

∐
C

pC ×GC�∼

(x, α) � // (x, σCα)

Como
(
x, σ

(
Ff(β)

))
=

(
x,Gf

(
σβ

))
∼

(
pf(x), σβ), la aplicación está bien definida,

pues es coherente en los generadores de la relación de equivalencia. Se comprueba fácil-
mente que esta flecha satisface las propiedades que definen a p(σ) y a colim

[C,−]
x−→p

evC(σ), es

decir que conmutan los siguientes diagramas.

pC

λ(C,α)

��>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>

µ(C,σα)

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

∐
C

pC × FC�∼
σ //

∐
C

pC ×GC�∼

FC
σC //

r(C,x)

��?
??

??
??

??
??

??
??

? GC

t(C,x)

##G
GGGGGGGGGGGGGGGGGG

∐
C

pC × FC�∼
σ //

∐
C

pC ×GC�∼

Como p preserva ĺımites finitos, su diagrama es filtrante (3.61). Por lo tanto p es
coĺımite filtrante de los funtores evaluación, que preservan ĺımites finitos. Por el lema 3.60,
p también preserva ĺımites finitos.

3.64 Observación. La evaluación EnsCop evC−−→ Ens da una extensión del funtor repre-

sentable C [C,−]−−−→ Ens en el sentido del lema 3.62.
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Demostración.
EnsCop

evC

$$I
IIIIIIII

C

h

OO

[C,−] // Ens

La conmutatividad del triángulo es trivial: evCh(D) = evC([−, D]) = [C,D] = [C,−](D).

En las flechas: sea D
f−→ E, evCh(f) = evC(f∗) = [C,D]

f∗−→ [C,E] = [C, f ]. La definición
de la extensión surgió de suponer que el funtor extendido preservaŕıa ciertos coĺımites.
Como evC preserva coĺımites, satisface la definición:

evC(F ) = evC(colim
D

α−→F

[−, D]) = colim
D

α−→F

([C,−](D))

y las flechas son las inducidas por el coĺımite, ya que si tenemos un morfismo de prehaces
F

t−→ G, para cada [−, D] α−→ F conmuta el diagrama:

[C,D]

αC ##G
GG

GG
GG

GG (tα)C

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

FC
tC // GD

3.65 Proposición. Sean C y D dos categoŕıas con ĺımites finitos, y C p−→ D un funtor
que los preserva. Componiendo con la inclusión de Yoneda correspondiente a D podemos
extender p a un funtor EnsCop p∗−→ EnsDop

que preserva ĺımites finitos.

Demostración.

EnsCop p∗ // EnsDop evD // Ens

C

h

OO

p
// D

h

OO

[D,−]

::uuuuuuuuuu

p∗ se obtiene levantando hp. Como evD preserva coĺımites, evDp∗ es un levantamiento
de evDhp = [D,−]p.

Por el lema anterior, evDp∗ preserva ĺımites finitos, ya que [D,−] y p los preservan.
Como esto vale para todo objeto D ∈ D, y los ĺımites se calculan lugar a lugar, resulta
que p∗ preserva ĺımites finitos.

3.66 Proposición. Sea C p−→ D un funtor y EnsCop p∗−→ EnsDop
como en la proposición

anterior. Definimos el funtor EnsCop p∗←− EnsDop
a partir de p por composición: p∗(F ) =

F ◦ p (interpretando Cop p−→ Dop)6. Vale p∗ a p∗.

Demostración. Sólo daremos la idea. p∗F = colim
α∈FC

[−, pC]D. Una flecha p∗F → G equivale
a un cono

[−, pC] rα−→ G
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o sea que equivale a tener una asignación coherente α 7→ rα. A cada elemento α ∈ FC le
corresponde un elemento rα ∈ G(pC). Esto no es otra cosa que tener una flecha
F → G ◦ p = p∗(G).

3.67 Proposición. Sea ahora C p−→ D un morfismo de sitios con ĺımites finitos.
a) p∗ se restringe bien a las categoŕıas de haces: C̃ p∗←− D̃. Para distinguir esta restricción,

la denotaremos con p̃∗.
b) Definiendo p̃∗ = #p∗i, se tiene p̃∗ a p̃∗, dando un morfismo geométrico.
c) p̃∗# ' #p∗, por lo tanto p̃∗εC ' εDp.

C̃
p̃∗

**

i
��

D̃
i
��

p̃∗
oo

EnsCop

#

OO

p∗ // EnsDop

p∗
mm

#

OO

C

h

OO

p
// D

h

OO

Demostración. a) Debemos probar que para todo haz F ∈ D̃, p∗(F ) es también un haz.
Sea Cα

λα−→ C un cubrimiento en C y Cα
τα−→ p∗(F ) una familia compatible. La adjunción

entre p∗ y p∗ nos dice que los siguientes dos hechos son equivalentes:

Cα
λα //

τα !!D
DD

DD
DD

D C

∃!
��

pCα
pλα //

τ̃α !!D
DDDDDDD pC

∃!
��

p∗F F

y el de la derecha se sigue de que F es un haz, puesto que p preserva cubrimientos. Pero
aún debemos probar que la familia (τ̃α) es compatible con (pλα). Para esto alcanza con
comprobar la compatibilidad para los pull-backs.
Sean

Pαβ
πβ //

πα

��

Cβ

λβ

��
Cα λα

// C

pull-backs en C. Por la compatibilidad de (τα) con (λα) conmutan los cuadrados
6El asterisco abajo se debe a que jugará el rol de imagen directa de un morfismo de topos.
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Pαβ
πβ //

πα

��

Cβ

τβ

��
Cα τα

// p∗(F )

Aplicando nuevamente la adjunción tenemos que conmutan los cuadrados

p(Pαβ)
pπβ //

pπα

��

pCβ

τ̃β

��
pCα

τ̃α
// F

y (p(Pαβ), pπα, pπβ) son los pull-backs correspondientes al cubrimiento pCα
pλα−−→ pC

porque tanto p como la inclusión de Yoneda preservan ĺımites finitos.

b) La adjunción #p∗i a p̃∗ se comprueba directamente:

[#p∗i(F ), G]D̃ ' [p∗(F ), iG]EnsDop ' [F, p∗G]EnsCop ' [F, p∗G]
C̃

El funtor p̃∗ = #p∗i preserva ĺımites finitos porque cada uno de los funtores #, p∗, i los
preservan.

c) Sabemos que #p∗ a p∗i, pues # a i y p∗ a p∗. También componiendo adjunciones
tenemos p̃∗# a ip̃∗ = p∗i. Esto implica p̃∗# ' #p∗ porque dos adjuntos a izquierda de un
mismo funtor son naturalmente isomorfos (ver [MCL], caṕıtulo IV).

Por último, si tenemos un morfismo de sitios C f−→ E donde C es pequeño (con ĺımites
finitos) y E es un topos podemos tomar un conjunto de generadores de E con ĺımites
finitos que contenga a f(C) y aplicar la proposición anterior para conseguir un morfismo

geométrico E f̄−→ C̃ tal que f̄∗ε ' f .
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4. 2-categoŕıas

Una 2-categoŕıa C es una categoŕıa tal que para todo par de objetos C y D, el conjunto
[C,D] es una categoŕıa pequeña. A las flechas entre flechas las denominamos ”dobles
flechas”. Además se pide la existencia de una composición horizontal. O sea, si tenemos

A

f
))

g
55 B

k ))

l

55 Cγ
�� δ��

podemos componer γ y δ obteniendo una doble flecha δ ◦ γ entre kf y lg.
Las propiedades que esta composición debe satisfacer se resumen pidiendo que

[B,C]× [A,B] ◦−→ [A,C]

sea un funtor. Notar que a la izquierda tenemos la categoŕıa producto.
Hagamos algunas observaciones acerca de las operaciones en 2-categoŕıas.
Teniendo en cuenta la identificación entre los objetos y sus identidades podemos escribir
δ ◦ f en lugar de δ ◦ idf . Como (l, γ)(δ, f) = (δ, γ) en [B,C] × [A,B], la funtorialidad
implica que (l ◦ γ)(δ ◦ f) = δ ◦ γ. Análogamente δ ◦ γ = (δ ◦ g)(k ◦ γ). Es decir que es lo
mismo aplicar primero γ y luego δ que aplicar primero δ y luego γ.
De la funtorialidad también se sigue, mirando el siguiente diagrama, que (g ◦ δ)(g ◦ γ) =
g ◦ (δγ).

A
⇓γ
))

⇓δ
//
55 B

g // C

Notación. A partir de ahora, para expresar dobles flechas usaremos puntos para separar
los términos que se componen horizontalmente, e irán entre paréntesis las dobles flechas
que se componen verticalmente.

4.1 Definición. Sean A y B dos 2-categoŕıas. Un 2-funtor A F−→ B es un funtor que
además está definido sobre las dobles flechas:

A
F

,, B

A
f //

g
// B FA

Ff //

Fg
// FBγ�� Fγ��

de manera que la asignación [A,B] F−→ [FA,FB] es un funtor (o sea que F respeta dobles
identidades y composición vertical) y además F preserva la composición horizontal.

4.2 Definición. Un pseudocono de un diagrama dado por un 2-funtor A F−→ B hacia un
objeto K ∈ B consta de una flecha FA hA−−→ K para cada objeto A ∈ A y una doble flecha
inversible hf para cada flecha A

f−→ B en A:
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FA
Ff //

hA ""F
FFFFFFF FB

hB

��
K

?G
hf

����

de modo que se cumplen las siguientes tres propiedades:
C1) hidA

= idhA
.

C2) Dadas A
f−→ B

g−→ C en A, hgf es igual a la composición entre hg y hf .

FA
Ff //

hA ""F
FFFFFFF FB

hB

��

Fg // FC

hC||xxxxxxxx

K

?G
hf

����
;C
hg

����
=

FA
Ff //

hA ""F
FFFFFFF FB

Fg // FC

hC||xxxxxxxx

K

08
hgf

jjjjjjjjjj

La ecuación es: (hg.Ff)(hf ) = hgf

C3) Para cada doble flecha A
f //

g
// B

KS
γ , es lo mismo aplicar hg y luego Fγ que aplicar

hf .

FA
Ff //

Fg
//

hA

��5
55

55
55

55
55

55
5 FB
KS
Fγ

hB

��
K

CK
hg����

FA
Ff //

hA

��4
44

44
44

44
44

44
4 FB

hB

��

=

K

CK
hf����

(hB.Fγ)(hg) = hf

4.3 Definición. Dado un 2-funtor A F−→ B y dos pseudoconos h y l de F hacia K ∈ B, un

morfismo de pseudoconos h
ρ _*4 l es una familia de dobles flechas FA

hA //

lA
//⇓ρA K tales

que para cada A
f−→ B vale la igualdad

MC) FA
Ff //

lA

��5
55

55
55

55
55

55
5

hA

��5
55

55
55

55
55

55
5

FB

lB

��
K

DL

lf��
��

��
��5=

ρA
ssss

FA
Ff //

hA

��4
44

44
44

44
44

44
4

FB

lB

��

hB

��

=

K

:B

hf
}}

}}}
}

+3
ρB

(lf )(ρA) = (ρB.Ff)(hf )

4.4 Observación. Los pseudoconos desde un 2-funtor A F−→ B hacia un objeto K ∈ B jun-
to con los morfismos recién definidos forman una categoŕıa, que denotaremos con(F,K).
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Componiendo un pseudocono h ∈ con(F,K) con una flecha K t−→ J se obtiene un pseudo-
cono th ∈ con(F, J). Esta composición define un funtor [K,J ] × con(F,K) → con(F, J).
Dejando fijo un pseudocono h ∈ con(F,K) se obtiene un funtor [K,J ] h∗−→ con(F, J).

4.5 Definición. Un pseudocono h de un diagrama dado por un 2-funtor A F−→ B hacia
un objeto K ∈ B es un bicoĺımite si para todo objeto J ∈ B vale que el funtor [K,J ] h∗−→
con(F, J) es una equivalencia de categoŕıas.

4.6 Observación. Si B se reduce a una categoŕıa esta definición coincide con la de
coĺımite usual, pues [K,J ] y con(F, J) son categoŕıas discretas (conjuntos), para las cuales
una equivalencia es una biyección.

Comprobemos que los bicoĺımites son únicos salvo equivalencia.

4.7 Lema. Sea C f−→ D un funtor plenamente fiel y a, b ∈ C. Si f(a) y f(b) son isomorfos
entonces a y b también lo son.

4.8 Proposición. Sea A F−→ B un 2-funtor y (C, h), (D, k) dos bicoĺımites (C y D son
los objetos y h, k los pseudoconos universales). Entonces C y D son equivalentes, es decir,

existen C
f //

D
g

oo tales que fg ' idD y gf ' idC .

Demostración. Por la propiedad universal de h, existe una C
f−→ D tal que k ' fh.

Análogamente, existe D
g−→ C tal que gk ' h.

fh ' k ⇒ gfh ' gk ' h

.
Como h∗ es plenamente fiel, el lema anterior dice que idC ' gf . Análogamente se tiene
idD ' fg.

4.1. Bicoĺımites en Cat

Veremos en esta sección que en Cat existen todos los bicoĺımites indexados por una
2-categoŕıa pequeña. En realidad comprobaremos que dicha existencia resulta evidente
utilizando como herramientas la categoŕıa libre generada por un grafo y los cocientes de
categoŕıas.

4.1.1. Categoŕıa libre generada por un multigrafo dirigido

4.9 Definición. Un multigrafo dirigido G consiste en un conjunto de objetos, ob(G), y
conjuntos [A,B]G de flechas para cada par de objetos A y B. Si f ∈ [A,B], decimos que
A es el dominio de f y B su codominio.

Nota. En lugar de “multigrafo dirigido” diremos simplemente “grafo”.

4.10 Definición. Un morfismo de grafos G m−→ H es una función ob(G) m−→ ob(H) junto
con funciones [A,B] m−→ [mA,mB] para cada par de objetos A,B ∈ ob(G).
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4.11 Observación. Los grafos pequeños (o U-grafos) forman una categoŕıa que denotare-
mos Grf . Las categoŕıas son grafos y se tiene un funtor olvido Cat O−→ Grf .

4.12 Proposición. Todo grafo G genera una categoŕıa L(G) (categoŕıa libre generada

por G) junto con un morfismo de grafos G λG−−→ L(G) que satisface la siguiente propiedad
universal. Para toda categoŕıa pequeña D y todo morfismo de grafos G r−→ D existe un
único funtor L(G) s−→ D tal que sλ = r.

G
λ //

r
""D

DD
DD

DD
DD

L(G)

∃!s
��
D

La propiedad universal da la adjunción L a O ([L(G),D]Cat ' [G,O(D)]Grf ).

Demostración. Los objetos de L(G) son los objetos de G. Las flechas son las identidades
y las secuencias finitas f = (fn, fn−1, ..., f1) de flechas de G tales que cod(fi) = dom(fi+1)
(dom(f) = dom(f1), cod(f) = cod(fn)).

La composición se define por yuxtaposición (en el caso de que las dos flechas en cuestión
sean secuencias) y trivialmente si alguna de las dos es una identidad7. La asociatividad es
evidente. El morfismo λG se define mediante λG(A) = A en los objetos y λG(f) = (f) en
las flechas.

La propiedad universal se verifica fácilmente. En los objetos, s sólo puede definirse
por s(A) = r(A) y en las flechas, s(fn, fn−1, ..., f1) = r(fn)r(fn−1)...r(f1). Además esta
definición funciona.
La funtorialidad de L se define gracias a la propiedad universal, y automáticamente se

tiene la naturalidad de λ.

G
λG //

g

��

L(G)

L(g)
��

H
λH

// L(H)

4.1.2. Cociente de categoŕıas

4.13 Definición. Una relación entre las flechas de una categoŕıa C consistirá en una
relación en [A,B]C para cada A,B ∈ ob(C).

4.14 Definición. Una relación de equivalencia en las flechas de una categoŕıa C está dada
por una relación de equivalencia en cada [A,B]C , estables por composición, es decir:

Si f ∼ g en [B,C] y h ∈ [C,D] entonces hf ∼ hg.
Si f ∼ g en [B,C] y h ∈ [A,B] entonces fh ∼ gh.

7Para evitar separar entre las identidades y las secuencias, las flechas se pueden definir como las cadenas

A1
f1−→ A2 → ...

fn−−→ An+1. Si n = 0 se trata de una identidad.
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4.15 Proposición. Si C es una categoŕıa con una relación de equivalencia en las flechas,
entonces se puede definir la categoŕıa cociente C/∼.

Se tiene un funtor C π−→ C/∼ que identifica las flechas relacionadas y cumple la siguiente
propiedad universal. Para todo funtor C p−→ D que identifica flechas relacionadas existe un
único C/∼ q−→ D tal que qπ = p.

C π //

p
  A

AA
AA

AA
AA

C�∼
∃!q
��
D

Demostración. Simplemente se define ob(C/∼) = ob(C) y [A,B]C�∼ = [A,B]C/∼. La com-
posición āb̄ = āb está bien definida gracias a la compatibilidad entre las relaciones y la
composición en C. Las identidades son las clases de las identidades de C. π se define como
la identidad en los objetos y π(f) = f̄ . La propiedad universal es inmediata pues q debe
coincidir con p en los objetos y en las flechas q(f̄) = p(f). La buena definición se debe a
que p identifica flechas relacionadas.

4.16 Observación. Si se tiene una familia de relaciones de equivalencia en las flechas de
C, la intersección de todas también resulta una relación de equivalencia en las flechas (dos
flechas están relacionadas si y sólo si lo están para todas las relaciones de la familia).

Además si en cada [A,B]C consideramos la relación de equivalencia máxima (todo par
de elementos está en la relación) se obtiene una relación de equivalencia en F l(C) que
contiene a cualquier relación en F l(C).

Esto permite definir la “relación de equivalencia generada por una relación en F l(C)”
como la intersección de todas las relaciones de equivalencia que contienen a la relación
original.

Ejemplo. Localización (ver [GZ]).
Si C ∈ Cat y S ⊂ F l(C) podemos armar la categoŕıa CS que se obtiene decretando

inversibles a las flechas de S.
Consideramos el grafo G cuyos objetos son los objetos de C y tiene como flechas las

flechas de C más, para cada f ∈ S(f ∈ [A,B]C), una f̄ ∈ [B,A]G .
Tomamos L(G) y cocientamos por la relación de equivalencia en F l(L(G)) generada

por las siguientes identificaciones:
(I) idL(G)

A ∼ idCA
(II) (f2, f1) ∼ (f2f1)
(III) ff = id, ff = id
Las primeras dos son necesarias para restablecer las propiedades de las flechas de C.
CS cumple una propiedad universal. La flecha C l−→ CS , definida mediante

C ↪→ G λG−→ L(G) π−→ CS satisface que la imagen de toda flecha de S es un isomorfismo.
Para todo funtor C p−→ D con la misma propiedad existe un único funtor CS → D tal que
el triángulo conmuta.
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C l //

p
��@

@@
@@

@@
@ CS

∃!
��
D

Observación. Estas herramientas generalizan las construcciones de monoide libre, grupo
libre, presentación de un grupo y producto libre de grupos. En todas ellas se utilizan
categoŕıas con un solo objeto.

4.17 Definición. Para la demostración de la siguiente proposición nos será de utilidad la
noción de “transformación entre morfismos de grafos”.

Dados dos morfismos de grafos G
f //
g
// H una transformación γ es simplemente una

flecha fx
γx−→ gx para cada x ∈ ob(G).

Si bien no existe la composición vertical ni la horizontal, para el caso particular

G
f //

g
// H

h // Kγ�� hay una forma natural de definir la composición horizontal hγ, obte-

niendo una transformación entre los morfismos de grafos hf y hg. También se puede

componer e con γ en el caso J
e // G

f //

g
// Hγ�� .

4.18 Lema. Sea G un grafo, D una categoŕıa y G
f //

g
// Dθ�� una transformación de mor-

fismos de grafos. Consideremos f y g las extensiones de f y g a L(G). Existe una única

tranasformación L(G)
f //

g
// Dθ�� tal que θλ = θ que resulta ser una transformación natural

si y sólo si para toda x r−→ y ∈ G conmuta el diagrama de la derecha (en D).

G

f

��4
44

44
44

44
44

44
4

g

��4
44

44
44

44
44

44
4

θ
v~ vvvv

λ // L(G)

f

��

g

��
D

θks

fx
fr //

θx

��

fy

θy

��
gx

gr
// gy

Demostración. θ debe definirse como θx = θx para que θ = θλ. Para que valga la natural-
idad de θ la conmutatividad del cuadrado es claramente necesaria. También es suficiente
porque al ubicar varios cuadrados conmutativos uno a continuación del otro se obtiene un
rectángulo conmutativo.

4.19 Proposición. Cat tiene bicoĺımites.

Demostración. Sea A F−→ Cat un 2-funtor.
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El bicoĺımite se formará a partir de la unión disjunta de las categoŕıas FA agregando

flechas x
hf,x

// Ff(x)
hf,xoo por cada f ∈ F l(A) y x ∈ F (dom(f)), y cocientando apropiada-

mente.
Sea entonces G el grafo tal que su conjunto de objetos es ob(G) =

∐
A∈A

ob(FA) y sus

flechas están dadas por:

F l(G) =
⋃
A∈A
F l(FA) ∪

⋃
A

f−→B

{hf,x, hf,x}

x ∈ FA

definiendo las funciones “dominio” y “codominio” como corresponde.
Consideramos en L(G) la relación de equivalencia en las flechas generada por:

(1) idL(G)
x ∼ idGx con x ∈ FA para algún A ∈ A

(2) (f2, f1) ∼ (f2f1) donde f1, f2 ∈ F l(FA) para algún A ∈ A.

(3) Ff(t)hf,x ∼ hf,yt para A
f−→ B, x t−→ y ∈ FA.

x
hf,x//

t

��

Ff(x)

Ff(t)

��
y

hf,y

// Ff(y)

.
(4) hf,xhf,x ∼ idx, hf,xhf,x ∼ idFf(x) A

f−→ B, x ∈ FA.

(5) hid,x ∼ idx A
id−→ A, x ∈ FA.

(6) hgf,x ∼ hg,Ff(x)hf,x A
f−→ B

g−→ C, x ∈ FA.

x
hf,x //

hgf,x ++XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX Ff(x)
hg,Ff(x) // FgFf(x)

F (gf)(x)

(7) γxhf,x ∼ hg,x A
f //

g
// Bγ�� , x ∈ FA.

x
hf,x //

hg,x ''NNNNNNNNNNNNN Ff(x)

γx

��
Fg(x)

El pseudocono universal lo formamos componiendo:
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A

f

��
iA

MMM
MMM

&&MM
MMM

M jA
TTTTTTTTTT

))TTTTTTTT hA
WWWWWWWWWWWWWW

++WWWWWWWWWWWWWW

B
iB

// G
λG
// L(G) π

// C
if �� if

KS���
���

Las flechas iA son inclusiones, if e if están dadas por las flechas hf,x y hf,x respecti-
vamente. j se define como λGi y h = πj.

Los morfismos de grafos hA son funtores gracias a (1) y (2). Por (3) las transformaciones
hf son naturales. (4) dice que hf es isomorfismo con inversa hf , mientras que (5), (6) y
(7) nos dan exactamente las condiciones de pseudocono C1), C2) y C3).

Demostración de la propiedad universal:
Mostraremos que para toda categoŕıa D el funtor [C,D] h∗−→ con(F,D) es un isomor-

fismo de categoŕıas: es biyectivo en los objetos y plenamente fiel.
Supongamos que tenemos un pseudocono k hacia una categoŕıa D.

FA

Ff

��

iA //

kA

PPPPPPPPPPPPP

''PPPPPPPPPPPPPP

G
λG //

∃!t

  

L(G) π //

∃!u

��

C

∃!v

~~
FB

kB

//

iB~~~~~~~~

>>~~~~~~~~

D
kf��

Existe un único morfismo de grafos t tal que ti = k (esta ecuación resume las condi-
ciones tiA = kA, tif = kf , tif = k−1

f ) que es el definido por:
t(x) = kA(x) para x ∈ ob(FA)
t(r) = kA(r) para r ∈ F l(FA)

t(hf,x) = kf,x, t(hf,x) = k−1
f,x para A

f−→ B, x ∈ FA.
Por la propiedad universal de L(G) existe un único funtor u tal que uλ = t. También

vale que existe un único v tal que vπ = u. Para esto, debemos chequear que u identifica
a los generadores de la relación de equivalencia. Que identifica a los pares de (1) y (2) se
debe a que los kA son funtores; los de (3) a la naturalidad de kf ; los de (4) a que kf y k−1

f

compuestos dan la identidad y los de (5), (6) y (7) a que k es un pseudocono.

Ahora veamos que h∗ es plenamente fiel. Sea k
ρ // k′ ∈ con(F,D) un morfismo de

pseudoconos.
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FA

Ff

��

iA //

kA

''PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

k′A

''PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

ρA�� ���
�

G
λG //

t

  B
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

BB

t′

  B
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

BB

θ
}�

L(G) π //

u

��

u′

��

θ̄ks

C

v

~~}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}

v

~~}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}

θ̄[c

FB
kB //

k′B

//ρB��

iB~~~~~~~~

>>~~~~~~~~

D

t, u y v son las extensiones sucesivas de k obtenidas como vimos recién. t′, u′ y v′ son
las extensiones de k′.

Existe una única transformación t
θ +3 t′ tal que θi = ρ, que es la definida por

θx = ρA,x para x ∈ FA. θ se extiende a una única θ. El lema 4.18 dice que para ver que θ
es una transformación natural basta con chequear la naturalidad solamente en las flechas
generadoras (las flechas de G). Para las flechas de G que provienen de flechas de alguna
FA, vale gracias a la naturalidad de ρA; Para las flechas agregadas (hf,x y hf,x) vale por
la condición MC (morfismo de pseudocono) que cumple ρ. Finalmente, θ se extiende de
una única forma a una transformación natural de v a v′.

Observación. Al hacer esta última demostración queda claro que de la misma forma se
pueden armar las categoŕıas correspondientes a otras nociones similares a la de bicoĺımite
alterando las condiciones de diversas maneras, por ejemplo sin requerir que las transfor-
maciones naturales de los pseudoconos sean inversibles (“lax colimit”). En ese caso dichas
transformaciones pueden apuntar hacia un lado o hacia el otro.

También se puede armar el coĺımite usual en Cat. Para esto debemos tomar como
objetos del grafo G el coĺımite de los conjuntos de objetos subyacentes a las categoŕıas
(pues en este caso debemos forzosamente identificar objetos) y como flechas solamente
las flechas preexistentes. La categoŕıa libre se cocienta de modo que se restablezcan las
propiedades originales y se identifiquen las flechas conectadas por morfismos de transición.

Si tenemos un diagrama A −→ Cat con A una categoŕıa, no es cierto en general que
el coĺımite usual da una categoŕıa equivalente al bicoĺımite. Sin embargo śı lo son si A es
filtrante (ver [SGA4-II]).

4.2. Bicoĺımites 2-filtrantes

En [DS] los autores definen la noción de 2-categoŕıa 2-filtrante y dan una construcción
para los bicoĺımites 2-filtrantes en Cat.

En esta sección reproducimos la definición de [DS], relacionamos la categoŕıa bicoĺımite
construida en [DS] con la de la sección anterior y vemos en qué sentido la 2-filtración
generaliza a la noción de categoŕıa filtrante.

4.20 Definición. Una 2-categoŕıa A se dice “pre-2-filtrante” si satisface los siguientes dos
axiomas.
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F1.

Dadas existe una γ inversible

A

E

B

f ??~~~

g ��@
@@

γ⇓

A

E C

B

f ??~~~

g ��@
@@

v

??���

u
��?

??

F2. Dadas
γ1⇓

A

E C1

B

f ??~~~

g ��@
@@

v1

>>|||

u1
  B

BB y
γ2⇓

A

E C2

B

f ??~~~

g ��@
@@

v2

>>|||

u2
  B

BB existen C1

C

C2

w1

��@
@@

w2

??~~~

y dos doble flechas inversibles

w1u1
α +3 w2u2 , w1v1

β +3 w2v2 tales que en el siguiente diagrama

A
u1

&&NNNNNNNNNNNNN

u2

��3
33

33
33

33
33

33
33

33
33

33
33

3

C1

⇓

⇓

α

β

w1

  A
AA

AA
AA

E

f

GG��������������

g

��/
//

//
//

//
//

//
/ C

C2

w2

>>}}}}}}}

B

v2

88ppppppppppppp

v1

EE������������������������

aplicar α y luego γ2 coincide con aplicar primero γ1 y luego β. Es decir que conmuta:

w1u1f
αf +3

w1γ1

��

w2u2f

w2γ2

��
w1v1g

βg
+3 w2v2g

4.21 Definición. Si además de ser pre-2-filtrante, A satisface el siguiente axioma (se
puede ver como una versión más fuerte de F1 pero también guarda una relación con F2),
se dice pseudo-2-filtrante.
FF1. Dadas

C1

A

C2

u1 ??���

u2
��?

??

C1

B

C2

v1 ??���

v2 ��
??

?

existen
γ1⇓

C1

A C

C2

u1 ??���

u2
��?

??
w2

??���

w1

��>
>> y

γ2⇓

C1

B C

C2

v1 ??���

v2 ��
??

?
w2

??���

w1

��>
>> , con γ1 y γ2 inversibles.

Una 2-categoŕıa es 2-filtrante cuando es pseudo-2-filtrante, no vaćıa y satisface el
axioma F0 (dados dos objetos A y B, existe un C con flechas A→ C ← B).
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4.22 Observación. La noción de 2-categoŕıa 2-filtrante resulta ser equivalente a la de
“2-categoŕıa bifiltrante” definida previamente en J. Kennison, The fundamental localic
groupoid of a topos, Journal of Pure and Applied Algebra (1992). Los axiomas son:
BF0. Igual a F0.

BF1. Dadas dos flechas A
f //
g
// B existe B u−→ C y una doble flecha inversible de uf a

ug.
BF2. Dadas dos dobles flechas A

//
//γ1⇓ γ2⇓ B existe una B u−→ C tal que uγ1 = uγ2.

4.23 Observación. Si A es una 2-categoŕıa trivial, en la que las únicas flechas dobles
son identidades, es equivalente que sea pseudo-filtrante a que sea pseudo-2-filtrante. En
consecuencia también coinciden las nociones de filtrante y 2-filtrante.

Con mayor precisión: el axioma FF1 implica F1 y F2, con lo cual pseudo-2-filtrante
equivale a que valga solamente FF1. Verifiquemos que FF1 equivale a PS1+PS2. El dia-
grama de abajo muestra que FF1 implica PS2 (FF1 implica PS1 trivialmente).

B

r

��<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<

A

=

u

88qqqqqqqqqqqqq

id

��3
33

33
33

33
33

33
33

33
33

33
33

3

C

A

=

v

EE������������������������

id
&&NNNNNNNNNNNNN

A

s

@@�����������������

Para probar FF1, dadas
C1

A

C2

u1 ??���

u2
��?

??

C1

B

C2

v1 ??���

v2 ��
??

?

tomamos C1
f // D C2

goo tales que

fu1 = gu2 (PS1) y luego D h−→ E tal que hfv1 = hgv2 (PS2).

4.24 Observación. En [DS] la categoŕıa bicoĺımite de un 2-funtorA F−→ Cat pre-2-filtrante
se construye de la siguiente manera. El conjunto de objetos es también la unión disjunta
de los objetos de las categoŕıas del diagrama.

Un premorfismo (x,A) → (y,B) (x ∈ FA, y ∈ FB) es una terna (u, ξ, v) donde

A
u−→ C, B v−→ C y F (u)(x)

ξ−→ F (v)(y).
Una homotoṕıa entre dos premorfismos de (x,A) a (y,B) es una cuaterna (w1, w2, α, β) :

(u1, ξ1, v1)⇒ (u2, ξ2, v2) donde C1
w1−→ C, C2

w2−→ C y α : w1u1
'−→ w2u2, β : w1v1

'−→ w2u2

son dobles flechas inversibles tales que
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F (w1u1)(x)
F (α)x //

F (w1)(ξ1)

��

F (w2u2)(x)

f(w2)(ξ2)

��
F (w1v1)(y)

F (β)y
// F (w2v2)(y)

conmuta en FC.
Usando el axioma F1 se prueba que las homotoṕıas definen una relación de equivalencia

en el conjunto de premorfismos entre dos objetos. Las flechas en la categoŕıa bicoĺımite se
definen entonces como las clases de equivalencia de dicha relación. La composición se define
como una composición de premorfismos representantes: dados (u, ξ, v) y (r, η, s) se usa F1
para obtener mv ⇒ kr y el premorfismo resultante es (mu,F (m)(ξ)F (γ)y F (k)(η), ks).
El axioma F2 dice que dos composiciones distintas entre dos premorfismos dados dan
premorfismos equivalentes. Luego se puede probar que la composición en el bicoĺımite
está bien definida.

4.25 Lema. Sea A F−→ Cat un diagrama pre-2-filtrante, y sea C el bicoĺımite construido

en 4.19. Toda flecha en C se puede escribir como x
h−1

g,y t hf,x−−−−−−→ y donde x ∈ FA, y ∈ FB,
A

f−→ C, B
g−→ C y t ∈ F l(FC).

Demostración. Como las flechas de C son tiras f1f2...fn, podemos proceder por induc-
ción en n. Para las identidades es trivial. Para las tiras de largo uno tenemos tres casos,
también triviales. Si n ≥ 2, separamos la tira en dos grupos, siendo cada uno una tira
de longitud menor. Usando la hipótesis inductiva sólo resta probar que la composición
h−1
l,z u hk,y ◦ h

−1
g,y t hf,x también es de la forma propuesta. Por F1, existe γ inversible:

γ⇑

E

B G

D

k ??~~~

g   @
@@

m

??���

n
��?

??

se obtiene entonces:
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z

Fl(z)

h
−1
l,z

ggPPPPPPPPPPPPP

Fk(y)

u

OO

y

hk,y

77ooooooooooooo

Fg(y)

h−1
g,y

ggPPPPPPPPPPPPP

Ff(x)

t

OO

x

hf,x

77nnnnnnnnnnnnn

F m(t)

OO

γy

OO

F n(u)

OO

hm

33gggggggggggg

hm

33gggggggggggg

h−1
n

kkWWWWWWWWWWWW

h−1
n

kkWWWWWWWWWWWW

4.26 Proposición. La categoŕıa bicoĺımite de [DS] es isomorfa a la de 4.19.

Demostración. Es fácil comprobarlo usando que ambas cumplen la propiedad universal
fuerte del bicoĺımite (el cono universal induce isomorfismos de categoŕıas). Sin embargo,
a continuación lo demostraremos de manera más directa, sin usar que son bicoĺımites.

Llamemos C a la categoŕıa de 4.19 y CDS a la de [DS]. Definiremos funtores en ambas
direcciones. El funtor C ϕ−→ CDS en los objetos vale la identidad. En las flechas u (con u
flecha en FA) se define como la clase del premorfismo (idA, u, idA), en hf,x como la clase
de (f, id, id) y en h−1

g,x como (id, id, g). Se chequea sin dificultad que esta definición respeta
las relaciones que definen a C, por lo que ϕ está bien definido.
CDS

ψ−→ C es la identidad en los objetos. En la clase de un premorfismo (f, ξ, g) se define
como h−1

g,y ξhf,x. La buena definición se sigue de las relaciones por las que se cocienta para
obtener C (requiere seguir un diagrama con cierto detenimiento). De forma similar se
comprueba que ψ respeta la composición (el diagrama que queda es el mismo que el del
lema anterior).

Para ver que ϕψ es la identidad hay que chequear que
(f, ξ, g) = (id, id, g)(id, ξ, id)(f, id, id), mientras que ψϕ es la identidad por dejar fijas a
las flechas generadoras de C.

4.27 Corolario. Dos flechas de (x,A) a (y,B) dadas por h−1
g,y t hf,x y h−1

l,y s hk,x con t ∈
FC1 y s ∈ FC2 son iguales si y sólo si existen C1

u−→ C y C2
v−→ C junto con γ y ρ

inversibles:
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γ⇓

C2

A C

C1

k ??���

f
��?

??
u

??���

v
��>

>>

ρ⇓

C2

B C

C1

l ??���

g ��
??

?
u

??���

v
��>

>>

tales que en FC conmuta el cuadrado:

vk(x) vs //

γx

��

vl(y)

ρy

��
uf(x)

ut
// ug(y)

4.3. Categoŕıas con ĺımites finitos

Aqúı mostraremos que la construcción del bicoĺımite se restringe bien, en el caso
2-filtrante, a Catfl.
Catfl es la 2-categoŕıa de categoŕıas con ĺımites finitos, y sus morfismos son los fun-

tores que preservan ĺımites finitos. Las categoŕıas [C,D]Catfl
son subcategoŕıas plenas de

[C,D]Cat, es decir que consideramos todas las transformaciones naturales.

4.28 Proposición. Sea A F−→ Catfl un diagrama 2-filtrante. Sea (C, h) el bicoĺımite en
Cat. C tiene ĺımites finitos y los funtores hA preservan ĺımites finitos.

Observación. Esta proposición se puede probar a partir del teorema 2.4 en [DS]. El
teorema afirma que siA F−→ Cat es un diagrama 2-filtrante cuyo bicoĺımite es L(F ), y P una
categoŕıa finita, el funtor natural L(FP)→ L(F )P es una equivalencia de categoŕıas (FP

es el funtor definido por FP(A) = (FA)P). Sin embargo, expondremos otra demostración
más elemental.

Demostración. Alcanza con probarlo para objetos finales y productos fibrados.
Sea 1A ∈ FA un objeto final de FA y x ∈ FB un objeto cualquiera. Para ver que

existe una flecha x→ 1A en el bicoĺımite basta con tomar A
f // C B

goo . Como f(1A)
es objeto final en FC existe una flecha g(x)→ f(1A) que induce una flecha x→ 1A en el
bicoĺımite.

Para ver que esta flecha es única, supongamos que tenemos dos, que se realizan en

las categoŕıas FC y FD (r ∈ F l(FC), s ∈ F l(FD)) mediante A
f // C B

goo y

A
l // D B

koo . Por el axioma FF1 tenemos

A
f //

l
==

==

��=
==

==
==

==
==

==

C
m

  @
@@

@@
@@

E

B

g����

@@������������

k
// D

n

>>~~~~~~~

γ ��

δ��
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con γ y δ inversibles. De esta forma, en la categoŕıa FE tenemos el cuadrado conmutativo

mg(x)
m(r) //

δx
��

mf(1A)

γ1A

��
nk(x)

n(s)
// nl(1a)

(omitimos intencionalmente las letras F para no escribir F (mg)(x), Fm(r), etc).
Se deduce que h−1

f,1A
r hg,x = h−1

l,1A
s hk,x, porque:

h−1
f,1A

r hg,x ∼ h−1
mf,1A

m(r) hmg,x ∼

∼ h−1
nl,1A

γ1A m(r) δ−1
x hnk,x ∼

∼ h−1
nl,1A

n(s) hnk,x ∼ h−1
l,1A

s hk,x

Hemos probado que C tiene objeto final y los funtores hA respetan objetos finales.
Ahora debemos hacer lo mismo con los productos fibrados. Como primer paso, veremos
que todo diagrama correspondiente a un pullback se levanta a una categoŕıa FA (este
paso era trivial para el objeto final porque el diagrama correspondiente es vaćıo). Dicho
con más precisión, si el pullback que queremos calcular está dado por el diagrama I T−→ C,
conseguiremos un diagrama isomorfo que se factoriza por una FA:

I
T //

T ′   B
BB

BB
BB

B
'

C

FA

hA

==||||||||

El ĺımite de T se obtendrá aplicando hA al ĺımite de T ′.
Partamos entonces de x→ y ← z en C. Expresando estas dos flechas como en el lema

4.25 y repitiendo la idea utilizada en la demostración de esa misma proposición, tenemos:
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z

Fl(z)
''hl,z

PPPPPPPPPPPPP

Fk(y)
��

u

y
ww

h
−1
k,y

ooooooooooooo

Fg(y)

h−1
g,y

ggPPPPPPPPPPPPP

Ff(x)

t

OO

x

hf,x

77nnnnnnnnnnnnn

F m(t)

OO

γy

OO

F n(u)

��

hm

33gggggggggggg

hm

33gggggggggggg

hn

++WWWWWWWWWWWW

hn

++WWWWWWWWWWWW

Las flechas γyFm(t) y Fn(u) están en la misma categoŕıa FG y dan un diagrama isomorfo
al original x→ y ← z en C.

Por último, nos queda ver que los funtores hA respetan pullbacks. Sea

P
r //

s

��

R

a

��
S

b
// T

un pullback en FA, y Q t−→ R, Q u−→ S dos flechas en C (Q ∈ FB) tales que at = bu. Las
flechas t y u se realizan, en principio, en dos categoŕıas distintas. Podemos escribir:

t = h−1
g,R t

′ hf,Q

u = h−1
l,S u

′′ hk,Q

La ecuación at = bu nos dice que h−1
g,R a

′t′ hf,Q = h−1
l,S b

′′u′′ hk,Q (ver diagrama que sigue
para entender quienes son a′ y b′′). Por el corolario 4.27 podemos igualar las flechas a′t′ y
b′′u′′ más adelante:
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Q

f

''OOOOOOOOOOOOO

k

��4
44

44
44

44
44

44
44

44
44

44 Q′ P ′

R′

S′

T ′

m

��?
??

??
?? Q3

P3

R3

S3

T3

n

??�������
Q4

P4

R4

S4

T4

g

DD





















l

77ooooooooooooo
Q′′ P ′′

R′′

S′′

T ′′

P

R

S

T

r
>>||||

s   B
BBB

a

  B
BBB

b

>>||||

t′
55kkkkkkkkk
@@���

��?
??

a′

��<
<<

??���

u′′ **TTTTTTTT

??���

��?
??

��?
??

b′′

??���

t3 44jjjjjjjj
??���

��?
??

��?
??

??���

u4 **TTTTTTTT

??���

��?
??

��?
??

??���

OO

γQ

��

OO

δP

��

OO

δT

��

∃! //

∃! //

La flecha que aparece Q3 → P 3 (o bien la otra: Q4 → P 4) es una realización de la
flecha buscada Q v−→ P que hace conmutar el diagrama. Para la unicidad de esa flecha se
aplica el mismo argumento. Sin embargo, en este caso hay que aplicar el corolario 4.27 dos
veces y luego, para llevar todo a una sola categoŕıa, se usa el axioma F2 (hay que usar el
lema 1.15 de [DS] o bien el axioma de Kennison BF2, ver observación 4.22).

4.29 Corolario. Si A F−→ Catfl es un diagrama 2-filtrante y (C, h) el bicoĺımite en Cat,
entonces resulta ser bicoĺımite en Catfl.

Demostración. Sea D ∈ Catfl. El funtor [C,D]Cat
h∗−→ conCat(F,D) se restringe bien a

[C,D]Catfl

h∗−→ conCatfl
(F,D) ya que la composición de dos funtores que preservan ĺımites

finitos preserva ĺımites finitos. Como se trata de subcategoŕıas plenas la restricción de h∗

sigue siendo plenamente fiel.

[C,D]Cat
h∗ // conCat(F,D)

[C,D]Catfl

h∗ //
?�

OO

conCatfl
(F,D)

?�

OO

Veamos que [C,D]Catfl

h∗−→ conCatfl
(F,D) es biyectivo en los objetos. La inyectividad es

inmediata de la inyectividad para [C,D]Cat
h∗−→ conCat(F,D). Si k ∈ conCatfl

(F,D) tomemos

C f−→ D el funtor tal que fh = k. Sólo debemos probar que f preserva ĺımites finitos, es
decir, que preserva objetos finales y productos fibrados. Un objeto final en C es isomorfo a
hA(1A) = 1A para algún A ∈ A. Como fh = k, f(1A) = kA(1A) que es objeto final en D.
Para probar que f respeta pullbacks se puede proceder de la misma manera, ya que, como
vimos en la demostración anterior, todo pullback en C es isomorfo a uno que proviene de
una categoŕıa FA.
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4.4. Bicoĺımite en Sit

Llamamos Sit a la 2-categoŕıa de sitios pequeños con ĺımites finitos.

4.30 Proposición. Sit tiene bicoĺımites y se obtienen como los bicoĺımites de las cate-
goŕıas subyacentes.

Demostración. Sea A F−→ Sit un 2-funtor. Sea (C, h) el bicoĺımite del diagrama visto en
Catfl. Le damos a C la topoloǵıa generada por las familias cα

λα−→ c (ver 3.3) donde (λα)
es un cubrimiento en alguna FA con A ∈ A. Con esta topoloǵıa, los funtores hA son
morfismos de sitios. Comprobemos la propiedad universal.

Si se tiene un sitio D con ĺımites finitos, el funtor [C,D]Sit
h∗−→ conSit(F,D) está bien

definido y es plenamente fiel porque tanto [C,D]Sit como conSit(F,D) son subcategoŕıas
plenas de las correspondientes en Catfl.

De esta forma, lo único que queda por probar es que dado un pseudocono
k ∈ conSit(F,D), el único funtor f tal que fh = k, preserva cubrimientos. Los cubrimientos
que hemos elegido como generadores de la topoloǵıa de C son preservados porque los kA
son morfismos de sitios y fh = k.

El conjunto de familias que van a parar a cubrimientos al aplicarles f da una topoloǵıa:
las condiciones (1), (3) y (4) salen simplemente por la funtorialidad de f . Para la condición
(2) (cambio de base) se usa la existencia de productos fibrados y que f los preserva.
Esta nueva topoloǵıa contiene a la topoloǵıa que le hemos dado a C, por contener a los
generadores. Esto dice que la imagen de todo cubrimiento de C es un cubrimiento en D.
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5. Biĺımites 2-cofiltrantes de topos

5.1. Restricción a un diagrama de sitios

TOP op ... // Ea
f //

g
// Eb // ...

Sit ... // Ca
f //

g
//

?�

OO

Cb
?�

OO

// ...

γ��

γ��

5.1 Proposición. Dado un 2-funtor A E−→ TOP op, existe un diagrama A C−→ Sit tal
que: para cada a ∈ A, Ca es una subcategoŕıa plena de Ea, tiene ĺımites finitos, genera
Ea y tiene la topoloǵıa canónica; los morfismos del diagrama son las restricciones de los
morfismos correspondientes del diagrama de topos y las transformaciones naturales son
las restricciones de las transformaciones naturales del diagrama de topos.

Observación. Cuando tengamos un conjunto K de objetos de algún topos Ea, por como-
didad lo trataremos indistintamente como conjunto y como subcategoŕıa plena de Ea.

Para probar la proposición nos bastará con hallar un conjunto de generadores Ca de
cada Ea de manera que sean cerrados por ĺımites finitos y que para cada flecha Ea

f−→ Eb
del diagrama de topos se tenga f(Ca) ⊂ Cb. Con esta última condición, que llamaremos
“buena restricción”, las transformaciones naturales se restringen automáticamente.

Demostración. Para cada i ∈ A tomemosRa un conjunto de generadores de Ea. Agrandare-
mos estos conjuntos para obtener las dos condiciones que necesitamos, aprovechando que
si un conjunto genera, todo conjunto que lo contiene también genera.

Agregando ingenuamente a cada Ra los conjuntos f(Rb) para todas las flechas Eb
f−→ Ea

del diagrama, se consigue la buena restricción:
Definimos C1

a =
⋃

Eb
f−→Ea

f(Rb). Los C1
a son conjuntos, pues A es pequeña.

Ra ⊂ C1
a debido a idEa .

Si C ∈ C1
a y Ea

g−→ Ek es una flecha del diagrama, como C = f(D) con D ∈ Rb y Eb
f−→ Ea

flecha del diagrama, tenemos g(C) = gf(D) con Eb
gf−→ Ed flecha del diagrama, pues A es

una categoŕıa. Luego, g(C) ∈ C1
d .

Ahora consideramos C1
a ⊃ C1

a, cerrada por ĺımites finitos (lema 3.54). Definimos C2
a a partir

de C1
a con la construcción de recién que garantiza la buena restricción. Luego tenemos C3

a

a partir C2
a. De esta manera, para cada a ∈ A tenemos la sucesión (Cna )n∈N. Es fácil ver

que los conjuntos Ca =
⋃
n∈N
Cna cumplen las dos condiciones requeridas.

5.2. Construcción del bicoĺımite en TOP op

Dado un diagrama de topos A E−→ TOP op y una restricción a un diagrama de sitios

pequeños A C−→ Sit, las inclusiones Ca � � ia // Ea inducen un funtor
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conTOP op(E ,F) i∗−→ conSit(C,F).

Ea
f //

ha

$$H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH Eb

hb

��<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<<

<<
<

Ca
?�

ia

OO

f
// Cb

?�

ib

OO

F

hf

2:mmmm

Veremos que este funtor es una equivalencia de categoŕıas. Este resultado se puede
ver como una generalización del lema de Gröthendieck (3.57), que será utilizado en la
demostración. El lema que sigue muestra que el funtor i∗ está bien definido y una rećıproca
muy útil para probar que es una equivalencia.

5.2 Lema. a) Sean Ea
ha−→ F y para cada flecha a

f−→ b en A una doble flecha hbf
hf +3 ha .

h es un pseudocono si y sólo si hi lo es.
b) Sean h, l ∈ conTOP op(E ,F) dos pseudoconos y supongamos que tenemos para cada

objeto a ∈ A una doble flecha ha
ρa⇒ la. ρ resulta un morfismo de pseudoconos si y sólo si

hi
i∗ρ⇒ li lo es.

5.3 Observación. hi=i∗(h) se define del siguiente modo: (hi)a = haia = i∗a(ha).

Si a
f−→ b es una flecha en A, tenemos haia

hf ia +3 hbfia = hbibf .
O sea que efectivamente i∗(h) es un candidato a pseudocono desde C. Notar que las hf ia

son inversibles.

Demostración. Demostramos la parte a) del lema. La parte b) es similar. Comprobamos
cada condición separadamente.
C1) Teniendo en cuenta que i∗a es un funtor, y que es plenamente fiel, hida = idha ⇔
i∗a(hida) = idhaia

C2) Dadas a
f−→ b

g−→ c, la igualdad (hg.f)(hf ) = hgf vale si y sólo si vale aplicando i∗a de
los dos lados (de nuevo porque es plenamente fiel). Es decir,

(hg.f.ia)(hf .ia) = (hgf .ia)(
(hi)g.f

)
(hi)f = (hi)gf

C3) Para cada doble flecha Ea
f //
⇑γ
g
// Eb del diagrama, por el mismo argumento que en los

otros dos casos, (hb.γ)(hg) = (hf ) si y sólo si (hb.γ.ia)(hg.ia) = (hf .ia), que es lo mismo
que

(
i∗(hb).γ

)(
i∗(hg)

)
= i∗(hf )

5.4 Lema. Sea A F−→ B un 2-funtor y h ∈ con(F,K). Sean FA
lA−→ K morfismos para

cada objeto A ∈ A que son isomorfos a hA a través de hA
ρA +3 lA .
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Conjugando con los isomorfismos ρ se obtiene una estructura de pseudocono para l que
además es la única que cumple que ρ es morfismo de pseudoconos (resulta isomorfismo).

FA
Ff //

ha

!!C
CC

CC
CC

C

lA !!C
CC

CC
CC

C
FB

hB

}}zz
zz

zz
zz

lB}}zz
zz

zz
zz

K
ρA
|� ����

ρB
�#

????
hf 8@zzz zzz

Demostración. Es fácil comprenderlo aunque las cuentas parezcan complicadas.
Para que ρ sea morfismo de pseudoconos debe cumplirse (ρB.Ff)(hf ) = (lf )(ρA) para

cada flecha f . Por lo tanto la ecuación lf = (ρB.Ff)(hf )(ρ−1
A ) define a l. Verificamos

las condiciones de pseudocono, que se siguen inmediatamente de la definición y de las
condiciones de pseudocono para h.
C1) lidA

= (ρA)(hidA
)(ρ−1

A ) = (ρA)(idhA
)(ρ−1

A ) = idlA

C2) Sean A
f−→ B

g−→ C

(lg.Ff)(lf ) =
(
(ρC .Fg)(hg)(ρ−1

B )Ff
)
(ρB.Ff)(hf )(ρ−1

A ) =

= (ρC .F (gf))(hg.Ff)(ρ−1
B .Ff)(ρB.Ff)(hf )(ρ−1

A ) =

= (ρC .F (gf))(hg.Ff)(hf )(ρ−1
A ) =

= (ρC .F (gf))(hgf )(ρ−1
A ) = lgf

C3) Para A
f //
⇑γ
g
// B queremos ver que (lB.γ)(lg) = (lf ). Que es equivalente a:

(lB.γ)(ρB.Fg)(hg)(ρ−1
A ) = (ρBFf)(hf )(ρ−1

A )

que a su vez transformamos en

(ρBFf)−1(lBγ)(ρBFg)(hg) = (hf )

Pero (ρBFf)−1(lBγ)(ρBFg) = (hB.γ), y se aplica la propiedad C3 para h.

5.5 Proposición. El funtor conTOP op(E ,F) i∗−→ conSit(C,F) es una equivalencia.

Demostración.
Es plenamente fiel: Sean h, l ∈ conTOP op(E ,F) dos pseudoconos, y sea ρ̃ un morfismo

entre los pseudoconos hi y li. Veamos que existe un único morfismo de pseudoconos ρ de
h a l tal que ρ̃ = i∗ρ.

Tenemos transformaciones naturales haia
ρ̃a +3 laia . Como las inclusiones ia son den-

sas, podemos extender las ρ̃a de manera única a ha
ρa +3 la . ρ resulta un morfismo de

pseudoconos por la parte b) del lema 5.2.
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Es cuasisuryectivo: Sea h̃ ∈ conSit(C,F). Para cada a ∈ A, como i∗a es cuasisuryectivo

tomemos Ea
ha−→ F tal que haia

ρa' h̃a. La estructura de pseudocono de hi queda determi-
nada si pedimos que ρ sea isomorfismo de pseudoconos (lema previo).

Para cada flecha a
f−→ b tenemos (hi)a

(hi)f⇒ (hi)b. Usando nuevamente que i∗a es plenamente

fiel, existe una única ha
hf⇒ hb que extiende a (hi)f . La estructura h construida es un

pseudocono pues i∗(h) lo es.

5.6 Teorema. Sea A E−→ TOP op un diagrama 2-filtrante de topos y A C−→ Sit una restric-
ción a un diagrama de sitios pequeños con ĺımites finitos. Sea C̄ el bicoĺımite de C y C̃ la
categoŕıa de haces sobre C̄. C̃ resulta ser un bicoĺımite para E.

Demostración. Sea λ un pseudocono universal Ca
λa−→ C̄.

ελ es un pseudocono de C a C̃. Sea l un pseudocono de E a C̃ tal que li ' ελ.

Ea //

la
))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS Eb

lb

&&LLLLLLLLLLLLL

Ca
?�

OO

//

λa

))SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS Cb
?�

OO

λb

&&LLLLLLLLLLLLL C̃ // F

C̄

ε

OO

Esto nos da:

conTOP op(E ,F)
i∗

**TTTTTTTTTTTTTTTT

[C̃,F ]TOP op

l∗
44jjjjjjjjjjjjjjj

ε∗ **TTTTTTTTTTTTTTTT
' conSit(C,F)

[C̄,F ]Sit

λ∗

44jjjjjjjjjjjjjjjjj

ε∗ es una equivalencia por el lema de Gröthendieck (3.57). La generalización del lema
de Gröthendieck dada por la proposición anterior dice que i∗ es una equivalencia. λ∗ es
una equivalencia porque C̄ es bicoĺımite de sitios. Notar que se está aplicando la propiedad
universal para un sitio que no es pequeño. Esto vale porque la construcción del bicoĺımite
no vaŕıa al agrandar el universo.

Como ε∗, λ∗, i∗ son equivalencias de categoŕıas y λ∗ε∗ ' i∗l∗, l∗ también es una equi-
valencia.
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