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Introduccion

Uno de los temas mas importantes dentro de la Teoria de Nimeros es el estudio de las Curvas
Elipticas. Las mismas ademads de ser interesantes en si mismas, son de gran utilidad para resolver
numerosos problemas; también son un lugar en el que confluyen otras ramas de la matemaética,
como la Geometria y el Algebra. Al trabajar con Curvas Elipticas uno incursiona por estas
disciplinas utilizando diferentes herramientas de cada una de ellas.

El estudio de las Curvas Elipticas ha tenido una gran relevancia histérica y permitié resolver
muchos problemas dificiles. Por ejemplo fueron parte esencial en la demostracién del 1ltimo
teorema de Fermat que dio Andrew Wiles en los anos ’90.

Dado un cuerpo K de caracteristica distinta de 2, una Curva Eliptica £ puede verse como el
conjunto de soluciones, sobre una clausura algebraica K de K, de una ecuacion del tipo:

y? =23 + ax? + bz + ¢,

donde a,b,c € K y f(z) = 23 4+ ax? + bz + ¢ no tiene raices miltiples. Al conjunto E(K) de
sus soluciones se le puede dar estructura de grupo abeliano tomando como elemento neutro al
punto proyectivo [0 : 1: 0]. Si a,b,c € K y se considera el conjunto E(K) de las soluciones en

K, se tiene que éste es un subgrupo de E(K).

Si K es un cuerpo de nimeros, el Teorema de Mordell-Weil dice que F(K) es finitamente generado
y, en particular, por el Teorema de Estructura se tiene que:

EK)~Z &T,;

donde T es la parte de torsion y el rango r pertenece a Ny.

Hay muchos resultados conocidos que permiten, dada una curva eliptica F, caracterizar comple-
tamente su parte de torsién. Sin embargo el problema de calcular el rango es muy dificil y poco
se sabe al respecto. La heuristica muestra que las curvas elipticas con rango grande (digamos
mayor o igual a dos) son ”pocas” (en términos de densidades) y no se sabe que tan grande puede
ser el rango de una curva eliptica. De hecho, el rango més grande conocido hoy en dia es 28.

Un recurso para construir familias de curvas elipticas de rango alto es trabajar con cuerpos de
funciones. Por ejemplo, si se toma K = Q(¢), bajo una hipdtesis adicional, se tiene también un
teorema de Mordell-Weil y, por lo tanto, también existe una nocién de rango. Un teorema de
especializaciones dice que si uno tiene una curva eliptica sobre Q(¢) con r puntos linealmente



independientes (en particular de rango al menos r), mirando casi todas sus especializaciones de t
(es decir, todas salvo una cantidad finita) los r puntos siguen siendo linealmente independientes
en la curva obtenida.

Una de las comodidades que ofrece trabajar con el cuerpo Q(t) es que hay una técnica que permite
testear la independencia lineal de puntos de una manera sencilla. En este trabajo mostramos
con detalle la teoria de curvas elipticas sobre cuerpos de funciones, el método para testear
independencia lineal de puntos en dichas curvas y ofrecemos algunos ejemplos desarrollados
exhaustivamente. Daremos también una construccién de Jean Francois Mestre en los anos '90
de una curva eliptica sobre Q(t) de rango 12 y, siguiendo la esencia de su idea, contaremos cémo
construimos otra familia de curvas elipticas sobre Q(¢) con rango mayor o igual que 8 donde la
independencia de los 8 puntos es mas sencilla de verificar.

El trabajo esta dividido en cuatro capitulos. En el primero presentamos las variedades afines y
proyectivas en general y sus principales propiedades que necesitamos para més adelante.

En el segundo capitulo presentamos a las Curvas Elipticas como caso particular de variedades
proyectivas y mostramos con detalle toda su estructura algebraica y geométrica.

El tercero es el capitulo central de todo el trabajo. En él trabajamos con curvas elipticas sobre
Q(t), mostramos cémo es el procedimiento para testear la independencia lineal de puntos y
desarrollamos paralelamente un ejemplo en el que aplicamos este proceso con todo detalle.

En el cuarto capitulo contamos a grandes rasgos el trabajo de Jean Francois Mestre y como es
que, tomando como punto de partida sus ideas, pudimos construir la familia de curvas elipticas
sobre Q(t) de rango 8.
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Capitulo 1

Variedades

En este capitulo haremos una breve introduccién a las variedades afines y proyectivas sobre un
cuerpo K perfecto. Veremos que las curvas elipticas son casos particulares de éstas. En particular
nos van a interesar los casos K = Q, 6 K un cuerpo de numeros; y més adelante K = Q(t);
pero la teoria de variedades es mas general; asi que por ahora vamos a trabajar sobre cualquier
cuerpo K perfecto.

1.1. Variedades Afines

Empecemos recordando que un cuerpo K se dice perfecto si toda extensiéon algebraica de K es
separable.

Sea K un cuerpo perfecto y K una clausura algebraica fija. El espacio afin sobre K de dimensién
n es el conjunto:

A" = A"(K) = {P = (X1, .y p) : T € F}
El conjunto de puntos K -racionales en A" es:
A"(K)={P = (z1,....,xn) € A" 1 x; € K}.

Consideremos el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en K. Es decir:

Kx] =K 11, 2] -
Dado un ideal I C K [x] podemos asociarle un subconjunto de puntos de A™ dado por:
V(I)={PeA" : f(P)=0,Vfel}.
Aqui ya podemos dar la primera definiciéon importante de este capitulo.

Definicién 1.1.1. Dado K un cuerpo perfecto y K una clausura algebraica fija, llamamos
variedad afin a un subconjunto de A" de la forma V(I) para algtin ideal I C K [x].



Dada una variedad afin V', podemos calcular el ideal I(V) que la define del siguiente modo:
(V)= {f €eK[x]: f(P)=0, VPEI}.

Si V es una variedad, siempre se tiene V(I(V')) = V pero no necesariamente se tiene para un
ideal I que I = I(V(I)). Esto es, dado un ideal I, podemos asociarle la variedad V' (I). Pero si
calculamos I(V (1)) como hicimos recién no siempre volvemos a obtener I. No es dificil verificar,
sin embargo, que una inclusion si es cierta en general:

1CI(V(D).

Diremos que una variedad afin V' es definida sobre K si su ideal I(V') puede ser generado por
polinomios en K [x].

Ejemplo 1.1.2. Sea K = Q, el cuerpo de los nimeros racionales, y una clausura algebraica fija
Q. Sea n = 2. O sea, el espacio afin que estamos considerando es @2 y el anillo de polinomios
asociado es Q[z,y]. Sea I = (y — a:z). La variedad afin asociada sera el conjunto V formado
por todos los puntos de la pardbola de ecuacién y — 22 = 0. Esta variedad V es definida sobre
Q, pues afirmamos que su ideal asociado es I, que puede generarse con polinomios en Q [z, y].
Veamos que en efecto el ideal asociado a V' es I. O sea:

I(V)=1.

Es claro que I C I(V), pues y — 22 se anula en todos los puntos de V. Para ver la otra inclusién

tomemos cualquier f € I(V). Escribamos:

flay) = (y — 2*)q(z,y) +r(2);

2

pensando a f € Q] [y] y haciendo el algoritmo de la divisién. Podemos, pues y — 22 es ménico

en ese anillo. De este modo, dado que f € I(V), tenemos:
0= f(z,2%) =r(z) Ve Q.
Luego r = 0, por lo que f € I.

Definicién 1.1.3. Una variedad afin V' se dice irreducible si no es uniéon de dos variedades
propias no vacias.

Proposicién 1.1.4. Una variedad afin V es irreducible si, y sdlo si, su ideal asociado I1(V') es
un ideal primo.

En el ejemplo anterior, es claro que el polinomio f = y — 22 es irreducible en Q [, 3]; con lo cual

el ideal I(V') es primo y V resulta ser una variedad afin irreducible.

Notemos que la nocién de irreducible es coherente con lo que uno puede intuir. Por ejemplo, si
tomamos el ideal I = (y*> — 22) = ((y — x)(y + 7)); que claramente no es primo, la variedad afin
V' asociada es la unién de las rectas y = x e y = —x; que serian las componentes irreducibles de

V.

Dada una variedad afin V' podemos asociarle un anillo, que es el de la siguiente definicion.



Definicién 1.1.5. Sea V una variedad afin. Se define el anillo de coordenadas afin de V' como:
K[V]=KI[x]/IV).

Observemos que si V es irreducible, K [V] es un dominio integro, pues I(V) es primo. Esto nos
permite tomar su cuerpo de fracciones. Al cuerpo de fracciones de K [V] lo llamamos el cuerpo
de funciones de V'y lo notamos K (V).

Si la variedad V' irreducible es definida sobre K podemos considerar el cociente:

K[V] =K [x]/I(V).

K [V] se llama el anillo de coordenadas K -racionales. Su cuerpo de fracciones es el cuerpo de
funciones K-racionales de V' y se nota K (V). Una interpretacién que suele hacerse es decir que
K [V] consta de las funciones de K [x] definidas en V.

Observemos que si f € K [V], f induce una funcién bien definida f : V — K, pues si g € K [V]
estd en la misma clase que f, existe h € I(V) tal que f = g+h,ysi P €V, f(P) = g(P)+h(P) =
9(P).

Dada una variedad afin irreducible V' tenemos entonces asociado a ella el cuerpo K (V). Hay,
naturalmente, un morfismo de cuerpos inyectivo de K en K (V). Podemos preguntarnos acerca
del grado de trascendencia de esa extensién. Precisamente ese grado serd un nimero asociado a
V' y tendri el siguiente nombre.

Definicién 1.1.6. Sea V una variedad afin irreducible. El grado de trascendencia de K (V)
sobre K se llama la dimension de V, y se nota dim(V).

Notar que dim(V') es siempre un nimero menor o igual que n. Por ejemplo, si V' = A", o sea,
I(V) = (0), dim(V) = n. Si V es la variedad irreducible asociada a un ideal principal I = (f),
con f irreducible, dim(V') = n — 1. Una forma de ver esto es la siguiente: no es dificil ver que,
dado f € K [x], bajo un cambio lineal de coordenadas se puede suponer que f tiene la siguiente
forma:

f(x) = xfl + ad_lxi_l + -+ a1z, + ao,

con
a; € K [z1,...,xpn-1], 1 <i<d.

Entonces podemos pensar que:

K(V) = Fracc (K [x]/(f)) = K@1,....Tn) = K(x1, ..., 2n—1)(2n),

donde z,, satisface la ecuacién f(x) = 0. La notacién Fracc se refiere al cuerpo de fracciones.



Por lo tanto K (21, ..., Z,,_1) (7, ) es algebraica sobre K (1, ..., 7,_1). Luego, considerando la torre:

K(V)

K(l‘l, ...,:L‘n_l)

K
tenemos que:

trdegz(K(V)) = trdegr(K (z1, ..., Tp_1)) + trdeg?(mhwmn)(F(V)) =n—-1)4+0=n—-1
Donde la notacién trdegg (F') significa el grado de trascendencia de la extensién de cuerpos F/E.

Vamos ahora a dar una nocién de suavidad para las variedades afines. La definicién que viene a
continuacion es bastante razonable:

Definicién 1.1.7. Sea V' € A" una variedad afin irreducible. Supongamos que I(V') = (f1, ..., fm)-
Sea P € V. Diremos que V es no singular en P, o que P es un punto no singular de V, si la

matriz de m x n: 5
f.
(52 )
Lj 1<i<m, 1<j<n.

tiene rango n — dim(V).

Si V' es no singular en todos los puntos P € V', diremos que V es no singular. Si V tiene algin
punto singular diremos que V' es singular.

Por ejemplo, si V es la variedad afin irreducible asociada a un ideal I principal, digamos I = (f),
con f irreducible, para un punto P € V se tiene:

of
al'i

Ejemplo 1.1.8. V; C @2: Vi = V(y? — 23 — x). Es facil ver que, en efecto, I(V}) = (f), con
f =y?— 2% — z. Para ver si V; tiene puntos singulares debemos resolver el siguiente sistema:

{%(az,y) =-322-1 =0

Pes singular < (P)=0, Yi.

Ly =2y =0

cuyas soluciones son puntos P = (z,y) ¢ V;. Luego V; es no singular.
Ejemplo 1.1.9. V5 C @2: Vo = V(y? — 2% — 2%). Aqui tenemos que I(Va) = (f), con f =
y? — 23 — 22. Veamos si Vs tiene puntos singulares. El sistema que debemos mirar es ahora:
%(w,y) =322 -2x =0
a
G,y =2 =0

Este sistema si tiene una solucién para un punto de V5 que es el punto P = (0,0). Es decir,
P = (0,0) es punto singular de V3 y, en particular, V5 es una variedad singular. (Ver Figura 1.1)
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Figura 1.1: La variedad V3 es singular en P = (0,0).

1.2. Variedades Proyectivas

Hasta ahora hemos visto subconjuntos de un espacio afin A”. Vamos a dar en esta parte las
nociones basicas del espacio proyectivo; y haremos construcciones analogas a las que hicimos en
el espacio afin.

La construccién del espacio proyectivo puede presentarse de diferentes formas. Vamos a mostrar
un punto de vista algebraico y otro geométrico. Y mas aun; para fijar las ideas empezaremos
hablando de la recta proyectiva y el plano proyectivo, que no son més que casos particulares.

1.2.1. La Recta Proyectiva y el Plano Proyectivo

Empecemos con el punto de vista algebraico. Consideremos el plano affn A? y definamos una
relacién de equivalencia en el conjunto A% —{(0,0)}. Concretamente definamos la recta proyectiva

del siguiente modo:
{(CL, b) € Az - {(070)}}

~

P! =

Donde:
(a,b) ~ (a/,V) = Ite K, t#0 : (a,b) = t(d, V).

O sea, son los puntos de A? distintos del origen; identificando a aquellos que son miltiplos. Es
decir, estamos identificando a todos los que estén sobre una misma recta de A2

A una clase de equivalencia de P! la notamos [a : b], donde (a,b) es un representante de esa clase.
Observemos que, con esta notacion, tenemos:

[a:b] =[ta:th], Vt€ K, t#0.

Andlogamente se construye el plano proyectivo definiendo la misma relacién de equivalencia en
A® —{(0,0,0)} :

P2 {(a,b,c) € A® — {(0,0,0)}}.

~
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Donde:
(a,b,c) ~ (a',b,d) <= 3Ite K,t#0: (a,b,c) =t(d,b,c).

Y usamos la misma notacién para las clases de equivalencia: [a : b : ¢].

A los efectos tedricos no haria falta decir mucho mas. Pero resulta interesante dar una perspectiva
geométrica que suele aclarar un poco la idea de la construccion.

Veamos el caso del plano proyectivo. Situémonos en el plano afin A? y consideremos una recta
en él. Esa recta es un conjunto que consta de puntos de A2, y a ese conjunto de puntos le vamos
a agregar uno méas. Pero no otro punto de A?; sino un punto en el infinito o punto impropio.
Un punto extra que representara la direccion de esa recta. Considerando todas las direcciones de
rectas de A? tenemos una familia de puntos en el infinito; y vamos a pensar al plano proyectivo
intuitivamente como:

P? = A% U { Puntos en el infinito} = A? U {Direcciones en A2} .

En otras palabras, el plano proyectivo consiste en el plano affin A? al cual le agregamos todos los
puntos en el infinito, que son los que representan las direcciones de las rectas.

Una de las propiedades interesantes que surgen de esta perspectiva es la siguiente. Sabemos que
en el plano afin A2, dadas dos rectas distintas, o bien se intersecan en un punto, o bien son
paralelas y no se intersecan. Sin embargo, en P2, cualesquiera dos rectas distintas siempre se
intersecan en un punto. En efecto, si no son paralelas estamos en el caso conocido de A2 Y si
son paralelas, el punto en el que se intersecan es en ese punto impropio que tienen ambas: como
tienen la misma direccién, tienen el mismo punto impropio, que es justamente el punto en comin
de ambas.

Ahora si tratemos de formalizar la perspectiva geométrica. Dada una recta en A%, digamos de
ecuacién (vectorial):

L : Xa,b) + (ag,bo); (a,b) # (0,0);

la direccién estd dada por el vector (a,b). Y cualquier vector de la forma (ta,tb), para t #
0, representa la misma direccién. De manera que podemos asociar las direcciones en A? con
los vectores no nulos, identificando a aquellos que sean multiplos. Notar que esto que estamos
diciendo no es més que la construccién algebraica que hicimos de P'. En definitiva, esa familia de
puntos impropios que le agregamos a A? es la recta proyectiva P'. Con lo cual, estamos diciendo
que:

P? = A2U P

considerando a esta unién como una unién disjunta.

Veamos que las dos construcciones de P2, la algebraica y la geométrica, son compatibles. En
efecto, hay una correspondencia biunivoca entre ambas, que es la siguiente:

Dado un punto de P? = {(a’ii’c)}, digamos [a : b: ¢, tenemos dos posibilidades, que son ¢ =0 o

c#0.Sic#0,la:b:c] = [% : % : 1]; y lo asociamos entonces al punto (%, %) €A% Sic=0,a
[a:b:0] lo asociamos al punto [a : b] € PL.

12



Reciprocamente, dado un punto de A% U P!, también tenemos dos posibilidades. Si el punto
estd en A2 es de la forma (a,b), y lo asociamos al punto [a : b: 1] € P2. Si el punto estd en P!,
es de la forma [a : b], y lo asociamos al punto [a : b : 0] € P2,

P2 A2UP!

a:b:d — (2,%) € A2 sic#0
[a:b]epl Sic:o

[a:b:1] — (a,b) € A?
[a:b:0] — [a:b] € P!

Es sencillo verificar que estas correspondencias son reciprocas.

Tratemos de ver qué nos dice esta biyeccién. Una manera de interpretarla es decir que P? tiene
una parte afin y una parte en el infinito. La parte afin corresponde a los puntos [a : b : ] tales
que ¢ # 0. Pero sabemos que en tal caso [a:b: ] = [% : IE’ : 1]; con lo cual podemos asumir que
¢ = 1. De modo que la parte afin de P? la integran los puntos de la forma [a: b: 1]. Y la parte

en el infinito serdn los demds, o sea, los de la forma [a : b : 0].

Es natural preguntarse si el rol de ¢ no puede ocuparlo a o b. La respuesta es afirmativa. La
eleccion de ¢ no es para nada candnica sino que es arbitraria. Se puede hacer exactamente el
mismo proceso haciendo la distincién que hicimos de los puntos respecto de cualquiera de las
otras variables. Luego haremos esto con detalle.

De esta manera, al trabajar en P2, si nos limitamos a mirar los puntos de la forma [a : b : 1], es co-
mo si estuviéramos en A2, y podemos pensar que estamos en el plano afin. Luego formalizaremos
un poco esta idea también.

Antes de pasar a la construccién del espacio proyectivo en general, digamos una cosa mas. Ahora
que pensamos a P? como A2 UP!; es decir, agregarle a A? la recta P!, podemos ser todavia més
precisos con eso de que cualesquiera dos rectas distintas de P? se intersecan en un punto. Porque
ahora podemos considerar a P! como una de las rectas de P?; o sea, la recta del infinito, o la
recta de los puntos impropios. Y esta recta también cortard a cualquier otra recta L C P? en
un punto exactamente; que serd justamente el punto del infinito de L; el punto asociado a su
direccion.

Ahora si que, tal vez la idea de la construccién estd un poco maés clara, pasemos a la definicién
del espacio proyectivo en general, que no es mas que generalizar esto a dimensién n.

1.2.2. El Espacio Proyectivo

Definicién 1.2.1. Sea K un cuerpo perfecto y K una clausura algebraica fija. El espacio pro-
yectivo sobre K de dimensién n es:

{(X07 7Xn) e Al — {(07 70)}}

~

P = P"(K) =
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Donde: o
(Xo0y oo, Xn) ~ (Yo, ..., V) & Ite K, t #0,: (Xo,...,. Xp) = t(Yo, ..., Yn)

A una clase de equivalencia de P" la notamos [Xj : - -+ : X,,], si (Xp, ..., X;,) es un representante;
y a las clases las llamamos coordenadas homogéneas. En seguida aclararemos la razén por la cual
ahora usamos letras mayusculas.

El conjunto de puntos K-racionales en P es:

PYK)={[Xo: - : X, eP": X; €K, 0<i<n}.
Maés precisamente, son aquellas clases [Xj : - -+ : X,,] para las cuales existe un representante con
todas sus coordenadas en K.

Asi como observamos en el caso n = 2, podemos pensar que P" consta de una parte afin y
una parte en el infinito. La parte afin deciamos antes que era la de los puntos de la forma
[a:b:c], con ¢ # 0. Ahora diremos que la parte afin serd la que conforman los puntos de la
forma [Xp: -+ : X,] con X, # 0.

Como dijimos antes, el rol de X, puede ocuparlo algin otro X;. Vamos ahora a formalizar un
poco la idea de que al espacio proyectivo le podemos mirar su parte afin. Podemos pensar que
P™ contiene varias copias de A" considerando, para cada 1 < ¢ < n, la inclusién:

;- A" —  P7
(y17-~-,yn) - [yl3y23"'3yi—1313yi+13”‘3yn]

Consideremos, dentro de P", el conjunto:
U={P=lzg: :xy| : & #0},

que no es mas que el complemento del hiperplano de P™ de ecuacién X; = 0. Podemos definir en
U; una vuelta para ¢; dada por:

ot Ui — A"
. . To 1 Ti—1 Li+1l x
[IEO. .ﬁUn] — (Z‘_i’x_i"”’x—i’ oy ""’Z‘_’;L)

De esta manera podemos trabajar con la nocién de que P" contiene copias de A" de un modo mas
preciso. Concretamente, segtin convenga eventualmente, tomaremos alguna parte afin de P™, que
sera alguno de los U;, vistos como copias de A". Apuntando a los efectos puramente practicos, ese
proceso de afinizacion de P™ consistird en considerar los puntos de la forma [Xy :---: X,] € P”
con X; # 0. En tal caso:

Xo X1 o Xin o Xn

[(Xo: - : Xy =

y trabajaremos con los puntos afines (zg, ..., Ti—1, Tit+1, ..., Tn) € A™. Donde estamos haciendo la

identificacién:
Xo _ Xia Xiv1 Xn

P = .
Xi y Lt X7, ) X7,
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He ahi el por qué de la notacién con letras maytsculas para las coordenadas homogéneas; para
distinguirlas de las coordenadas afines, que las notamos con mindsculas.

Nuestro objetivo ahora es, asi como hicimos en el caso afin, definir las variedades en este nuevo
espacio. Para ello necesitamos trabajar con el anillo de polinomios. Pero observemos lo siguiente.
Supongamos que tenemos el polinomio f € Q [z, y], f(z,y, 2) = 2o+ y? — 2. Tratemos de evaluar
a f en puntos de P2. Por ejemplo, f([1:2:1]) = 5. Pero resulta que [1:2:1] = [2:4:2], y
f([2:4:2]) = 18. Tenemos que f([1:2:1]) # f([2:4:2]); aunque [1:2:1] = [2:4:2]. Esto
nos dice que el polinomio f no estd bien definido en P2. De este modo estamos obligados a
limitarnos a trabajar con una familia de polinomios mas restringida.

Definicién 1.2.2. Sea F € K [z, ..., ¥,]. Decimos que F es un polinomio homogéneo de grado
d si: B
F(txg, ..., txy,) = t*F (20, ..., z,), Vt € K.

Aqui tenemos algunos ejemplos de polinomios homogéneos: F' € Qlz,y], F(z,y) = 3zy + 2% F
es homogéneo de grado 2. G € Q[z,y, 2], G(x,y, 2) = vy? — 4222 + 23 + 2wy2. G es homogéneo
de grado 3.

En otras palabras, un polinomio F' es homogéneo de grado d si, y sélo si, cada uno de sus
monomios tiene grado total d.

Los polinomios homogéneos son los que van a permitir definir las variedades en P™:

Observacién 1.2.3. Si F € K [z, ..., z,] es un polinomio homogéneo (de cualquier grado):

F(xg,...,7,) =0 & F(tzg,....,tr,) =0, Vt € K.

1.2.3. Variedades Proyectivas
Ahora si ya estamos en condiciones de definir las variedades proyectivas. La construccion no va
a ser mas que copiar lo que hicimos en el caso afin, pero ahora en el contexto de P".

Diremos primero que a los ideales I C K [xg, ..., 7,] generados por polinomios homogéneos los
llamaremos ideales homogéneos.

Igual que como hicimos en el caso afin, a cada I C K [x] = K [wg, ..., x,] ideal homogéneo,
podemos asociarle un conjunto de P dado por:

V(I)={PeP": f(P)=0, Vf € I homogéneo} .
Notemos que esta definicién tiene sentido gracias a la Observacién 1.2.3

Definicién 1.2.4. Llamamos variedad proyectiva a un conjunto de la forma V(I) para algin
ideal I C K [x] homogéneo.

Dada una variedad proyectiva V, el ideal homogéneo I(V) C K [x] que la define serd el generado
por el conjunto:

{f e KI[x]: fhomogéneo y f(P)=0, VP eV}.
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Diremos que V es definida sobre K si I(V) puede generarse con polinomios homogéneos de
K [x].

Andlogamente al caso afin tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.5. Una variedad proyectiva V se dice irreducible si su ideal homogéneo I(V') es
un ideal primo de K [x].

Como vimos, al espacio afin A" lo podemos pensar metido en P"; o podemos decir que P” contiene
copias de A™. Es esperable que algo similar ocurra entre las variedades afines y proyectivas. Vamos
a ver esto empezando con un ejemplo. Trabajemos en Q. Consideremos la variedad proyectiva
Vi C P? dada por:

Vi Y2Z - X373 =0.

O sea, el ideal de Vg es I(Vp) = (F); donde F(X,Y,Z) = Y?Z — X3 — Z3. (Notar que todo
estd bien definido dado que F es homogéneo). Si en P? consideramos la afinizacién Z = 1; es
decir, nos limitamos a mirar los puntos [X : Y : Z] con Z # 0; usando la misma notacién de
antes (maytsculas vs. mintisculas) estamos considerando los puntos de A% de coordenadas afines
(z,y). Donde = = %, = X En tal caso, los puntos de Vi tales que Z # 0, se corresponden con

los puntos (z,y) € A? que satisfacen la ecuacion:
-2 —1=0.

Si llamamos f(z,y) = y* — 2 — 1, tenemos la variedad afin Vy C A% cuyo ideal es I(Vy) = (f).
Lo que vemos es que Vy es la variedad afin de A? que consta de los puntos afines de Vi segin
la afinizacién Z = 1. Si miramos la relacién entre los polinomios F' y f es claro que se tiene:

f(z,y) = F(X,Y,1).

Esto es justamente lo que hacemos con los puntos de P? cuando los afinizamos, pero ahora con
los polinomios. Precisamente, el proceso de afinizar los puntos [X : Y : Z] tomando Z = 1; a
nivel polinomios se traduce en deshomogenizar. O sea, decimos que f es la deshomogenizacion
de Fen Z si f(z,y) = F(X,Y,1).

Pero sabemos que el papel de Z puede tomarlo otra de las variables; digamos por ejemplo X. Si
afinizamos con respecto a X estamos considerando los puntos de (y, z) € A2, con y = %, z= %
En este caso al deshomogenizar F' obtenemos:

fly,2) = F(L,Y,Z) = y*z—1 =2

Y la variedad afin Vy C A? es la generada por el ideal I(Vy) = (y%z — 1 — 23).

Hemos observado en definitiva que a la variedad proyectiva Vr podemos mirarle sus partes afi-
nes. O sea, podemos considerar variedades afines (3 de ellas precisamente) que resultan ser las
que constan de los puntos afines de V en cada una de las afinizaciones de P2. Estas variedades
afines no son mas que una parte del todo, que es la variedad proyectiva Vr. ;Y c¢émo obte-
nemos esas variedades Vy C A?? Deshomogenizando el polinomio F' con respecto a la variable
correspondiente.
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Vamos ahora a hacer la construcciéon reciproca. Supongamos que empezamos con la variedad
afin V; CA? dada por:
Vi -z —1=0.

Donde, como antes, llamamos f(z,y) = y*> — 23 — 1y V es la variedad asociada al ideal I(V}) =
(f). Asf como antes estabamos en P? y, como P? contiene copias de A?, mirdbamos los puntos de
la variedad que estaban sobre una de esas copias; ahora estamos en A2, y pensémoslo incluido
en P2. Precisamente, miremos a las coordenadas (x,y) de A% como la parte afin de coordenadas
[X : Y : Z] de P2, afinizando en Z. Esto es:

Asi tenemos la correspondencia:

(x,y)—>[§;§:1]:[X:Y:Z].

Mirando la ecuacién f(z,y) = 0 que tenfamos, con las nuevas coordenadas se convierte en:

Y2 X3

Y multiplicando todo por Z3 para limpiar los denominadores nos queda:
Yz - X*-7Z3=0.

Asi obtenemos el polinomio F(X,Y,Z) = Y2Z — X? — Z? que es homogéneo y define entonces
una variedad proyectiva; que es la que tenfamos en un principio.

De nuevo, la forma en que pensamos a las coordenadas (z,y) como la parte afin de coordenadas
homogéneas, no es la unica. Arbitrariamente elegimos una. También se podia haber hecho la
construccién pensando que las coordenadas (z,y) son la parte afin de coordenadas homogéneas
del tipo [X : Z:Y]o [Z: X :Y].

De este modo, a la variedad afin Vy C A? pudimos asociarle la variedad proyectiva Vi C P2,
Para ello hicimos el proceso inverso de lo que llamamos antes deshomogenizacién. En este caso
pasamos de coordenadas afines a coordenadas homogéneas agregando una variable extra. Y a
nivel polinomios, a f le hicimos un proceso que llamamos homogenizacion, que consistié en definir
F del siguiente modo:

AN
Es bastante claro que ambas construcciones son reciprocas. Pues si a Vg la afinizamos respecto

de Z obtenemos Vy. Y si a Vy le aplicamos el proceso de homogenizacién de sus coordenadas
volvemos a obtener Vp.

F(X,Y,Z)=23f (X Y).

Aqui hay un detalle a tener en cuenta. Cuando uno mira la parte afin de una variedad proyectiva
puede tener la mala suerte de que esa parte afin es vacia. Por ejemplo, si a la variedad proyectiva
de P? dada por:

Vp: F(X,Y,Z2)=7=0,
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la afinizaramos respecto de Z; la variedad afin resultante seria vacia. Pues en esa afinizacién
justamente no hay puntos [X : Y : Z] que satisfagan Z = 0. Por esto es que hay que tener el
cuidado de afinizar respecto a una variable de manera de obtener una variedad afin no vacia.
Sobre esto volveremos en seguida.

Una manera de interpretar este proceso es decir que V; son los puntos afines de Vg, respecto
de la afinizacién correspondiente; y que los puntos de Vi — V; son los puntos en el infinito de
V; también respecto a la forma en que miramos a las coordenadas de Vy como la parte afin de
ciertas coordenadas homogéneas. Por ejemplo, si la afinizacién consistié en pasar de coordenadas
[X : Y : Z] a coordenadas (z,y); los puntos en el infinito de V} son exactamente los puntos de
Vi de la forma [X : Y : 0]. A continuacién vamos a resumir y a generalizar todo esto.

1.2.4. Variedades afines +— Variedades proyectivas

e («—) Sea V C P" una variedad proyectiva con ideal homogéneo (V) C K [X]. Consideremos,
para algin 1 < i < n fijo, la funcién ¢; que definimos en 2.2. Llamemos V N A" = ¢ *(V N Tj).
Entonces V N A" C A" es una variedad afin con ideal I(V N A") C K [x] dado por:

I(VﬂAn) = {f($07 ooy Li—15 L1, aajn) = F(:E(]v cey Li—1, 17$i+17 ayn) : F(X(]v aXn) € I(V)} .

Donde notamos, como antes, xg = %, ey Ty = ))((’?.
1 T

e (—) Sea f € K [x] y fijemos algiin 1 < i < n. Definimos F € K [X] como:

Xo  Xio1 X X,
F(Xo,..., Xn) = X0f <y0 X'l, Xfl,..., X'>;

donde d = deg(f) es el minimo entero que hace falta para limpiar denominadores. Decimos que
F es la homogenizacion de f con respecto a Xj.

Sea entonces V' C A™ una variedad affn con ideal I(V) C K [x]. Consideramos una inclusién:
o; A" — P,

Diremos que la clausura proyectiva de V respecto de i es la variedad proyectiva V cuyo ideal

homogéneo (V') esta generado por:
{F(Xo,...,Xy) : F es la homogenizacion de f respecto a X; para algin f € I(V)}.

Las garantias de que estas construcciones se comportan como uno quisiera nos las da el siguiente
resultado: (Ver [9], Capitulo I, Proposicién 2.6.)

Proposicién 1.2.6. a) Sea V una variedad afin. Entonces V es una variedad proyectiva y
V =VnNA"

b) Sea V una variedad proyectiva. Entonces V-0 A" es una variedad afin y:

VNA" =0 obien V =V nNA~r
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¢) Si una variedad afin (respectivamente proyectiva) V es definida sobre K, entonces V (respec-
tivamente V N A") es definida sobre K.

d) Toda variedad afin V puede ser identificada con una unica variedad proyectiva, que es su
clausura V'; y los puntos de V —V son los puntos en el infinito de V.

Algo bastante inmediato es el hecho que, dada una variedad proyectiva V', siempre existe una
afinizacién V N A™ que es no vacia.

Notemos que la unicidad del punto d) no se aplica en el proceso inverso. Es decir, dada una
variedad proyectiva V hay varias variedades afines que le podemos asociar; que son las que
corresponden a cada una de las afinizaciones de V' con respecto a las diferentes variables.

Esta proposicién nos dice que en cierta forma las variedades afines y las proyectivas estdn en
correspondencia, y también lo estan los polinomios de sus ideales. En muchos casos suele ser mas
cémodo trabajar con los polinomios deshomogenizados, y esto lo podemos hacer ya que en los
puntos afines de una variedad proyectiva, ambos polinomios coinciden.

Hay una perspectiva topoldgica de estas ideas que es bastante interesante. Sélo nos vamos a
limitar a mencionarla al pasar. Una propiedad que satisface el espacio proyectivo P" es la de ser
un espacio topoldgico compacto. De esta manera, cuando uno tiene una variedad afin y le calcula
una clausura proyectiva V; lo que estd haciendo es un proceso de compactificacion de V.

Lo que nos falta hacer con las variedades proyectivas es dar las definiciones analogas al caso afin
de anillo de coordenadas, dimensién, etc. Pero veremos que las nuevas definiciones no son mas
que reducciones al caso afin.

Definicion 1.2.7. Sea V una variedad proyectiva irreducible.

a) Elijamos una afinizacion A™ C P" tal que V N A™ # (). Definimos la dimension de V como la
dimension de V N A”™.

b) También con una afinizacién A™ C P" tal que VN A™ # (), definimos el anillo de coordenadas
de V y el cuerpo de funciones de V respectivamente como:

K[VNA" y K(VNA™).
Es decir, el anillo de coordenadas y el cuerpo de funciones de V N A™.
c) Sea P € V. Elijamos una afinizacién A™ C P™ tal que P € V N A™. Decimos que V es no

singular en P, o que P es un punto no singular de P, si V N A™ es no singular en P.

Se verifica que estas definiciones son consistentes; es decir, que no dependen de la afinizacién.
En el caso del anillo de coordenadas y el cuerpo de funciones las construcciones resultan ser
candnicamente isomorfas.

Observacién 1.2.8. El cuerpo de funciones de una variedad proyectiva V' también puede des-

cribirse como el conjunto de las funciones racionales F'(X) = % tales que:

1) f y g son polinomios homogéneos del mismo grado.
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2) g ¢ 1(V).
3) £~ Lsifg g e IV).

Esto es consecuencia inmediata del paso de coordenadas afines a homogéneas. Tomemos una
variedad proyectiva V' C P? y una afinizacién tal que V N A? # (). Dado un elemento cualquiera
f en el cuerpo de funciones de V N A%, cuando lo pasamos a coordenadas homogéneas adquiere
efectivamente la escritura que dice esta observacion.

Pongamos un ejemplo sencillo para visualizar esto. Consideremos la misma variedad V que ya
hemos usado antes, la definida por la ecuacion afin:

V-3 —-1=0.
O por la ecuaciéon homogénea:
ViY?Z-X3-Z%=0.
Sea f el polinomio:
f(z,y) =1 — 2z + 3z1°.

f es un polinomio del cuerpo de funciones de la variedad afin; y si lo escribimos en coordenadas
homogéneas nos queda:

XY? 73 -2X7?+4+3XY?
z3 VA ’
que es efectivamente un cociente de polinomios homogéneos de igual grado. Lo mismo si partimos

de un elemento f del cuerpo de funciones de V N A? que ya es en si un cociente de polinomios.
Por ejemplo, sea f el siguiente elemento:

F(X,Y,Z) :1—2§+3

2 —y+ 322y +

f(z,y) = T

Si lo pasamos a coordenadas homogéneas obtenemos:

F(XYZ)_2—§+3XZQ¥+§—i 27 YZ3 43XV Z 4+ Y
s XY+ X3 B 5XYZ2+X3Z

Esta escritura es la que permite la evaluacién en cualquier punto de V; ya sean puntos afines
o puntos en el infinito. Obviamente que también podemos hacer el proceso inverso y pasar a
coordenadas afines haciendo Z = 1.

Notar que no hicimos un proceso de homogenizacién. Sélo lo escribimos en coordenadas ho-
mogéneas. O sea, no le limpiamos los denominadores para que quedara un polinomio; porque
estamos con un elemento del cuerpo de funciones, y no del anillo de coordenadas.

Como en el caso afin, si ' € K(V), F induce una funcién bien definida F': V — K. Esto se ve
muy claro si describimos K (V') como en la observacién tltima.

Observemos otra cosa. Como las variedades afines estan en correspondencia con las proyectivas, y
sus ideales también; muchas veces solemos considerar un polinomio cualquiera y pensarlo dentro

20



del anillo de coordenadas de una variedad proyectiva; y a la hora de evaluarlo en algin punto
del infinito, tomamos su homogenizacion.

Ya tenemos los conceptos basicos de las variedades proyectivas. A continuacion hablaremos de
las funciones que se pueden definir entre ellas.

1.2.5. Funciones entre variedades proyectivas

Definicion 1.2.9. Sean V; y V5 dos variedades proyectivas en P". Una funcion racional de V3
a V5 es una funcién de la forma:

oW — Va
¢=1[fo: -+ fal

donde fo, ..., fn € K(V;) verifican que, para cada P € V; en el que fo, ..., f, estdn definidos, se
tiene:

P(P) = [fo(P): - fu(P)] € V2.
¢ se dice definida sobre K si existe A € K, A # 0, tal que \f; € K(V1), 0<i<n.

Observemos que [fo: - : fn] v [Afo:-+: Afy] definen la misma funcién, pues la clase de un
punto de P™ no se altera al multiplicar sus coordenadas por una constante no nula. Ademas se
cumple que:

6(\P) = 6(P), VP € A,

Segun la definiciéon una funcién racional no necesariamente estd definida en todos los puntos
de Vj. Sin embargo ese problema puede solucionarse en muchos casos. Supongamos que ¢ =
[fo:-+: fu] vy que fo no estd definida en P € V;. Esto significa que P anula el denominador de
fo; v podemos suponer que P no anula al numerador de fy. Supongamos ademas que el resto de
las f; si estan definidas en P . Si llamamos gy al denominador de fy podemos decir lo siguiente:

¢p=1[fo:-:fal =lg0fo: - :g0fnl-

De este modo, la nueva fy si estd definida en P. Y el resto de las funciones también. Y més aun,
(g0f0)(P) # 0. Con lo cual, [(gofo)(P) : -+ : (gofn)(P)] € P™ esta bien definido; pues, no todas
sus coordenadas son nulas.

Esto que hicimos de resolver el problema que se tenia en P lo podemos generalizar y motiva la
siguiente definicién.

Definicién 1.2.10. Una_funcic’)n racional ¢ = [fo : -+ : fn] : Vi — Va se dice regular o definida
en P e V] si existe g € K (V1) tal que:

a) gf; estd definida en P para 0 <i < n.
b) Existe j, 0 < j < n, tal que (gf;)(P) # 0.
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En tal caso se tiene:
o(P) = [(gfo)(P) - (9fa)(P)].

Una funcién racional que es regular en todo punto de V; se llama morfismo.

Hay que decir que lamentablemente no siempre existe esa funcién g para que la funcién racional
¢ sea regular. Si la variedad Vi es irreducible y de dimensién 1 veremos que si existe; pero en
general no.

Observacién 1.2.11. Dado un morfismo ¢ = [fp: ---: f,], uno puede limpiar denominadores
multiplicando a todas las coordenadas por un polinomio homogéneo adecuado, con lo cual,
siempre podemos suponer que cualquier funcién racional ¢ es de la forma ¢ = [f}:---: f}], con
los f! polinomios homogéneos de igual grado.

Como es de esperar, tenemos la nocién de isomorfismo:

Definicion 1.2.12. Dos variedades V; y V5 se dicen isomorfas si existen morfismos:
Vi —Vay ¢p:Vo— Vs,

tales que 1 o ¢ y ¢ o1 son las identidades de V7 y V5 respectivamente.
V1 y Vi son isomorfas sobre K si ¢ y 1 pueden definirse sobre K.

Observacion 1.2.13. Si ¢ : V7 — V5 es un isomorfismo definido sobre K y usamos la notacion
V(K) = VNP"K), entonces ¢ identifica a los conjuntos Vi(K) y Va(K). Por lo tanto sus
estructuras algebraicas (que veremos en el siguiente capitulo) serdn similares.

Ejemplo 1.2.14. Trabajemos en Q. Sea V C P? dada por:
Vi XP+Y2-Z2=0.

Consideremos la funcién racional ¢ : V. — P! definida como ¢ = [X + Z : Y]. Recordemos la
Observacion 1.2.11 que nos permite asumir que las funciones racionales pueden escribirse de esta
manera.

Claramente ¢ es regular en todos los puntos de V salvo, quizés, en P = [1:0: —1]. Pues en
el resto de los puntos de V, [X + Z:Y] € P! estd bien definido ya que alguna de sus dos
coordenadas es no nula. Sin embargo veamos que ¢ también es regular en P = [1:0: —1]. En
efecto:

X2 - 7%= -Y?*(modI(V)).

Con lo cual:
p=[X+Z:Y|=[X*-Z2"Y(X-2)]=[-Y:YX-2)|=[-Y:X-Z].
Luego, ¢([1:0: —1]) =[0:2] =[0: 1] € PL. Es decir, ¢ también esta definido en [1: 0 : —1], por

lo que ¢ es un morfismo.
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Notemos que, siguiendo con la notacién de la Definicién 1.2.10, la funcién g € Q (V) por la que
multiplicamos a las coordenadas de ¢ para poder definir ¢(P) es g(X,Y, Z) = %Z

Si definimos ¢ : P! — V como ¢ = [52 —T?:28T: 5% + T2] es facil verificar que ¥ es un
morfismo que satisface que ¢ o1 y 1 o ¢ son las identidades de V y P! respectivamente; con lo
cual ) = ¢~ y ¢ es un isomorfismo.

Hay una nocién un poco méas débil que la de isomorfismo. Uno puede tener una funcién racional
entre dos variedades V; y V5 tal que exista una funcion racional de V5 a Vi que satisfaga que, en los
puntos en los que ambas estan definidas, las composiciones den la identidad. En otras palabras,
si se restringen ambas funciones racionales a los puntos en los que ambas son morfismos; esas
restricciones resultan ser isomorfismos. La definicién precisa es la siguiente.

Definicion 1.2.15. Sean Vi y Vh dos variedades proyectivas en P™. Una funcién racional
f Vi — V5 se dice birracional si existe otra funcién racional g : Vo — V; tal que:

a) Si P € Vj es tal que f(P) y g(f(P)) estan definidos, entonces g(f(P))

=P
b) Si P € V5 es tal que g(P) y f(g(P)) estédn definidos, entonces f(g(P)) = P.

En tal caso se dice que las variedades Vi y V5 son birracionalmente equivalentes.

Si uno introduce una topologia en P, que no es la usual, hay una manera muy clara de interpretar
lo que ocurre cuando dos variedades son birracionalmente equivalentes. Vamos a introducir esa
topologia en P" del siguiente modo.

Definicion 1.2.16. En el espacio proyectivo P se define la Topologia de Zariski que esta dada
por la siguiente condicién:

B CP" es un conjunto cerrado < B es una variedad proyectiva.

Concretamente se define que los cerrados son las variedades proyectivas. Andlogamente se puede
trabajar en el espacio afin A™ y definir que los cerrados son las variedades afines.

Los abiertos en la topologia de Zariski son entonces los complementos de las variedades. Intuiti-
vamente, los conjuntos abiertos-Zariski en P" son, en general, muy grandes; pues las variedades
vienen dadas por ceros de polinomios.

Observemos qué pasa entonces si tenemos dos variedades birracionalmente equivalentes. Los
puntos en los que las funciones birracionales no estan definidas forman justamente una variedad.
De manera que los puntos en los que si estan definidas son un abierto de cada una de las
variedades respectivas y, por lo tanto, resulta que las variedades son isomorfas en ese abierto.
Maés atn; vale el razonamiento reciproco. Para ser precisos, tenemos la siguiente observacién:

Observacion 1.2.17. Sean V] y V5 dos variedades proyectivas. Son equivalentes:
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a) V1 y V4 son birracionalmente equivalentes.

b) Existen abiertos-Zariski Uy C V; y Uy C V5 tales que Uy y Us son isomorfos.

Demostracion: a) = b) ya lo comentamos antes. a) = b) es claro. Si se tienen isomorfismos
entre Uy y Us, extendiéndolos de alguna manera a V; y V5 se tienen funciones birracionales. [

Esto nos dice que, si bien es un concepto mas débil que el de isomorfismo, si dos variedades son
birracionalmente equivalentes, tienen mucho que ver; pues son isomorfas en un abierto, y los
abiertos las cubren en gran medida.

Otra de las posibles situaciones es la siguiente. Podemos tener un morfismo f : V; — Vo y
una funcién racional (no necesariamente un morfismo) g : Vo — Vj tal que, en los puntos
P € V; en los que g esté definida, se tenga f(g(P)) = P. En tal caso lo vamos a definir asi.

Definicion 1.2.18. Un morfismo f : Vi — V5 se dice un morfismo birracional si existe una
funcién racional g : Vo — V] tal que, en los puntos en los que g estd definida, se tiene f(g(P)) =
P.

Notemos que el concepto de morfismo birracional es mas fuerte que el de funciéon birracional y
mas débil que el de isomorfismo. De hecho podemos resumir todo esto con el siguiente esquema:

isomorfismo = morfismo birracional = funcion birracional

Ninguna de las flechas puede invertirse en general. De hecho vamos a ver un ejemplo cldsico de
un morfismo birracional que no es isomorfismo en el Capitulo 3 cuando definamos lo que es el
Blow Up. Sin embargo, cuando las variedades involucradas son de dimensién 1 y no singulares,
s{ vamos a poder invertir las flechas. Esto lo veremos en la siguiente seccién.

1.3. Curvas Algebraicas

En esta seccién analizaremos un caso particular de variedades proyectivas que son las curvas.

Definicion 1.3.1. Una curva C C P" es una variedad proyectiva irreducible de dimensién 1.

Dado que una curva sigue siendo una variedad proyectiva, y es irreducible, tenemos definidos
para ella todos los conceptos que ya conocemos:

Definicion 1.3.2. Sea C una curva.

a) Elijamos una afinizaciéon A" C P" tal que C N A™ # (). Definimos el anillo de coordenadas
K|[C] de C y el cuerpo de funciones K(C) de C respectivamente como:

K[CNA"] y K(CNAM).
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Donde, si llamamos C' = C N A", entonces:
K|[C] =K [x]/1(C);

y K(C) es el cuerpo de funciones de K [C].

b) Sea P € C. Elijjamos una afinizacién A™ C P" tal que P € C N A™. Decimos que C es no
singular en P, o que P es un punto no singular de C, si C N A™ es no singular en P.

Vamos a asociar a una curva C algunas estructuras algebraicas que vamos a utilizar a lo largo
de todo el trabajo.

Definicién 1.3.3. Sea C C P" una curva y sea P € C. Definimos el conjunto Mp C K [C] como:
Mp={feKI[C]: f(P)=0}.

Observacién 1.3.4. Mp es un ideal maximal de K [C].

En efecto, que es un ideal es claro. Para ver que es maximal basta observar que el morfismo de
anillos:

KlC]—F
fr— f(P)

es sobreyectivo y su nucleo es exactamente M p. Con lo cual:

K[C]/Mp~K.

Dado que Mp C K [C] es un ideal maximal, podemos localizar K [C] en Mp. Esa localizacién
serd una construccién que nos va a interesar.

Definicion 1.3.5. Sea C C P” una curvay sea P € C. El anillo local de C en P es la localizacion
de K [C] en el ideal maximal Mp; y lo notamos K [C] p.

Podemos dar una descripcién precisa de K [C]» del siguiente modo:

K[C]p= {F cK({C): F= g; f,g € K[C], cong(P) # 0}.
En otras palabras, K [C] consiste en las funciones de K (C) definidas en el punto P.

El anillo local de una curva C en un punto P se vuelve mucho maés til si el punto P es un punto
no singular de C. Recordemos la siguiente definiciéon:

Definiciéon 1.3.6. Un anillo R se dice de wvaluacion discreta si es un dominio principal con un
Unico ideal maximal no nulo.

A un elemento m € R que genere al tinico ideal maximal no nulo se lo llama un uniformizador
local de R.
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Observacién 1.3.7. Sea R un anillo de valuacién discreta y sea m un uniformizador local de R.
Dado v € Fracc(R), v se escribe de forma tnica como:

v =7"u;

donde n € Zy u € U(R), el grupo de unidades de R.

El resultado que nos interesa es el siguiente.

Proposicion 1.3.8. Sea C C P" una curva y sea P € C. Entonces P es un punto no singular
de C si, y sdlo si, K [C]p es un anillo de valuacion discreta.

Demostracion: Vamos a demostrar la implicacién (=) que es la que més nos interesa.

Ya sabemos que K [C], es un dominio con un tnico ideal maximal, que notamos M p. Sélo hace
falta ver que es principal, y para ello alcanza con que Mp sea principal. Una forma de probar
esto es viendo que el K [C]p /Mp -espacio vectorial Mp/ M3 tiene dimensién 1. En efecto,
digamos P = (z9,yo), con lo cual Mp = (z — x¢,y — yo).

Si la curva C es:
C : h(z,y) =0,

haciendo en A el desarrollo de Taylor alrededor de P tenemos:

Bavy) = W, s0) + 5 (P)w = 20) + 50 (P)y = o) + B

donde R € M%. Entonces, para puntos (z,y) € C, la igualdad queda:

= L)z —a0) + 5 (P~ ) + R

0 3

Si miramos esta igualdad en el cociente Mp/M?% tenemos:

oh oh
=—(P)(z — —(P)(y — yo)-
0= SH(P)w—20) + 52 (P)y —w)
Ahora usamos la hipotesis de que P es un punto no singular de C para asegurar que:
oh Oh
—(P 5 —(P .
5y (L) #1006 8y( ) #0

De modo que {z — zg,y — yo} es linealmente dependiente en Mp/ ./\/l%;, por lo que este cociente
tiene dimensién 1. O

Teniendo entonces una curva C y un punto P € C no singular, podemos definir un orden en
K [C]p, aprovechando la unicidad de la escritura F' = 7"u para un uniformizador local m €

K [C] p. Precisamente, dada F € K [C]p definimos el orden de F en P como:

ordp(F) = mdx {dGZ : FEMdP}. (1)
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Es decir, si F' = 7"u, para un uniformizador local 7, ordp(F) = n. Pero resulta mas cémodo
usar la definicién (1) ya que nos permite independizarnos del uniformizador local elegido.

Podemos entonces construir una funcion de valuacién del siguiente modo:

Definicion 1.3.9. Sea C C P” una curva y sea P € C un punto no singular. La valuacion en
K [C]p es la funcién:
ordp :K[Clp — NoU{oo}
F —  ordp(F)
Donde convenimos ordp(0) = oc.
Podemos hacer una extensién natural de ordp a K (C) definiendo:

O’I"dp(g) = ordp(F) — ordp(G).

De este modo tenemos ordp : K (C) — Z U {oc}.

Teniendo esta funcién de valuacién, podemos identificar a los uniformizadores locales de K [C]
como aquellos de orden 1. Concretamente, diremos que un uniformizador local para C en P es
una funcién t € K(C) tal que ordp(t) = 1. Es decir, ¢ es un generador de Mp.

Las valuaciones son construcciones mas generales y satisfacen ciertas propiedades conocidas.
Nosotros hemos construido una valuacién particular, y obviamente verificara esas propiedades.
Listamos algunas de ellas, faciles de comprobar, en la siguiente observacién.

Observacién 1.3.10. Con las notaciones de antes, sean F,G € K (C) . Entonces:

a) ordp(FG) = ordp(F) + ordp(G).
b) O’f’dp(g) = ordp(F) — ordp(G).
c) ordp(F™) =nordp(F),Vn € Z.

d) ordp(F + G) > min {ordp(F),ordp(G)} .
e) Si ordp(F) # ordp(G) entonces ordp(F + G) = min {ordp(F),ordp(G)} .

Con estas construcciones ahora podemos dar definiciones mas precisas de algunas ideas intuitivas
y que ya usamos.

Definicién 1.3.11. Sea C C P" una curva y P € C un punto no singular. Sea F' € K(C).

a) Si ordp(F) > 0, decimos que F tiene un cero en P.
b) Si ordp(F) < 0, decimos que F' tiene un polo en P.
¢) Si ordp(F) > 0, decimos que F' esté definida o es reqular en P.

Si F tiene un polo en P escribimos F(P) = co.
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Proposicién 1.3.12. Sea C una curva no singular y sea F € K(C)*. Entonces hay sélo finitos
puntos P € C en los cuales F tiene un cero o un polo. Mdas ain, si F' no tiene polos, F € K"

Demostracion: Una forma sencilla de ver esto es considerando a la curva C como una superficie
de Riemann compacta; y a la funcién F' como una funcién meromorfa con dominio en ella. En
tal caso resulta claro que F tiene sélo finitos puntos en los cuales tiene un cero o un polo.

Si F no tiene polos, como C es compacta, la imagen de F' es acotada; y como consecuencia del
Teorema de la aplicacion abierta sale que F' es constante.

Para una prueba alternativa, ver [1], Capitulo I, Lema 6.5. para la finitud del nimero de polos;
y para la finitud de los ceros considerar % Ver [1], Capitulo I, Teorema 3.4.a. para la tltima
afirmacion. O

Ejemplo 1.3.13. Consideremos la curva C C P? (con K = Q) dada por la ecuacién affn:
y? = 23+ . (Recordemos la correspondencia entre variedades afines y proyectivas. Formalmente,
C es la curva proyectiva de P2 cuya afinizaciéon en Z es la curva afin que tenemos). Notemos
que es la misma variedad que consideramos en el Ejemplo 1.1.8. Habiamos visto que era una
variedad no singular, con lo cual, en particular, P = (0,0) € C es un punto no singular, y
podemos entonces considerar la valuacién en P. Tenemos que las funciones z e y generan Mp,
por lo que Mp = (z,y). Ahora, M% = (22, zy, y?). Entonces:

z=1y* — 2% = 0(mod(M?3))
Luego, z € M2, por lo que ordp(x) > 2.

Por otro lado, observemos que:

z(1+2%) =y
Y como 1+ 2% ¢ Mp, es una unidad en Q [C],. De modo que, en Q[C] p:
1 2
T 2Y T2

Con lo cual z € (y). De donde Mp = (x,y) = (y). Esto es, y es un uniformizador local para C
en P.

Veamos ahora que ordp(z) = 2. En efecto, como ordp(y) = 1, tenemos:
2 = ordp(y?) = ordp(z® + ) = min {ordp(x?’), ordp(z)} = ordp(x).
Pues dado que ordp(x) > 0, ordp(x3) = 3ordp(x) # ordp(z), y més atn, ordp(z3) > ordp(z).
Calculemos entonces, por ejemplo, ordp(2y? — x). Tenemos:
20 —x =22 +2) —x =22+ 2 = 2(22° +1).
Entonces:
ordp(2y* — ) = ordp(x(22® + 1)) = ordp(x) + ordp(22> +1) =240 =2.

En efecto, ordp(22? + 1) = 0, dado que no pertenece a Mp; por lo que 222 + 1 es una unidad
en Q[Cp.
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1.3.1. Funciones entre curvas

Ya vimos como son las funciones entre variedades proyectivas en general. Pero cuando nos res-
tringimos a trabajar con curvas aparecen propiedades interesantes. Una de ellas, muy util por
cierto, es la siguiente.

Proposicion 1.3.14. Sea C una curva y P € C un punto no singular. Entonces cualquier funcion
racional ¢ : C — V', con V C P" una variedad proyectiva, es reqular en P.

En particular, si C es una curva no singular, cualquier funcion racional ¢ : C — V es un
morfismo. Y si ¢ 1 C1 — Co es una funcion birracional entre curvas no singulares, entonces es
un isomorfismo. Con lo cual, para funciones racionales entre curvas no singulares se tiene:

isomorfismo < morfismo birracional < funcion birracional.

Demostracion: Escribamos:
¢ = [va afn] ; CO’I’Lfi € K(C)
Como P es un punto no singular podemos considerar un uniformizador local ¢t de C en P.

Sea:
m = min{ordp(f;) : 0 <i<n}.

Entonces ordp(t™™ f;) > 0, para 0 <i <n,y ordp(t~™f;) = 0 para algun j. Luego, cada t~" f;
es regular en Py (t7 f;)(P) # 0. Esto dice que ¢ es regular en P. O

Esto deja de ser cierto si la variedad del dominio no tiene dimensién 1.

Ejemplo 1.3.15. Un ejemplo de morfismo entre curvas que vamos a usar mas adelante es el
siguiente.

Sea C una curva no singular y sea f € K (C). Entonces f induce una funcién racional (y por lo

tanto un morfismo) f : C — P! dado por:

[f(P):1] sifesregular en P

f(P) = o
[1:0] st f tiene un polo en P

Otro de los comportamientos que tienen las funciones con dominio en una curva es el siguiente
teorema, que también vamos a utilizar en los capitulos siguientes.

Teorema 1.3.16. Sea ¢ : C; — Cy un morfismo entre dos curvas. Entonces ¢ es constante o
suryectivo.

Demostracion: Asi como hicimos en la demostracién de la Proposicién 1.3.12, consideramos a
nuestras curvas como superficies de Riemann compactas. Si ¢ no es suryectivo, podemos suponer
que su imagen estd contenida en un abierto afin. Volviendo a usar el Teorema de la aplicacion
abierta concluimos que, como C; es compacta, entonces necesariamente ¢ es constante.

Para otra prueba, ver [1], Capitulo II, Proposicién 6.8. O
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Una consecuencia inmediata de este resultado es que, si la funcién f € K(C) no es constante,
entonces el morfismo inducido f : C — P! es suryectivo.

Vamos a dar una dltima nocién referida a los morfismos entre curvas. Supongamos que tenemos
dos curvas Cy y Cq definidas sobre K y un morfismo no constante (por lo tanto suryectivo) entre
ellas:

¢ : C1 — Co.

Podemos ver que ¢ induce un morfismo inyectivo entre los cuerpos de funciones:
¢* K(Cy) — K(Cy)
o°(f) = foo

Un resultado conocido nos asegura que K (C1) es una extension finita de ¢*K (Cz). De este modo
podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 1.3.17. Sea ¢ : C1 — Cy un morfismo no constante entre curvas. Definimos el grado
de ¢ como:

deg(¢) = [K(C1) : ¢"K(Cy)] .
O sea, el grado de la extensién:

K(C1)/¢"K(Ca).
Si ¢ es constante definimos deg(¢) = 0.

El grado de un morfismo es un concepto que vamos a utilizar en los préximos capitulos.

1.3.2. Divisores

Dada una curva C no singular, podemos construir un grupo abeliano asociado a ella que tiene
muchas utilidades, algunas de las cuales vamos a aprovechar.

Recordemos que si P es no singular, el anillo K [C] p es de valuacién discreta y podemos definir
la funcién de valuacién ordp en K(C). Como todos los puntos de C son no singulares, dada una
funcién f € K(C) podemos calcular ordp(f) en cada uno de los P € C. Supongamos que f # 0
(con lo cual ordp(f) € Z ¥V P € C). Podemos considerar la siguiente suma formal:

> ordp(f)(P).

PeC

En virtud de la Proposicion 1.3.12 esta suma es finita. Observando esto, es natural considerar el
Z-mébdulo libre generado por los puntos P € C.

Definicién 1.3.18. Sea C una curva no singular. Se define su grupo de divisores Div(C) como
el Z-médulo libre generado por los puntos P € C. Es decir:

Div(C) = {Z np(P) : np € Z, np = 0 para casi todo P € C}
pPeC
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Por lo que observamos antes, a cada f € K(C), f # 0, podemos asociarle el elemento
div(f) = _ ordp(f)(P) € Div(C).
pPeC

Maés atn, tenemos que:

K({C)* — Div(C)
[ div(f)

es un morfismo de grupos. Esto es sencillo de verificar a partir de las propiedades que mencio-
namos en la Observacién 1.3.10

Definicién 1.3.19. Sea C una curva no singular y sea D € Div(C). Digamos:
D=> np(P).
pPeC

Definimos el grado de D como:

deg(D) = Z np.

pPeC

Es claro que:
Div(C) — Z
D — deg(D)

también es un morfismo de grupos.

Notamos Div°(C) al subgrupo de Div(C) formado por los divisores de grado 0.

Proposicién 1.3.20. Sea C una curva no singular y sea f € K(C)*. Entonces:

a) div(f) =0+ feK".

b) deg(div(f)) = 0.

Demostracion: Enla parte a), la implicacién (<) es evidente. La implicacién (=) es consecuencia
inmediata de la Proposicion 1.3.12.

Para la parte b), ver [1], Capitulo II, Corolario 6.10. o [9], Capitulo II, Observacién 3.7. O
A los divisores de la forma div(f) para alguna f € K(C)* los llamamos principales. Como

consecuencia de la parte b) de la tltima proposicion, el grupo de los divisores principales es un
subgrupo de Div°(C).

Si consideramos el subgrupo de los divisores principales, podemos dividir a Div(C) por él; lo que
es lo mismo que definir una relacién de equivalencia dada por:

Dy ~ Dy < D1 — D5 es principal.

El grupo que resulta de hacer el cociente por esa relacion nos va a interesar mucho y lleva el
siguiente nombre:
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Definicién 1.3.21. Sea C una curva no singular y sea ~ la relacién en Div(C) definida arriba.
Definimos el grupo de Picard de C como:

Pic(C) = Div(C)/ ~ .

Como vimos, el subgrupo de los divisores principales también estd contenido en Div°(C); y
también podemos dividirlo. En ese caso notaremos:

Pic®(C) = Div°(C)/ ~ .

Para terminar con este capitulo mostremos un ejemplo en el que calculemos div(f) para alguna

fFeR ().

Ejemplo 1.3.22. Volvamos a trabajar con la curva del Ejemplo 1.1.8: C : y? = 2% + z. Es
decir, C C P2 es la curva proyectiva dada por la ecuacién Y27 = X3 + XZ2. Sea F € K(C)*,
F(X,Y,Z) = 2 y calculemos div(F). Para ello tenemos que fijarnos en cudles puntos de C la
funcién F' tiene un cero o un polo. Si F' tiene un cero en [X : Y : Z] € C entonces X = 0. Y los
puntos de C tales que X = 0 son exactamente P} = [0:0:1] y P, = [0:1:0]. Si F tiene un
poloen [X :Y : Z] € C entonces Z = 0. Y el tinico punto de C tal que Z = 0 es P». En el resto
de los puntos de C se tiene ordp(F) = 0. Con lo cual:

div(F) = > ordp(F)(P) = ordp,(F)(Py) + ordp,(F)(P2).
pPeC

Resta calcular entonces ordp, (F') y ordp,(F'). Notemos que P; es un punto de C que pertenece a
la afinizacién Z = 1. Trabajando en esa afinizacién, nuestro problema se convierte en calcular el
orden de la funcién (deshomogenizada) f(z,y) = = en el punto p; = (0,0). Eso es exactamente
lo que hicimos en el Ejemplo 1.3.13 y nos dio 2.

Para calcular ordp,(F') la afinizaciéon que debemos hacer es Y = 1. En este caso F' queda
f(x,2) = Z, la curva C se convierte en: z = x® + x22, y queremos calcular el orden de f en
p = (0,0). Haciendo un razonamiento analogo al que hicimos en 1.3.13 es ficil de ver que
ordy(x) = 1y ordy(z) = 3. En consecuencia ord,(%) = —2. Luego:

dZ’U(F) = 2(P1) — 2(P2).

Observemos que por la Proposicién 1.3.20 sabemos que deg(div(F')) = 0. Por lo tanto, sabiendo
que ordp, (F) = 2, podriamos haber concluido inmediatamente que ordp,(F) = —2; que es lo
que efectivamente nos da.

Haciendo un desarrollo similar, podemos calcular div(G), donde G(X,Y,Z) = % Lo que se
obtiene es:

div(G) = (Q1) + (Q2) + (Q3) — 3(Q0);
donde Q1 =100:0:1],Q2=1[i:0:1], Q3 =[—1:0:1]y Qoo =1[0:1:0].

La notacién Q« es porque, pensando a la curva C afinizada en Z =1, [0: 1: 0] es el punto en
el infinito de C.
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Capitulo 2

Curvas Elipticas

En este capitulo empezaremos a hablar de las curvas elipticas, que son el centro de nuestro
interés. Las curvas elipticas son casos particulares de curvas proyectivas, con lo cual gozan de
todas las propiedades geométricas que hemos comentado en el capitulo anterior. Sin embargo
también tienen estructura algebraica; y mas aun, como hemos dicho, estuvieron y estdn muy
presentes en muchos aspectos de la Teoria de Numeros. Por lo tanto son una entidad en la cual
confluyen tres grandes ramas de la matematica: Geometria, Algebra y Teoria de Numeros. Esta
es una de las razones por las cuales son tan interesantes. A lo largo de este trabajo intentaremos
sacarle un poco de provecho a todas esas cualidades que tienen.

Si bien se puede trabajar sobre cualquier cuerpo K, por cuestiones técnicas, vamos a pedir al
menos que car(K) # 2,3. Asi que, en la siguiente seccién, a menos que se haga alguna aclaracion,
K serd cualquier cuerpo con car(K) # 2,3.

2.1. Curvas Elipticas

Uno podria dar una definicién de Curva Eliptica que es muy técnica y requiere varios conocimien-
tos previos. Sin embargo no es nuestra intencion ir por ese camino. En cambio vamos a dar una
definicién que es equivalente y que, para entenderla, no se precisa saber mas de lo que contamos
en el capitulo anterior. En seguida haremos un comentario sobre cudl es esa otra definicién un
poco maés técnica.

Para nosotros una Curva Eliptica sera una curva proyectiva no singular que viene dada por una
ecuacion con una cierta particularidad. Seamos concretos:

Definicién 2.1.1. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y K una clausura algebraica
fija. Una curva eliptica es una curva proyectiva £ C P?(K) no singular que viene dada por una
ecuacion de la forma:

Y?Z = X3 + aX?*Z 40X 7% + cZ°.

Donde a,b,c € K.
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Bajo un simple cambio de coordenadas se puede suponer que a = 0. Esto es posible si car(K) #
2,3; que es el caso que nos interesa.

Observacién 2.1.2. Si afinizamos una curva eliptica £ haciendo Z = 1 obtenemos una curva
dada por la ecuacién afin:

y? =23+ az? +bx +c.

Es muy comun trabajar con esta afinizacion por varias razones. Por ejemplo porque a la hora
de hacer calculos resulta mas cémoda. Ademas la ecuacién que queda es mucho mas simple y
recordable. Y, como ya veremos, al afinizar de esta forma sélo perdemos un punto de la curva:
el punto P = [0 : 1 : 0]. Es decir, todos los puntos de la curva pueden encontrarse en esta
afinizacién salvo P.

Si bien, como dijimos, no vamos a trabajar con la otra definicién equivalente; no nos cuesta nada
hacer un comentario al respecto, sobre todo para aquellos entendidos en el tema.

Hay un niimero que puede asociarse a una curva proyectiva que se lo llama género. El concepto
de género de una curva no es sencillo de explicar, incluso hay tres definiciones de ese concepto.
Una, desde el punto de vista homoldgico, dice esencialmente que el género de una curva (o en
general, de una superficie) es la cantidad de agujeros que tiene el gréfico de dicha curva. Otra de
las definiciones dice que el género de una curva C es la dimensién del K (C)-espacio vectorial de
las formas diferenciales holomorfas definidas sobre C. Por tultimo, hay otra definicién que tiene
que ver con la Topologia Algebraica. Dado un poliedro, se define su Caracteristica de Fuler como
el nimero y =V — E+ F. Donde V, E y F son, respectivamente, el nimero de vértices, aristas
y caras del poliedro. Resulta entonces que si uno mira a la curva proyectiva como una superficie
en el plano complejo, la triangula y le calcula la caracteristica de Euler, se obtiene la siguiente
igualdad:

X =2—2g.
Donde g es el género de la curva.

Pues bien, la definicion alternativa de Curva Eliptica a la que hicimos referencia es que es
una curva no singular de género 1 con un punto distinguido. Como dijimos, se requieren varias
nociones previas para entender esta definicién técnica, asi que no nos vamos a meter con ella.

Se puede probar que a cualquier curva eliptica, segun esta ultima definicion, se la puede ver
como una curva con una ecuacion del tipo de la definiciéon que vimos antes, luego de un cambio
de coordenadas adecuado. Y reciprocamente, también es cierto que cualquier curva no singular
dada por una ecuacién de ese tipo es una curva eliptica. Por eso nos tomamos la libertad de
ver a esa ecuacién como la definicién de curva eliptica; pues, en algun sentido, esa definicién es
equivalente a la otra.

La ecuacion que dimos nosotros suele llamarse Ecuacién de Weierstrass.

Ya vimos un ejemplo de curva eliptica en el capitulo anterior. Concretamente ya hemos trabajado
con la curva F; : y? = 2% + 2, y vimos que E; es no singular.

También trabajamos con la curva Ey : y? = 23 + 22, pero recordemos que verificamos que esta

curva es singular; con lo cual, si bien tiene la forma de la ecuacién de una curva eliptica, en
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realidad no lo es.

Para verificar si una curva dada por la ecuacion:
E:Y?Z=X3+aX?’Z+bXZ?+cZ3,

es efectivamente una curva eliptica; es decir, es no singular; podemos hacer un razonamiento que
funcionara en general. Afinizando en Z = 1, nos queda:

E:y* =24+ a2’ +bx +c
Llamemos g(x,y) = y? — 2® —az? —bx —c. Y f(x) = 2 + az? + bz + c. Entonces tenemos que:

_ . 99 py— 99 py
P = (zg,y0) € E es punto singular <= ax(P) = ay(P) =0.

Pero resulta que:

dg

{%(:n,y) =—f(x) =0

Luego, si P = (x0,y0) es punto singular, entonces yo = f’(xg) = 0. Pero como ademds P € F,
dado que yp = 0, se tiene que f(zp) = 0.

En resumen, si P = (zg,y0) € E es punto singular, entonces:

f(xo) = f'(x0) =
Yo =

En particular, g es una raiz miltiple de f. Y es claro que, reciprocamente, si zg es una raiz
multiple de f entonces el punto P = (x9,0) € E es un punto singular. Podemos concluir en
consecuencia que si f(z) = x> + ax? + bz + ¢ tiene raices multiples, entonces E es una curva
singular.

Veamos si esa condicién suficiente es también necesaria. Para ello, sélo nos falta analizar la
singularidad o no de los puntos que quedaron afuera cuando hicimos la afinizacién. O sea, los
puntos tales que Z = 0. Pero si ponemos Z = 0 en la ecuacion original nos queda:

0= X3.

Luego, para puntos de F se tiene: Z =0 = X = 0. Con lo cual s6lo hay un punto que satisface
esto que es el [0:1:0]. A este punto lo vamos a notar O y enseguida veremos por qué. Para ver
si este punto es singular afinizamos la ecuacion haciendo Y = 1 y obtenemos:

2= 2% + ar’z + bz + 23,

Si ahora llamamos g(x,2) = z — 2% — ax?z — bxz? — cz3, tenemos:
%(x, z) = —3z% - 2axz — b2?
%(az, z)= 1—ax®—2bxz — 3cz?
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Entonces:

%(0@ = 0
99(0,0) = 1

Con lo cual, O = [0 : 1 : 0] nunca es singular. En consecuencia, los puntos singulares sélo pueden
encontrarse en la afinizacion Z = 1. De este modo nos queda probado que:

La curva E es singular si, y sdlo si, f(x) = 23 + az® + bx + ¢ tiene raices miltiples.

Pero hay una manera muy sencilla de saber si f tiene raices multiples y es mirando su discri-
minante A. En este caso se tiene que A = —4a3c + a?b? + 18abc — 4b% — 27¢2. Luego, tenemos
probado el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.3. Sea E una curva dada por la ecuacion:
Y27 = X3 +aX?Z +bX 7% + 75

Entonces:
E es una curva eliptica <= A # 0.

Donde A = —4ac + a?b? + 18abc — 4b> — 27¢2.

Para terminar con esta parte vamos a dar un criterio para decidir si dos curvas elipticas distintas
son isomorfas. Para ello vamos a definir la siguiente cantidad:

Definicion 2.1.4. Sea E una curva eliptica dada por la ecuacion afin:
E:y?=a3+ a2’ + bz +c
Definimos el j-invariante de E como la cantidad:

. 16a* — 48b
] - A N

Donde A es el discriminante de E.

El interés que tiene el j-invariante es que es justamente un invariante bajo isomorfismos. Preci-
samente tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.5. Sean E y E’ dos curvas elipticas y sean j y j’ sus respectivos j-invariantes.
Entonces:
E es isomorfa a £’ < j = j’.

Demostracion: Ver [9], Capitulo III, Proposicién 1.4.b. O
Como dijimos, las curvas elipticas, por ser curvas proyectivas, tienen todas las propiedades

geométricas de cualquier curva. Pero también tienen una estructura algebraica que estudiaremos
a continuacion.
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2.1.1. Ley de grupo en curvas elipticas

Recordemos que podemos trabajar sobre K un cuerpo cualquiera de caracteristica distinta de 2
y de 3; pero vamos a hacer la construccién para el caso K = Q, K = QQ para que se entienda
mejor la idea.

Tomemos una curva eliptica E de ecuacién afin y? = 23+ az? + bz +¢; a,b, ¢ € Q. Empezaremos

. . , —2
trabajando en la afinizacién Z = 1, asi que podemos pensar por ahora que £ C Q° es la curva
afin dada por la ecuacién que dijimos.

- =2 . . . —
Notemos E(Q) C Q" al conjunto de los puntos de E. Vamos a definir en el conjunto E(Q) una
operacion suma que lo dotard de una estructura de grupo abeliano. La operacién es muy facil
de describir si la hacemos desde el punto de vista geométrico. Fijemos un punto cualquiera de

E(Q) y llamémoslo O. Ese serd el elemento neutro. Ahora tomemos dos puntos P, Q € E(Q)
distintos y definamos la operacién P+ Q. Sea I C @2 la recta que une los puntos P y (). Digamos
L: Az + By + C = 0. Supongamos que L corta a F en P y en () de manera secante. Es decir,
L no es tangente a £ ni en P ni en (). Como estamos trabajando en un cuerpo algebraicamente
cerrado, y porque la ecuacién de F es de grado 3; tenemos que necesariamente I deberd cortar
a F en 3 puntos. Consideremos entonces el siguiente sistema:

' y?— a3 —ax? —br—c =0
| Az +By+C =0

Como supusimos que los puntos de contacto P y () son simples; es decir, P y () son soluciones
del sistema S con multiplicidad 1; I cortard a E en un tercer punto distinto de P y de Q.
Llamemos a ese nuevo punto P x Q. Supongamos que P x Q) # O. Tracemos entonces la recta L/
que pasa por los puntos O y P % ). Supongamos de vuelta que I/ no es tangente a F en O ni
en P % Q. Entonces " deberd cortar a F en un tercer punto. Bien, a ese punto lo llamaremos
P+ Q y esa sera la suma entre P y Q. (Ver Figura 2.1).

Muchas cosas hay que decir respecto a esta definicién. En primer lugar, al construir el punto
P+@Q hemos hecho varias suposiciones que dejan de lado algunos casos particulares. Por ejemplo,
podria pasar que la recta L sea tangente a £ en P o en (). Supongamos que IL es tangente a F en
P. Como sabemos que el sistema S tiene que tener 3 soluciones (contadas con su multiplicidad),
esas 3 soluciones son () y P dos veces. O sea, el tercer punto en donde L interseca a E es P.
Es decir, P % ) = P. Y la construccion sigue como antes.

También nos puede interesar cémo se calcula P+ P. En tal caso deberfamos empezar considerando
la recta IL que pasa por P y por P. Esta seria la recta que pasa dos veces por P; que es la recta
tangente a F en P.

Otra de las cosas que uno se pregunta es si efectivamente, con esta definiciéon de suma, se tiene
que P+ O = P. Esto es sencillo de verificar haciendo la construccién. También sera facil de ver
que O +0 = 0.

Adema&s nos podemos preguntar si efectivamente esta operacién hace de F(Q) un grupo abeliano.
Para ello habria que verificar que es asociativa y conmutativa. Antes de discutir estas cosas
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Figura 2.1: Suma en curvas elipticas

hagamos una convencion. Recordemos que todo esto lo estamos haciendo en la afinizacién Z = 1.
Habria que contemplar también a los puntos que estamos dejando afuera al trabajar con esa
afinizacién. Es decir, los puntos tales que Z = 0. Pero recordemos que s6lo hay un punto de P?
que satisface la ecuacién, que es [0:1:0]. O sea, hay un tnico punto en el infinito. Con esto,
una curva eliptica se puede ver como una curva afin de ecuacién y? = 2® + az? + bx + ¢ mas un
punto en el infinito que es el [0 : 1 : 0]. Dada esta particularidad que tienen las curvas elipticas,
es natural que a ese punto del infinito se lo trate de alguna manera especial. Y si bien el punto
neutro O podia ser cualquiera; en general, lo mas comun es tomar O = [0:1:0].

Hay otra razén por la cual el punto [0 : 1 : 0] suele elegirse como origen. Resulta que si conside-
ramos la recta del plano proyectivo Z = 0; esa recta tiene que cortar a la curva en tres puntos.
Pero ocurre que los tres puntos coinciden, son el [0: 1 :0]. O sea, esa recta interseca a la curva
una sola vez y con multiplicidad 3. Por esto decimos que [0 : 1 : 0] es un punto de inflexion de

la curva. A la hora de hacer operaciones en el grupo E(Q) resulta comodo que O sea un punto
de inflexién. Por ejemplo, en tal caso es trivial que O + O = O.

Notemos que ahora las rectas de P? que pasan por O son aquellas cuyo punto del infinito, o punto
impropio, es [0 : 1 : 0]; y éstas son las rectas cuya direccién es la del vector (0,1). O sea, las rectas
verticales. En este caso es muy sencillo comprobar que si P = (z,y), entonces —P = (z, —y).

En cuanto a la conmutatividad y asociatividad de la suma que definimos, la primera es bastante
clara. Sélo mirando cémo es la construccion es evidente que P + Q = Q + P. Sin embargo no es
nada claro que la asociatividad valga. Pero también se puede hacer la construccion geométrica
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y verificar que (P + Q)+ R = P+ (Q + R). Antes de seguir estas discusiones vamos a enunciar
el resultado formalmente.

Proposicién 2.1.6 (Ley de Grupo). Sea K un cuerpo y K una clausura algebraica fija. Con-
sideremos el espacio proyectivo P? = P?(K). Sea E C P? una curva eliptica. Llamemos O =
[0:1:0] € E(K). Sean P,Q € E(K). Llamemos L a la recta que pasa por P 3y por Q (si P = Q,
L es la recta tangente a E en P) y notemos P x @ al tercer punto de interseccion de L con E.
Sea 1/ la recta que pasa por O y por PxQ. Definimos P+ Q como el tercer punto de E(K) en el
que L' interseca a E (pudiendo ser P+ Q = O o P+ Q = P x Q si alguna de las intersecciones

tiene orden de contacto mayor a 1). La operacion descripta satisface las siguientes propiedades:

a) P+Q)+R=P+(Q+R), VP,Q,R € E(K).

b) P+ 0O =P, VP € E(K).
¢) P+Q=Q+P, VP,Q € E(K).

d) Sea P € E(K). Entonces eziste un punto de E(K) notado —P tal que P+ (—P) = O.

En otras palabras, (E(K),+) es un grupo abeliano.

Antes ya mostramos, sin demasiada rigurosidad, que los items b) y ¢) son ciertos. El item d)
también es facil de justificar; pues se verifica facilmente que —P es el segundo punto (afin) de
interseccién entre E y la recta vertical que pasa por P. Concretamente, si P = (x,y), —P =

(l‘, _y)'

Como dijimos antes, el item a) es el que suele costar més; pero no porque haya una dificultad
mayor, s6lo requiere trabajo (mucho y tedioso por cierto).

A partir de la definicién hay varias observaciones que uno podria hacer; una de ellas, que es muy
sencilla (pues haciendo el dibujo se ve inmediatamente) es que si tenemos tres puntos alineados
sobre la curva: P, () y R; entonces:

P+Q+R=0.

Como vemos, la definicién de la operacién suma es puramente geométrica, y no pareciera ser
demasiado practica si uno pretende manipularla de algiin modo. Mas precisamente, si quisiéramos
ver las caracteristicas que tiene el grupo F(K) no serfa una tarea facil si sélo contdramos con
esa unica definicion. Es por esto que es natural preguntarse cémo se vera esa operacion suma si
miramos las coordenadas de los puntos involucrados. Queremos tener una expresién de P + Q)
que dependa de sus coordenadas. Es decir, queremos hallar las coordenadas del punto P + () en
términos de las de los puntos P y ). Es de imaginar que esto no va a ser inmediato, ya que la
definicién no es tan simple. Pero no con demasiado trabajo uno puede encontrar las ecuaciones
que queremos. A continuacién mostramos como se obtiene P + () si volcamos la construccién

geométrica en el planteo algebraico de trabajar con las coordenadas.
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2.1.2. Formulas explicitas para la ley de grupo

Sea E C P? una curva eliptica de ecuacién afin y? = 23 + az? + bx + ¢ . Sean P, P, € E(K);
PL#£0,P#0, P # P,y P, # —P5. En particular P, y P> son puntos afines de E; digamos
que Py = (z1,y1) y P> = (z2,y2). Digamos también P; + P, = (z3,y3). Llamemos:

Y2 — 41

A= .
T2 — I

V= yl—)\:m: yg—/\l‘Q.
Entonces se tiene:
T3 = A —a— 1z — z9.
Yz = —/\l‘g — V.
Observemos que, como P; # Py y P, # —P5, se tiene que x1 # x29; con lo cual estd todo bien
definido.

Si P = O o P, = O no hace falta mirar una formula. Y si P, = — P, tampoco. El caso P, = P,
se analiza aparte y suele resultar interesante. En general la operacién nP paran € N es algo que
juega un papel crucial en circunstancias que ya veremos en los préximos capitulos. En particular,
para n = 2, se tiene que si P = (z,y), entonces:

2t — 2b22 — 8cx + b2 — dac
43 + dax? + 4bx + 4c

coordenada x de 2P =

Por razones que ya veremos, la coordenada z de 2P resulta mas ttil que la coordenada y, asi que
preferimos dejarla de lado y no seguir recargandonos de férmulas.

Vamos a mostrar algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1.7. Consideremos la curva eliptica E de ecuacién afin: 2 = 23 + 17 en P?(Q).

Tenemos en E los puntos afines P, = (—1,4) y P, = (2,5). En este caso, obtenemos:

N ow 1
To — T 3
13
V= Yy —Ar] = 3
Con lo cual, si Py = P} + P, con P3 = (x3,y3),
8
r3= N —a—1]— 139 = ~9
109
— Ay —v = ———
Y3 r3 — v 27
O sea: (—1,4) 4+ (2,5) = (—%7—%)-
También podemos aplicar la férmula de duplicacién. Si llamamos 2P; = (z,y) tenemos que
137
Xr = 64 °
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Finalizando con esta parte, vamos a establecer un vinculo entre dos cosas que hemos considerado.
Vimos que, dada una curva no singular C, podemos asociarle un grupo abeliano, que hemos
notado Pic°(C), y que estd formado por los divisores de grado cero, mirando sus clases al dividir
por el subgrupo de los divisores principales. Pero si la curva C es una curva eliptica, tenemos otro
grupo abeliano para asociarle, que es el que notamos C(K ), formado por los puntos de C y con la
operacion de grupo que definimos. Cabe preguntarse si podemos establecer alguna relacién entre
estos dos grupos. La respuesta es afirmativa como lo precisamos en la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1.8. Sea E una curva eliptica en P*(K). Se tiene la siguiente aplicacion:

o:EB(K) —Pic°(E)
P —[(P) = (0)]

Donde [(P) — (O)] denota la clase del divisor (P) — (O) en Pic®°(E). Resulta que o es una

aplicacion biyectiva, por lo que induce una estructura de grupo en el conjunto E(K). Se tiene

ademdas que la ley de grupo en E(K) inducida por o coincide con la ley de grupo definida en la
Proposicion 2.1.6.

Demostracion: Ver [9], Capitulo III, Proposicién 3.4. O

Observacion 2.1.9. La proposicién anterior, ademas de ser un resultado muy interesante porque
nos permite tener otra representacién del grupo E(K), resulta muy préctica para ahorrarnos
algunas cuentas. Ya hemos comentado que, si bien no es dificil probar que la ley de grupo

que uno define en E(K) es asociativa, si resulta ser engorroso. Pero ahora tenemos una prueba

alternativa. Dado que la ley de grupo en E(K) coincide con la ley de grupo en Pic®(E), sélo
basta verificar que ésta tltima es asociativa. Pero eso es trivial.

Por 1ltimo, hay otro interesante corolario que se puede obtener a partir de la Proposicion 2.1.8.

El resultado siguiente lo vamos a usar mas adelante.

Corolario 2.1.10. Sea E una curva eliptica y sea D =) ny(P) € Div(E). Entonces:
D~0&Y n,=0y Y [n)](P)=0.

Demostracion: Ver [9], Capitulo III, Corolario 3.5. O

2.2. Teorema de Mordell-Weil

Hasta ahora hemos trabajado con curvas elipticas cualesquiera en P?(K). Ahora nos vamos a
limitar a aquellas que estan definidas sobre K. O sea, que pueden darse con una ecuacién con
coeficientes en K. Para esta parte el cuerpo K va a ser un cuerpo de numeros; es decir, una
extensién finita de Q. En esta familia de curvas uno puede considerar el subgrupo de E(K)
formado por los puntos que son K-racionales. En seguida verificaremos que es efectivamente un

subgrupo. A este subgrupo nos dedicaremos a continuacion.

41



2.2.1. El grupo de puntos K-racionales

Efectivamente, dada una curva eliptica F definida sobre K, el conjunto de puntos K-racionales
de E es un subgrupo de E(K). Esto no es para nada sorprendente. Seamos precisos y fijemos
una tal curva dada por la siguiente ecuacion:

Y2Z = X3 +aX?Z 4+ bX 7% + 25,
donde a, b, c € K, y cuya afinizaciéon en Z = 1 es:
P =22+ az? +bx+c.

Recordemos que el inico punto de E que no esta en esta afinizacién es O = [0:1: 0].

Consideramos el subconjunto de E(K) formado por los puntos que son K-racionales que incluye,
claro estd, a 0. A este conjunto lo notamos F(K). La proposicién siguiente formaliza lo que ya
anticipamos.

Proposicién 2.2.1. Sea K un cuerpo de mimeros y K una clausura algebraica fija. Sea E una
curva eliptica en P?(K) definida sobre K. Entonces E(K) C E(K) es un subgrupo.

Demostracion: Para verificar que F(K) es un subgrupo de F(K) necesitamos primero que el
neutro O pertenezca a F(K), lo cual ya sabemos que es cierto.

Adema&s tenemos que verificar que la operacién de grupo es cerrada dentro de E(K). Es decir,
quesi P,@Q € E(K) entonces P+(Q € E(K). Pero esto es muy sencillo. En primer lugar, si P = O
o Q = O, nada hay que probar. Si P # O y Q # O podemos trabajar en el plano afin Z =1y
usar las férmulas de adicién que explicitamos en Proposiciéon 2.1.6. De este modo, si P # Q y
P # —(Q, la férmula para las coordenadas de P + @) resulta ser suma, producto y cocientes de
escalares de K. En efecto, recordemos que para obtener P % () plantedbamos el sistema:

' v —ad—ax? —br—c =0
| Az +By+C =0

En nuestro contexto, como E esta definida sobre K y P, @ € F(K); tenemos que a,b,c, A, B,C €
K. Entonces las coordenadas = de P, Q y Px(Q resultan ser las 3 raices de un polinomio de grado
3 con coeficientes en K. Dado que P y @) tienen coordenadas en K, 2 de esas raices pertenecen
a K; por lo que, necesariamente, la tercera también. Asi es que la coordenada = de P () estd en
K. Y mirando la segunda ecuacién del sistema S, resulta que la coordenada y también. Luego
PxQ € E(K); y siguiendo con un razonamiento andlogo, concluimos que P + @) € E(K).

Si P = @ sacamos la misma conclusién y méas atn si P = —@Q. Con lo cual, en cualquier caso, la
suma es cerrada en F(K).

Por tltimo veamos que si P € F(K) entonces —P € E(K). Esto también es inmediato, pues
recordemos que si P = (z,y) entonces —P = (z,—y). Con lo cual no hay nada que decir y esto
concluye la demostracion. O
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Podemos observar, si nos remitimos al Ejemplo 2.1.7, que alli sumamos dos puntos de E(Q); y

obviamente obtuvimos otro punto de E(Q). Nos dio que (—1,4) 4 (2,5) = (-5, -12).

Nuestro préximo objetivo es dar una idea de un resultado trascendental que es el Teorema de
Mordell-Weil, que afirma que el grupo F(K) es finitamente generado. Para eso tendremos que
hacer algunas construcciones que también son interesantes en si.

2.2.2. Teorema débil de Mordell-Weil

Como dijimos, para poder encaminarnos hacia el Teorema de Mordell-Weil, necesitamos pasar
antes por algunos resultados. Uno de ellos es el Teorema débil de Mordell-Weil. Es una primera
aproximacion que parece un poco técnica pero es fundamental para llegar a nuestro objetivo. El
teorema es el siguiente.

Teorema 2.2.2. (Teorema débil de Mordell-Weil) Sea K un cuerpo de nimeros y E una curva
eliptica definida sobre K. Si m > 2 es un numero entero, entonces:

E(K)
mE(K)’
es un grupo finito.
Demostracion: Ver [9], Capitulo VIII, Teorema 1.1. O

2.2.3. Alturas y Teorema de Mordell-Weil

Con la meta de poder presentar las herramientas que se utilizan para demostrar el Teorema de
Mordell-WEeil, en esta seccion introduciremos la nocion de altura; que también nos sera muy util
para otros propésitos.

El Teorema de Mordell-Weil serda una consecuencia inmediata del Teorema débil y de lo que se
llama el Teorema del Descenso. El Teorema del Descenso lo vamos a aplicar en nuestro caso al
grupo de puntos K-racionales de una curva eliptica; pero es un teorema que se refiere a grupos
abelianos en general, asi que lo enunciaremos con toda su generalidad.

Teorema 2.2.3. (Teorema del descenso) Sea A un grupo abeliano. Supongamos que se tiene
una “funcion de altura”:
h:A— R,

que satisface las siguientes propiedades:

a) Dado Q € A, existe una constante Cy, que depende de A y de @, tal que para todo P € A se
tiene:

h(P + Q) < 2h(P) + C1.
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b) Existe un nimero entero m > 2 y una constante Cy, que depende de A, tal que para todo
P € A se tiene:
h(mP) > m2*h(P) — Cs.

¢) Para cada constante Cs, el conjunto {P € A : h(P) < Cs} es un conjunto finito.

Si ademds, para el entero m de b), el grupo cociente % es finito, entonces A es finitamente

generado.
Demostracion: Ver [9], Capitulo VIII, Proposicién 3.1. O

El Teorema del Descenso nos dice que si tenemos un grupo abeliano A dotado de una funcion
de altura h : A — R que satisface ciertas propiedades, A resulta ser un grupo finitamente
generado. Como nuestro objetivo es acercarnos al Teorema de Mordell-Weil, que dice que F(K)
es un grupo finitamente generado, para aplicar el Teorema del Descenso necesitamos disponer
de esa funcién de altura h. Eso es lo que vamos a construir a continuacién.

Alturas sobre curvas elipticas

Si bien se puede definir la nocién de altura en curvas elipticas sobre cualquier cuerpo de niimeros
K, nosotros vamos a limitarnos a hacer la construccion sobre Q. No sélo para simplificar, sino
también porque es el caso que realmente nos va a interesar mas adelante. Empecemos por la
nocién de altura en Q.

Definicion 2.2.4. Seat € Q, digamos t = g, con py g coprimos. La altura de t se define como:

H(t) = mdz {|p|, |q|} -

Naturalmente podemos extender la nocién de altura al espacio P"(Q) del siguiente modo. Dado
P € P*"(Q), multiplicando por niimeros enteros convenientes podemos suponer que:

P=lzg: - :xy,
donde z, ...,x, € Z y gcd(xg,...,x,) = 1. En tal caso definimos la altura de P como:

H(P) = madzx {|xo, ..., |xn|} .

Observemos que es sencilla la definicion de altura si trabajamos en QQ aprovechando las bondades
del dominio principal Z. Cuando lo queremos hacer en un cuerpo de nimeros K cualquiera
tenemos que ser un poco mas cuidadosos.

Consideremos ahora una curva eliptica £ definida sobre Q. Dada una funcién f € Q(E) del
cuerpo de funciones Q-racionales de F, que no sea constante, recordando el Ejemplo 1.3.15
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podemos construir un morfismo de curvas suryectivo, que también notamos f, dado por:

f . F - ]pl
= [f(P):1] sifes regular en P
—
[1:0] st f tiene un polo en P

Ahora ya podemos dar la nocién de altura en curvas elipticas que queriamos.

Definicién 2.2.5. Sea F una curva eliptica definida sobre Q y sea f € Q(F) una funcién no
constante. La altura en FE relativa a f es la funcién:

hy: E(@Q — R
P — log H(f(P))

Donde f(P) es la imagen de P a través de la funcién f : E — P! inducida por f.
El hecho aparentemente arbitrario de considerar el logaritmo se debe a su comportamiento
aditivo, que nos va a resultar més conveniente que el comportamiento multiplicativo de H.

Observacion 2.2.6. En realidad la construccion es mas general y la altura H puede extenderse

a P"(Q); de manera que se puede definir:

hf: E(Q — R
P — log H(f(P))

para una curva eliptica E cualquiera (no necesariamente definida sobre Q) y f € Q(E). Sin
embargo nos interesa analizar el comportamiento de la altura sobre el subgrupo E(Q); que es lo
que implica que valga el Teorema de Mordell-Weil.

Esta funcién de altura es la que se necesita para aplicar el Teorema del Descenso y con lo que
se puede probar el Teorema de Mordell-Weil.

Teorema de Mordell-Weil sobre Q

He aqui uno de los resultados mas importantes sobre curvas elipticas.

Teorema 2.2.7. (Teorema de Mordell-Weil). Sea E una curva eliptica sobre Q. Entonces el
grupo E(Q) es finitamente generado.

Demostracion: Ver [9], Capitulo VIII, Teorema 4.1. O

Observacion 2.2.8. Como hemos comentado, hicimos la construccién de la altura sélo en Q,
pero la nocién de altura también se tiene sobre cualquier cuerpo de ntimeros K y el Teorema
de Mordell-Weil también vale en ese caso. De todas formas el caso K = Q es el que nos va a
interesar mas adelante.
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El Teorema de Mordell-Weil nos dice que existen finitos puntos P,..., P, € E(Q) tales que
cualquier otro punto de E(Q) se obtiene como combinacién lineal (con la operacién suma en E)
de los puntos P, ..., P,. Esto no sélo es interesante y tal vez sorprendente en si mismo; también
tiene una consecuencia inmediata que nos permite caracterizar mejor al grupo E(Q). Recordemos
el siguiente resultado de grupos abelianos en general.

Proposicion 2.2.9. (Teorema de Estructura) Sea A un grupo abeliano finitamente generado.
Entonces existe un unico r € Ny tal que:

A~Z7"aT,
donde T es la parte de torsion de A; esto es, el subgrupo formado por los elementos de orden
finito.

Al nimero r se lo llama el rango de A.

Esto nos permite concluir que el grupo E(Q) tiene esa forma; y a partir de ello se trata de estu-
diarlo para conocerlo lo méas que se pueda. Concretamente, dada una curva eliptica E definida
sobre @, los problemas que uno se plantea son dos:

1) Explicitar el subgrupo T
2) Hallar el rango

Estos dos problemas, hoy por hoy, involucran una dificultad bien distinta. Ocurre que hay varios
resultados conocidos que permiten calcular el grupo T con total exactitud. Sin embargo, el
problema de hallar el rango aun no ha podido ser resuelto en general. Todavia es poco lo que
se sabe al respecto. Por ejemplo, no se sabe si el rango puede tomar valores arbitrariamente
grandes. De hecho el valor mas alto que se conoce es 28. Estas cuestiones las retomaremos mas
adelante.

En ejemplos no demasiado complicados, con un poco de trabajo, se puede calcular explicitamen-
te el grupo E(Q). No vamos a mostrar cémo es que se llega a estos resultados, pero listamos
aqui algunos ejemplos:

) E:y?*=a3—2z.
E(Q) ~ Zy & Zs.
Miés atn: E(Q) = {O;(0,0);(1,0); (—1,0)} . Aqui el rango es 0. Todos los puntos son de torsion.

2) E:y?=2%+2.

Aqui: E(Q) ={0;(0,0)}.
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3) E : y? = 23 — 5z. Aqui se tiene que el rango es 1. Notemos que, en particular, esto dice que
la ecuacién:
y2 =13 - ox,

tiene infinitas soluciones (x,7) € Q2.

2.2.4. Altura Canoénica

A partir de la altura que hemos definido antes podemos hacer una construcciéon que mucho tiene
que ver con el rango y la torsién de una curva eliptica E. A esto nos dedicamos en esta parte.
Tomando como punto de partida las alturas hy que usamos, uno puede construir una funcién
de altura global para una curva eliptica cuyas propiedades son muy utiles a la hora de intentar
calcular el grupo F(Q). Antes necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.2.10. Sea E una curva eliptica definida sobre Q. Sea f € Q(E) una funcidn no constante

y par (esto es, fo[—1] = f, donde [-1] (P) = —P). Entonces, para cada P € E(Q), el limite:

| R

existe y es independiente de f.
Demostracion: Ver [9], Capitulo VIII, Proposicién 9.1. O

Este lema nos asegura que la definicién siguiente tiene consistencia.

Definiciéon 2.2.11. Sea F una curva eliptica definida sobre Q. La altura cancénica de E es la
funcion:
h: E(@Q) — R,
dada por:
. 1 1
h(P) lim —

Donde f € Q(E) es cualquier funcién no constante y par.

La altura candnica, como dijimos, satisface propiedades muy ttiles. Compilamos algunas de ellas
en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.12. Sea E una curva eliptica definida sobre Q y h su altura candnica.

a) Para cada P,Q € E(Q) se tiene la ley del paralelogramo:

h(P + Q) + h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q).
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b) Para todo P € E(Q) ym € Z,

c) h es una forma cuadrdtica en E(Q). En otras palabras, h es par y la aplicacion:

(,):BE@QxEQ —R

~

(P,Q) = (P + Q) — h(P) = h(Q)
es una forma bilineal.

d) Sea P € E(Q). Entonces h(P) >0 y:

h(P) =0 <= P es un punto de torsion.

e) Sea f € Q(F) una funcion par. Entonces:
(deg())h = hy +O(1).
Esto es, existen constantes C1 y Cy que dependen de E y de f tales que:

Cy < (deg(f))h(P) — hy(P) < C2 .¥P € E(Q).

Ademds, si b E(Q) — R es otra funcion que satisface e) para alguna funcion f no constante,
y b) para algin entero m > 2; entonces h' = h.

Demostracion: Ver [9], Capitulo VIII, Teorema 9.3. O

Este teorema nos permite, entre otras cosas, caracterizar los puntos de torsién de la curva E. De
todas maneras, a los efectos practicos no pareciera muy facil de calcular el nimero h(P) para
poder encontrarlos de un modo eficiente.

Por otro lado, tenemos que A es una forma cuadrética en E (Q) y que d) nos dice que vale cero en

~

los puntos de torsién exactamente. Si nos limitamos a mirar a h sélo en F(Q), podemos pensar
que induce una forma cuadratica:

» . EQ
hT—>R,

definida positiva. Pero dado que:

E(Q)
~7";
T )
si consideramos la forma bilineal asociada tenemos un resultado muy util. Pues, la forma bilineal
asociada: EQ EOQ)
() T X7 R,
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es no degenerada. Entonces, si tenemos Py, ..., Ps € F(Q), y construimos la matriz:

M = ((P;, Pj))1<ij<s
resultard que si det(M) # 0, los puntos P, ..., Ps son linealmente independientes en @ ~7".
Con lo cual, necesariamente r > s.

Es decir, tenemos una manera, que podra ser comoda o no, segun el caso, de acotar inferiormente
el rango de la curva eliptica E. Sobre esta idea volveremos en los siguientes capitulos.

Hasta aca se podria decir que ha llegado la primera parte del trabajo. Hemos dado todos los
ingredientes necesarios para encarar la segunda parte, que es la que mas nos interesa. Vamos a
seguir trabajando con curvas elipticas pero el contexto sera otro y por ello apareceran construc-
ciones nuevas; algunas de las cuales son generalizaciones de las que hasta aqui presentamos.
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Capitulo 3

Curvas Elipticas sobre Q(?) -
Superficies Elipticas

Este es el capitulo central de todo el trabajo. Hasta ahora, para tener la nocién de rango, nos
limitamos a considerar curvas elipticas definidas sobre cuerpos de nimeros. Pues ahi vimos que
vale el Teorema de Mordell-Weil asi el concepto de rango tiene sentido.

Ahora vamos a considerar curvas elipticas sobre el cuerpo Q(t) y vamos a poder decir mucho
mas. No va a ser una simple generalizacion, porque al estar involucrada la indeterminada ¢ la
construccién adquiere mucha més riqueza. Vamos a hacer un juego de mirar la curva sobre @
y trazar un paralelo al considerar a ¢ como una variable més obteniendo asi una superficie sobre
Q. Y alli es donde entraran en juego muchos condimentos de la Geometria Algebraica. Pero no

estamos haciendo més que una brevisima introduccion. Empecemos a precisar las ideas.

3.1. Curvas Elipticas sobre Q(t)

Mirando la definicién de Curva Eliptica que dimos en el Capitulo 2, si tomamos K = Q(t),
tenemos un caso particular y no hay nada nuevo. O sea, considerar curvas elipticas sobre el
cuerpo M no es mas que un posible ejemplo que uno puede trabajar. De manera que, en
principio, no habria mucho que decir; pues ya estd todo dicho. Sin embargo es mucho lo que se
puede hacer, y en este trabajo sélo mostramos algo de eso. Empecemos mostrando un sencillo

ejemplo.

Una curva eliptica definida sobre Q(t) podria ser:
E y2 =23 — t2r + 2
Esa es la ecuaciéon afin de F. La ecuacion homogenizada seria:

E :Y?Z=X3-¥X7>+t*75.
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Observemos que es una curva definida sobre Q(¢). En E tenemos, por ejemplo, los puntos (afines)
(t,t); (t,—t); (0,t); (0,—1); (1,1); (1,—1). Este es un ejemplo que trabajaremos mucho de acé en
mas.

El primer planteo que nos hacemos es el siguiente. Hasta antes de empezar a hablar del Teorema
de Mordell-Weil y de Alturas, el cuerpo K podia ser cualquiera de caracteristica distinta de 2
y de 3. La pregunta es si vale el Teorema de Mordell-Weil sobre Q(t) y, en tal caso, cuél es
el concepto de altura que se define. La respuesta es esencialmente afirmativa; vale el teorema,
agregando cierta hipétesis; y para mostrar esto empezaremos hablando de la nocién de altura
en curvas definidas sobre Q(¢). Antes de esto vamos a hacer un comentario.

Observacién 3.1.1. En realidad considerar el cuerpo Q(¢) es un caso particular de algo un
poco més general.

Tomamos como punto de partida cualquier cuerpo K y una clausura algebraica fija K. Supon-
gamos que tenemos una curva proyectiva no singular C en P?(K) definida sobre K. Tenemos su
cuerpo de funciones K-racionales: k = K(C); y tomamos una clausura algebraica k. Podemos
considerar entonces las curvas elipticas definidas sobre ese cuerpo k. Cuando miramos las curvas

elipticas definidas sobre Q(¢) estamos haciendo exactamente eso para una curva C particular. Si
tomamos K = Q, y consideramos la curva:

C:y=0,o0sea, C=PY(Q),

entonces:

Q(C) = Fracc (Q([;f/]) = Fracc(Q|z]) = Q(x).

De manera que la construccién que vamos a hacer podria ser més general, y cuando valga la pena
comentaremos si hay algo que cambia cuando generalizamos; pero esencialmente nos interesa el
caso en que el cuerpo de funciones K-racionales en cuestién resulta ser Q(¢); es decir, la curva
de base es C = P1(Q).

3.1.1. Alturas en curvas elipticas definidas sobre Q(t)

Asi como hicimos en el caso de cuerpos de niimeros, empecemos por la nocién de altura en Q(¢).
Para que se entienda mejor, va a ser conveniente trabajar primero en general con cualquier curva
de base no singular C; y después considerar nuestro caso particular C = P}(Q).

Definicién 3.1.2. Sea C una curva no singular definida sobre Q. Llamemos k£ = Q(C) y sea
f € k*. Definimos la altura de f como:

h(f) = Z mdz {ord,(f),0} = Z mdz {—ordy(f),0}.
peC peC
Y definimos h(0) = 0.
En primer lugar observemos que, como C es no singular, tiene sentido considerar ord,(f). Por

otro lado, la Proposicién 1.3.12 nos asegura que la suma es finita. Y ademas, como vimos en la
Proposicién 1.3.20, deg(div(f)) = 0; lo que nos dice que ambas sumas son efectivamente iguales.
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Observacién 3.1.3. Hay un resultado que dice que esta definicién es equivalente a la siguiente:

h(f) = deg(f);

donde f es la funcién inducida del Ejemplo 1.3.15. Sin embargo vamos a trabajar con la otra
definicién; por lo que no nos preocuparemos en mostrar esta equivalencia.

Ejemplo 3.1.4. Aprovechemos algunas cuentas que ya hicimos. En el Ejemplo 1.3.13, a partir
de la curva E : y? = 23 4+ x; hemos calculado algunos divisores. Si:

FX,Y,2)= 7,

siguiendo con la notacién de 1.3.13, vimos que:
dZ’U(F) == 2(P1) — 2(P2)

Por lo tanto,
h(F) = 2.

Del mismo modo, si:
Y
XY . 7Z)=—
G( s Ly ) Z7

vimos que:

div(G) = (Q1) + (Q2) + (Q3) — 3(Qeo)-

Con lo cual:

h(G) = 3.

Como dijimos, la altura en Q(t) no es mas que esto mismo en el caso particular C = P}(Q). Para
simplificar la notacién, escribamos directamente P! para referirnos a P1(Q).

Ahora bien; los puntos afines p € P! son los de la forma p = (z,0). En coordenadas homogéneas,
son los puntos p = [z : 0 : 1]. Ademds P! contiene un punto en el infinito; o sea, que no pertenece
a la afinizacién Z = 1, que es po = [1:0:0]. Podemos unificar esto usando coordenadas
homogéneas diciendo que los puntos de P! son los de la forma:

p=[X:0:Z].

Recordemos que, asi como hay una correspondencia entre las variedades proyectivas y las afines;
también la hay entre los polinomios pertenecientes a los ideales que definen a unas y a otras. Ya
hemos mostrado como es el proceso de homogenizacion y deshomogenizacién de los polinomios. Y
también vimos en la Observacién 1.2.8 que los elementos del cuerpo de funciones de una variedad
proyectiva pueden verse como cocientes de polinomios homogéneos de igual grado. Supongamos
entonces que tenemos f € k = Q(¢). Si pensamos a k como el cuerpo de funciones de P! entonces
f debe admitir una escritura como cociente de polinomios homogéneos de igual grado; y esta
escritura tiene la ventaja de permitirnos la evaluacién en todos los puntos de P!, tanto los afines
como los del infinito (que hay uno solo y es el que notamos ps,). Hagamos esto con cuidado.
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Los polinomios homogéneos del anillo de coordenadas Q-racionales de P! son polinomios en las
variables X y Z. Pues Y =0 en Q []P’l]. Pero a los efectos de que haya compatibilidad con la
notacién actual y sobretodo con las que van a venir; a las coordenadas homogéneas las vamos a
renombrar. En lugar de usar las variables X y Z usaremos las variables 7" y U. Insistimos, sélo
es para que no haya confusiones después. Asi que los polinomios homogéneos de Q [Pl] seran
polinomios en las variables T'y U. De este modo, si tomamos f € Q(¢); digamos, por ejemplo:

ft)y=1+2t—3t>;
podemos pasarlo a coordenadas homogéneas y obtenemos:

T T3  U?+2TU? — 373
F(T,U)=1+2— —3-— = +

u “us U3
O si tomamos: ) .
3—t°+ 4t
f) = ———%—;
142t

al pasar a coordenadas homogéneas nos queda:

~ L +4T 305 — T2U8 4 475

F(T,U) = = .
1+ 27 US +2TU

O sea, I' es una funcién definida en todos los puntos de coordenadas homogéneas [T : U].

Asi como lo comentamos antes, también podemos hacer el proceso inverso y pasar de coordenadas
homogéneas a coordenadas afines haciendo U = 1.

Habiendo hecho todas estas consideraciones volvamos a lo nuestro y tratemos de escribir la
definicién de altura sobre Q(¢). Como dijimos, es la misma definicién que ya vimos, pero en
un caso particular. Pero observando justamente la particularidad del caso, podemos dar una
definicion tal vez més concisa. Ocurre que si trabajamos en la afinizacién U = 1; hay un tnico
punto en el infinito, que es po, = [1 : 0] . Entonces si tomamos f € Q(t) y queremos calcular los
nimeros ord,(f) para cada p € P!: para todos menos uno, podemos trabajar con coordenadas
afines. Con lo cual no nos salimos de Q(t) y a f lo dejamos tal como estd. S6lo hay que hacer
el célculo aparte de ord,_ (f); y alli habrd que pasar f a coordenadas homogéneas. Podemos
entonces usar una notacién mas cémoda:

p=I[t:1] = ord,(f) =ord(f)
p=[1:0] = ordy(f) =ords(f)

Por ejemplo, sea:
ft)y=t>—t2=12(t —1).

Los puntos afines en los que f tiene polos o ceros son exactamente: p; = 0y po = 1 (0 sea,
p1 =1[0:1] y po = [1 : 1]); en los que tiene un cero.
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Calculemos el orden de f en esos puntos. Trabajamos en el afin U = 1. El anillo de coordenadas
Q-racionales en esta afinizacién es justamente Q(t). Dado que estamos trabajando con P!, que es
una curva sumamente sencilla, el calculo del orden va a ser inmediato. El ideal maximal asociado
al punto afin p; = 0 es:

My, = (B),

Por lo que:
ordy, (f) = ord,, (t2(t — 1)) =2ordy, (t) + ordy, (t — 1) = 2.

El ideal maximal asociado al punto afin po = 1 es:
My, = (= 1).

Por lo que:
ordy, (f) = ordy, (t*(t — 1)) = ordy, (t*) + ord,,(t — 1) = 1.

Sélo nos falta analizar el tinico punto que queda afuera en esta afinizacién, que es po, = [1: 0].
Para ello escribamos f en coordenadas homogéneas:
™ T* T3-T*U
FTW)=———=—+—.
Uus U2 U3
Recordemos que, como sabemos que deg(div(F')) = 0, podemos calcular el orden en p., sin hacer
la cuenta explicita; pero hagamosla para que quede maés claro.

En el punto po, = [1: 0], F tiene un polo. Por esta razén, su orden en ese punto va a ser negativo;
de manera que, para calcular la altura de f, no haria falta tenerlo en cuenta. Pero sigamos con
el calculo. Para saber el orden del polo de f en ese punto afinizamos ahora en la otra variable
y hacemos T' = 1. Aqui, el anillo de coordenadas es Q(u); ¥y poo es el punto afin p,, = 0 (lo
llamamos igual). Ademas F' adquiere la siguiente forma:

_1l—-u

flu) = —

El ideal maximal asociado al punto es:

Por lo tanto:
1—u
ordy (f) = Opooo(T) = ordp, (1 —u) — 3ord,,_(u) = —3.

Luego:
h(f) = 3.
Con estas notaciones y este procedimiento en mente escribamos la definicién de altura sobre

Q).
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Definicién 3.1.5. Sea f € Q(t). Definimos la altura de f como:

h(f) = Z mdz {ord,(f),0} = Z mdz {—ord(f),0}.

teQU{co} teQu{oo}

Donde ords(f) es el orden de f en el punto [1 : 0].

Teniendo esta definicién, como hicimos antes, construimos una nocién de altura sobre curvas
elipticas definidas sobre Q(t).

Definicién 3.1.6. Sea E una curva eliptica definida sobre Q(t). La altura sobre E es la funcién:
he : EQQ(t)) — R

ha(P) = {gxmzh(w) :izg,w

Observacion 3.1.7. En el caso general, si k = Q(C), la definicién es exactamente la misma.
Ejemplo 3.1.8. Volvamos al ejemplo del principio:

E oyt =2 — 2z +t2
Algunas alturas de sus puntos son:

P1 = (t,t) = hE(Pl
Py=(t,—t) = hg(P)=
Pg = (O,t) = hE(Pg

—~

El siguiente paso es ver si esta definicién de altura tiene las buenas propiedades que tiene la altura
que definimos en curvas definidas sobre cuerpos de numeros. En efecto, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.1.9. Sea E una curva eliptica definida sobre k = Q(t) y sea hg su funcion de altura.
Entonces:

a) hp([2] P) = 4hg(P) + O(1), VP € E(k).

(Esto es; existen constantes C1 y Ca, que dependen sdlo de E, tales que Cy < hg([2] P) —
4hE(P) < (9, VP € E(k‘))

b) hp(P+ Q) + hp(P — Q) = 2hp(P) + 2hp(Q) + O(1), YP,Q € E(k).

(O sea; existen constantes D1 y Do, que dependen sdlo de E, tales que D1 < hg(P+Q)+hg(P —
Q) = 2hp(P) = 2hp(Q) < D2, VP, Q € E(k)).
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Demostracion: Ver [10], Capitulo ITI, Teorema 4.2. O

Este teorema nos asegura que la altura que definimos es una buena construccién que nos va a
permitir asegurar que vale el Teorema de Mordell-Weil sobre Q(t).

3.1.2. Teorema de Mordell-Weil sobre Q(t)

Queremos ahora mostrar que el teorema de Mordell-Weil que vimos que vale para curvas definidas
sobre cuerpos de nimeros también vale para curvas definidas sobre Q(t). Esto es, queremos
ver que el grupo de puntos Q(¢)-racionales de una curva E definida sobre Q(t) es finitamente
generado.

Recordemos como lo hicimos en el caso K un cuerpo de nimeros. Pasamos primero por el
Teorema débil de Mordell-Weil, y con la funciéon de alturas usamos el Teorema del Descenso.
En este caso vamos a seguir basicamente el mismo camino. También pasaremos por el Teorema
débil, y con la nocién de altura que acabamos de construir aplicaremos el Teorema del Descenso.
Sin embargo hay ciertas diferencias sustanciales cuando uno intenta trazar el paralelo. En primer
lugar, el Teorema débil en el caso Q(¢) no es simplemente una adaptaciéon del que ya conocemos
al nuevo contexto. Para demostrarlo se requiere usar herramientas que son especificas del caso
Q(t); por lo que hay que hacer un trabajo extra que resulta ineludible.

El enunciado del teorema es, de todas maneras, el mismo que antes. Nos vamos a reducir al caso
que nos interesa, que es m = 2; siguiendo con la notacién que usamos aquella vez.

Teorema 3.1.10. (Teorema débil de Mordell-Weil sobre Q(t)). Sea E una curva eliptica definida
sobre k = Q(t). Entonces el grupo cociente:

E(k)
2E(k)
es finito.
Demostracion: Ver [10], Capitulo ITI, Teorema 2.1. O

Se tiene exactamente el mismo resultado para el caso general k = Q(C).

Como dijimos, si queremos copiar el procedimiento que seguimos cuando vimos el teorema en
el caso de cuerpos de nuimeros, tendriamos que verificar que la funcién de altura que definimos
satisface las hipotesis necesarias para aplicar directamente el Teorema del Descenso. El Teorema
3.1.9 parece sugerir que efectivamente ocurre lo que necesitamos; sin embargo hay una propiedad
mas que nos hace falta y es la siguiente:

{P € E(k) : hg(P) <C} es un conjunto finito para cualquier constante C.

Lamentablemente esto no es cierto si no le agregamos una hipétesis a la curva E. La condicién
parece un poco técnica, pero si uno lo medita un poco se da cuenta de que es razonable que se
pida.
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Definicién 3.1.11. Sea F una curva eliptica definida sobre & = Q(C). Decimos que E se
descompone (splits) si existe una curva eliptica Ey definida sobre Q tal que E y Ej son isomorfas.

Es muy fécil exhibir ejemplos de curvas elipticas que si se descomponen. Tomemos k = Q(t) y
consideremos la curva eliptica E sobre k dada por la ecuacion afin:

E:yP=a3+1.

Claramente F si se descompone ya que podemos tomar simplemente Ey = E; pues F ya esta de-
finida sobre Q.

Dicho de manera informal, una curva sobre Q(¢) no se descompone si la indeterminada ¢ aparece
efectivamente en su ecuacion y no puede ser eliminada con un simple cambio de coordenadas.
Si queremos un ejemplo en el que puede ocurrir esto ultimo, lo podemos conseguir con el mismo
que consideramos recién. A la ecuacién de E multipliquémosla a ambos miembros por t%. Nos
queda:
t5y? = 023 40,

0, lo que es lo mismo:

(P0)? = (P2)* + 1%
Si llamamos =’ = t2x e y' = t3y, observamos que: (r,y) € E si, y sélo si (z/,%/) € E'; donde E’
es la curva eliptica dada por la ecuacion:

B y?=a3 145
Esto nos dice que tenemos una aplicacién:

E — F
(:Evy) — (t2$7t3y)

No es nada dificil ver que esta aplicacién es en realidad un isomorfismo. De manera que, si
partimos de la curva E’, si bien aparece la indeterminada ¢ en su ecuacién, se puede eliminar
con un cambio de coordenadas. Dicho de otra forma, E’ es isomorfa a una curva eliptica definida
sobre QQ, que es justamente FE.

La hipétesis de que la curva eliptica £ definida sobre Q(¢) no se descomponga es realmente
necesaria para que valga el Teorema de Mordell-Weil. Si no se tiene, puede no ser cierto. Esto es
sencillo de ver en el caso de curvas definidas sobre Q(t). En efecto, si tomamos por ejemplo la
curva E de recién y la miramos en Q(t), tenemos que cada punto de E(Q) es a su vez un punto

de E(Q(t)) Pero como claramente E(Q) no puede ser finitamente generado, en consecuencia,
E(Q(t)) tampoco.

Proposicién 3.1.12. Sea E una curva eliptica definida sobre k = Q(t). Supongamos que la
curva E no se descompone. Entonces:

{P € E(k) : hg(P)<CY},

es un conjunto finito para cualquier constante C.
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Demostracion: Ver [10], Capitulo ITI, Teorema 5.4. O

Lo mismo vale en el caso general k = Q(C).

Con todos estos ingredientes podemos dar con todo detalle el enunciado del teorema.

Teorema 3.1.13. (Teorema de Mordell-Weil sobre Q(t)). Sea E una curva eliptica sobre k =
Q(t). Supongamos que la curva E no se descompone. Entonces el grupo E(k) es finitamente
generado.

Demostracion: Ver [10], Capitulo III, Teorema 6.1. O

Se tiene el mismo resultado en el caso general k = Q(C).

Obviamente, las consecuencias de este teorema son las mismas que teniamos en el caso anterior.
Esto es, gracias al teorema de estructura, podemos tener una identificacién del tipo:

Bk)~Z" ®T.

3.1.3. Altura Canoénica.

Para terminar de trazar el paralelo con el caso K un cuerpo de nimeros nos falta hablar de la
altura candnica. La construccion de la altura candnica si que es esencialmente copiarnos del caso
anterior. El lema que nos garantizara la buena definicién es el siguiente:

Lema 3.1.14. Sea E una curva eliptica definida sobre k = Q(t) y consideremos su funcion de

altura hg. Dado P € E(k), el limite:

existe.
Demostracion: Ver [10], Capitulo ITI, Teorema 4.3. O

De este modo podemos dar la definicién.

Definicién 3.1.15. Sea E una curva eliptica definida sobre k = Q(t). La altura candnica de E

es la funcién: X B
hg @ E(k) — R,
definida por:
- 1 1
hg(P) == lim 4—nhE([2"] P).

2 n—oo

La altura candnica en curvas sobre QQ(¢) también satisface las propiedades anédlogas a las que
satisface la del caso cuerpo de nimeros; y se resumen en el siguiente resultado:
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Teorema 3.1.16. Sea E una curva eliptica definida sobre k = Q(t). Sean hg su funcidn de
altura y hg su altura candnica.

a) hg(P) = hp(P) + O(1), VP € E(k).
b) hg([m] P) = m*hg(P), VP € E(k), Ym € Z.
¢) hp(P + Q) + hp(P — Q) = 2hp(P) + 2hp(Q), VP,Q € E(k).

d) hp es una forma cuadrdtica en E(k). En otras palabras, hp es par y la aplicacion:

(,):E(k) x E(k) — R
(P,Q) = hp(P + Q) — hp(P) — hg(Q)

es una forma bilineal.

e) Supongamos que la curva E no se descompone. Sea P € E(k). Entonces ﬁE(P) >0 y:

A~

hg(P) =0 <= P es un punto de torsién.

f) Si B’E : B(k) — R es otra funcion que satisface a) y existe m € Z, m > 2, tal que ﬁE([m] P) =
m2hp(P), VP € E(k); entonces Wy = hp.

Demostracion: Ver [10] Capitulo III, Teorema 4.3. O

Se tienen los mismos resultados en el caso general k = Q(C).

Las observaciones que podemos hacer son exactamente las mismas que hicimos para la altura
canodnica sobre cuerpos de numeros. La técnica para identificar puntos de torsién es idéntica; y
también el procedimiento para encontrar cotas inferiores para el rango. Esto lo vamos a usar
explicitamente mas adelante.

3.2. Superficies

Ahora empezaremos a ver a las curvas elipticas sobre Q(f) con una perspectiva diferente; y
asi surgiran muchos otros condimentos.

Tal como habfamos comentado, cuando uno tiene una curva eliptica sobre Q(t), si tratamos a
la indeterminada ¢ como una variable mas podemos pensar que tenemos una superficie sobre Q.
Antes de ir a los detalles, volvamos a considerar el ejemplo que teniamos:

E oy =2 — 2z 42

E es una curva eliptica definida sobre el cuerpo k = Q(t). Esto es, es la variedad proyectiva
irreducible de dimensién 1 en el plano proyectivo P?(k), determinada por la ecuacién afin que
dimos. En tal caso, x e y son las variables y ¢t es un escalar del cuerpo.
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Ahora bien, si pensamos que t es otra variable con el mismo rol de z y de y, la ecuacion afin
que define a F consta de 3 variables; de manera que F se convierte en una variedad proyectiva
(irreducible) que vive dentro del espacio proyectivo P3(Q), y ahora de dimensién 2.

3.2.1. Superficies Elipticas

Es natural llamar superficies a las variedades de dimensién 2. Esa nueva perspectiva que vimos
en el dltimo ejemplo no termina siendo un simple juego interesante de ver las cosas de otra
forma, sino que va a ser la clave para todo el desarrollo que vamos a hacer a partir de ahora y
nos va a permitir disponer de herramientas muy poderosas para obtener informacion de E.

A partir de ese mismo ejemplo que vimos, uno puede intuir que hay una cierta correspondencia
entre las curvas elipticas definidas sobre Q(¢) y una cierta familia de variedades proyectivas de
dimension 2, o superficies. En efecto la hay, y para ello vamos a especificar cual es esa familia de
superficies que estdn en correspondencia con las curvas elipticas sobre Q(¢). Esa familia es la que
le da el nombre al titulo de esta seccion: son las Superficies Elipticas. Una definicién intuitiva
seria tratar de extender lo que hicimos con el ejemplo particular al caso general, y decir que las
superficies elipticas son aquellas que provienen de interpretar a una curva eliptica sobre Q(t)
como una variedad de dimensién 2. Pues en efecto, detalle mas detalle menos, esa es la esencia
de la definicién.

Pasemos al aspecto formal. Vamos a dar la definicién para el caso general k = Q(C); sin embargo,
como insistimos siempre, s6lo nos vamos a dedicar a trabajar con el caso k = Q(t).

Definicién 3.2.1. Sea C una curva no singular sobre Q. Una superficie eliptica sobre C consiste
en:

a) Una superficie irreducible &, es decir, una variedad proyectiva irreducible de dimensién 2.

b) Un morfismo de variedades:
T:€&—2C,

tal que para casi todo p € C(Q) (es decir, para todos salvo finitos) la fibra:

510 = ﬂ-_l(p)7
es una curva eliptica sobre Q.

¢) Una seccién:
op: C— €.

(Ver Figura 3.1). Recordemos que una seccién es un morfismo o : C — &£ tal que m oo = idc.
La seccion o es aquella que recorrerd los puntos origen O de cada una de las curvas elipticas

&y, para casi todos los p € C(Q).

Uno puede ser més formal atin si toma como definicién de curva eliptica aquella que comentamos
que involucra el concepto de género. De este modo, en el item b) se pide que la fibra &, sea una
curva de género 1. Sin embargo no nos queremos meter con esa perspectiva.
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Figura 3.1: Superficie eliptica

El caso que vamos a trabajar es, como dijimos, C = P!; con lo que Q(C) = Q(¢).

Observacién 3.2.2. Las superficies elipticas resultan ser un caso particular de una familia més
general llamada Superficies Fibradas. Luego vamos a generalizar y trabajar con ellas.

La definicién resulta mucho mas clara cuando vemos un ejemplo. Volvamos sobre el ejemplo de
siempre. Afirmamos que:
£yt =212+ 17

es una superficie eliptica sobre C = P'.

En efecto, es una variedad proyectiva irreducible de dimensién 2. La tenemos escrita en su
ecuacion afin pero podemos homogenizarla. Antes de eso, por cuestiones de comodidad, no
vamos a pensar a nuestra superficie viviendo en el espacio proyectivo P?; sino que la vamos a
pensar inmersa en el espacio P2 x P!. En este espacio los elementos son pares de la forma:

(XY Z];[T: U]);
donde la identificacion coordenadas homogéneas-afines es:

X Y T
T =—

7 V=7 T

Con esta convencidn, la ecuacién homogénea de £ resulta ser:

y: X* T°X  T?

Cp=p o

Y si limpiamos denominadores:

EUN?*Z2=UX3-T?’X27>+T%73.
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Con el trabajo que hicimos es bastante claro cudl es el morfismo

T & — P!
(X:Y:Z;[T:U]) — [T:U]

Habria que verificar que para casi todo p = [T : U] € P! la fibra &p es una curva eliptica sobre
Q. Pero esto no es nada dificil. Por cémo esta definido 7, que es simplemente proyectar en la
segunda componente, hay que verificar que para casi toda especializacién del punto p = [T : U]
se obtiene una curva eliptica sobre Q. Es decir, que:

& UY?Z =UX? - T°X7% 4+ T%73,
es una curva eliptica no singular para casi todas las elecciones de p = [T : U].
Por ejemplo, tomemos p = [t : 1], de modo que queda:
& Y2 =X —®XZ%+ 273,
con ecuacién afin:
&y =2 —tPx+ 12
Esta serd una curva eliptica sobre Q si el discriminante A es no nulo. Tenemos:

A = 16t1(4t2 — 27).

De este modo concluimos que & es una curva eliptica para todo t salvo para:
3 3
t:0,t:§\/§,t:—§\/§.

También es facil de verificar que para p,, = [1 : 0] tampoco se obtiene una curva eliptica, pues
la ecuacién queda:
Eo 1 0=—-XZ% 4 73

Hemos visto entonces que salvo para 4 puntos p € P! la fibra &p es una curva eliptica sobre Q.
Por 1ltimo, hay varias secciones que podrian hacer las veces de og; sin embargo suele tomarse:

oo([T:U])=([0:1:0];[T:U)).

Es sencillo de comprobar que oq es efectivamente una seccion. Es natural considerar esa seccién
particular. Recordemos que o recorre los puntos origen de las curvas elipticas &,; y como ya
vimos, en general se toma como punto origen de una curva eliptica al punto O =[0:1:0].

Como estamos viendo, dada una curva eliptica E sobre Q(t), uno puede construirse una superficie
eliptica £ asociada. Es natural preguntarse si esa correspondencia es reciproca, y ademas si
involucra alguna relacién algebraica entre las variedades F y £. En efecto las dos preguntas
tienen respuesta afirmativa. La siguiente proposicién formaliza esta idea.
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Proposicién 3.2.3. a) Sea E una curva eliptica sobre Q(C) de ecuacién:
E:Y?2=X3+AX?Z+ BXZ*+CZ3,
con A,B,C € W Sea & la superficie de P? x C dada por:
E:YZ2=X>4+A(p)X*Z+ B(p)XZ?+C(p)Z®
conm : E—C,m([X:Y:Z];p)=pyoog: C— &, o0(p) = ([0:1:0];p). Entonces (€, 7,00)

es una superficie eliptica sobre C.

b) Sea £ una superficie eliptica sobre C. Entonces £ es birracionalmente equivalente a la su-
perficie eliptica £ definida en el item a) para alguna eleccion de A, B y C; y la curva eliptica E
estd univocamente determinada por £ salvo isomorfismos.

Demostracion: Ver [10], Capitulo III, Proposicién 3.8. O

Como siempre, la aclaracién es que sélo nos vamos a abocar al caso C = P

Teniendo esta correspondencia podemos trazar paralelos entre las curvas elipticas sobre Q(t)
y las superficies elipticas asociadas. Concretamente, una primera idea surge de mirar nuestro
ejemplo. Tenemos la curva sobre Q(t) de ecuacién afin:

E:y? =232z + 12

Como habifamos observado, hay algunos puntos de E que se encuentran sin mucho esfuerzo.
Tenemos, por ejemplo, los puntos de coordenadas afines:

(t7t); (t7 _t); (Ovt); (07 _t); (171); (17_1)7
cuyas coordenadas homogéneas son:
[ttt [t:—t:1];0:¢:1];[0:—t:1];[1:1:1];[1:—1:1].

Ahora, si pensamos en la superficie eliptica £ de P? x P! asociada, ;qué interpretacién tendran
estos puntos? La interpretacién es muy precisa, pues esos puntos se corresponden con secciones
de P! en €. Concretamente tenemos las secciones o; : P! — &:

o([T:U]) = ([T:T:U[T:U])

o([T:U]) = ([T:=T:U};[T:U))

o3([T:U]) = ([0:T:U];[T:U))

oo([T:U]) = ([0:=T:U};[T:U))

os([T:U]) = ([L:1:1;[T:U])
([T-U]) (I

1:-1:1);[T:U])
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De este modo vemos que los puntos de F estan en correspondencia con secciones de £. Esto nos
permite hacernos el siguiente planteo. Sabemos que hay una operacién suma entre los puntos de
E que hace de E(k) un grupo abeliano. ;Cémo se traduce esa operacién en las secciones corres-
pondientes de £7 Del modo més natural. Podemos sumar secciones aprovechando la operacién

de grupo en las fibras &,.

Concretamente, supongamos que tenemos dos secciones o1 y o3 de £. Donde £ es una superficie
eliptica sobre C. Sea p € C tal que la fibra &, es una curva eliptica definida sobre Q. Tenemos
que o1(p) y o2(p) son puntos de £ cuyas primeras componentes son puntos de la curva eliptica
&p; por lo que podemos sumarlas segun la operacién de grupo en &,. De esta manera podemos
definir:

(01 + 02)(p) = 01(p) + 02(p).

Donde la suma del miembro derecho de la igualdad es sumar las primeras componentes en &, y
dejar fijas las segundas. De un modo similar definimos:

(=o1)(p) = —01(p);

donde el inverso aditivo del miembro derecho de la igualdad es el inverso aditivo de la primera
componente segin la operacién de grupo en &, y dejar fija la segunda.

De esta manera bastante natural es que podemos darle una estructura de grupo al conjunto de
secciones de &; aprovechando la estructura en cada fibra &, que sea una curva eliptica.

Ahora bien, esta definicién sélo tiene sentido precisamente en los puntos p € C tales que &,
es una curva eliptica; pues en el resto no tenemos definida una suma. Sin embargo esto no
es impedimento para la construcciéon que uno quiere hacer. La razon por la cual esto no nos
obstaculiza es la siguiente. Dadas secciones o1 y o9, podemos definir la funcién oy 4+ o9 que
estd definida sélo en los puntos p € C tales que &, es una curva eliptica. Ocurre que, asi definida,
01+ 02 : C — &£ es una funcién racional. Dado que asumimos que C es no singular, tenemos
que necesariamente o + o9 resulta ser un morfismo. En otras palabras, se puede extender
01 + 02 a aquellos puntos p € C en los que no estaba definida. Lo mismo para —o;.

Los detalles de esto y el resultado que se obtiene los encontramos en la siguiente proposicién.
Proposicion 3.2.4. Sea £ una superficie eliptica sobre C. Notemos:
E(C) = { Secciones o : C —E}.

Sean 01,09 € E(C).

a) Las funciones:

(01 +02)(p) = o1(p) + o2(p)
(—o1)(p) = —o1(p)

definidas en los puntos p € C tales que &, es una curva eliptica; se extienden a elementos de

£(C).
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b) Las operaciones (o1,02) — 01+ 02 y 0 — —o definidas en a) hacen de E(C) un grupo
abeliano.

c¢) Sea E la curva eliptica sobre Q(C) asociada a €. Entonces se tiene un isomorfismo de grupos:

EQ(C) : — £&(C)
P+— op

Donde, si P = [X(p):Y(p): Z(p)] € E(Q(C)), con X(p),Y(p),Z(p) € Q(C), se define op :
C — & como:

Demostracion: Ver [10], Capitulo ITI, Proposicién 3.10. O

Como siempre, aclaramos que sélo vamos a trabajar con C = P
Miremos cémo es la estructura de grupo de £(C) en nuestro ejemplo de siempre. Tenemos la
superficie £ dada afinmente por:
E =0 —t2x+ 12
Consideremos las secciones:
ol([T:U])=(T:T:U];[T:U))
os([T:U])=([0:T:U];[T:U))

y calculemos o + o3. Para ello consideramos los puntos p = [T : U] tales que &, es una curva
eliptica. Recordemos que si miramos aquellos de la forma p = [t : 1], nos servian todos salvo
parat =0,t = i%\/g Considerando entonces la familia de esos t buenos, hagamos el calculo.
La curva eliptica & es la de ecuacién afin:

&yt =2 —tr+ 2

Y los puntos que queremos sumar son las primeras componentes de o1(p) y o3(p); o sea, los
puntos afines:

Q1= (tvt)
Q2 = (Ovt)

Recordando las férmulas explicitas para la ley de grupo que vimos en el capitulo anterior, nos
queda que:

Q1+ Q2= (t, 1) + (0,t) = (—t,—t).
Es decir:
(o1 +o3)([t:1]) = ([-t:—t:1];[t:1]).
Y volviendo a coordenadas homogéneas:

o407 0) = (-5 s~ s1]s | L) = (s —T s o,



O sea, 01 + 03 = 7, donde:
T([T:U])=(-T:-T:U];[T:U]).

También podemos calcular —oy. Para ello tenemos que hallar el inverso aditivo de Q1 = (t,1).
Pero sabemos que el inverso aditivo se encuentra simplemente cambiando de signo la segunda
coordenada:

_Ql - (tu _t)
Luego tenemos:

(mo)([t: 1)) = ([t: =t 1] [2 = 1))

O sea, escribiendo en coordenadas homogéneas:

(=o)([T: U]) = ([T": =T : U [T": U]).

3.3. Geometria de las Superficies Fibradas

Las siguientes construcciones que haremos son nociones que no son exclusivas de las superficies
elipticas, sino de objetos més generales; por lo que vamos a generalizar un poco y veremos a las
superficies elipticas como casos particulares.

Hasta acd hemos trabajado con las superficies elipticas; que son variedades proyectivas irreduci-
bles de dimension 2 con un morfismo de proyecciéon asociado.

Como hemos anticipado, las superficies elipticas son casos particulares de lo que se llaman Su-
perficies Fibradas. En efecto, una Superficie Fibrada S es una variedad proyectiva irreducible de
dimensién 2 junto con un morfismo de proyecciéon hacia una curva no singular:

T™:S —~C.

Cuando uno le agrega condiciones a las fibras 7—!(p) aparecen los casos particulares, como las
superficies elipticas.

Sobre las superficies elipticas hay muchos aspectos geométricos que son interesantes en si y que
nos van a ser de gran utilidad para lo que viene. Sin embargo estos aspectos geométricos no
son exclusivos de las superficies elipticas en particular, sino de todas las superficies fibradas.
Es por esto que en esta seccién trataremos las caracteristicas geométricas de todas las superfi-
cies fibradas; y mas adelante volveremos sobre las superficies elipticas, cuando queramos hacer
construcciones que si son propias de ellas.

3.3.1. Divisores sobre Superficies Fibradas

Ya trabajamos con el concepto de Divisor sobre las curvas. Llegé el momento de extender esa
nocién a las Superficies; y lo vamos a hacer de un modo bastante natural.
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Esta primera parte, en realidad, puede hacerse sobre cualquier superficie, no necesariamente
fibrada; es decir, sobre cualquier variedad proyectiva irreducible de dimension 2. Sin embargo,
dado que en breve si necesitaremos que la superficie sea fibrada, vamos a suponer que lo es. Al
fin y al cabo no nos estamos restringiendo mucho.

En las curvas, habiamos definido el grupo de sus divisores como el Z-mdédulo libre generado por
sus puntos. El paralelo se traza aqui del siguiente modo. Dada una superficie fibrada S, en lugar
de sus puntos, vamos a considerar todas las curvas irreducibles contenidas en ella. El grupo de
los divisores de S sera entonces el Z-moédulo libre generado por esas curvas. Asi como aquella
vez consideramos curvas no singulares, ahora también vamos a tener que pedirle a la superficie
S que sea no singular.

Definicion 3.3.1. Sea S una superficie fibrada no singular. Es decir, una variedad proyectiva
irreducible de dimension 2, no singular y con un morfismo de proyecciéon hacia una curva no
singular. Definimos el grupo de divisores de S como el Z-médulo libre generado por las curvas
irreducibles contenidas en S. Es decir:

Div(S) = Z nr(I') : nr € Z, np =0 paracasitoda I' C S irreducible
rcs

Cuando trabajamos con curvas, aprovechando que el anillo de coordenadas localizado en un
punto no singular es un anillo de valuacién discreta, a cada funcién no nula f del cuerpo de
funciones le asociamos un divisor. Ahora vamos a hacer algo similar, pero para eso necesitamos
tener la nocién de valuacién sobre una curva irreducible I' C S.

Cuando trabajamos con una curva, dado un punto P de ella, habiamos definido el anillo local
en P como la localizacion del anillo de coordenadas de la curva en el ideal maximal asociado
a P; y la interpretacién era que constaba de las funciones del cuerpo de funciones de la curva
definidas en P. Tratemos de extender esto a superficies. Dada una curva irreducible I' C S, por
ser I irreducible, su ideal asociado I(T") es un ideal primo del anillo de polinomios. En particular
es un ideal primo del anillo de coordenadas Q [S]. Podemos entonces localizar Q [S] en I(T). De
aqui surge la definicién:

Definicién 3.3.2. Sea S una superficie fibrada no singular y sea I' C S una curva irreducible. Si
I(T') es el ideal asociado a la variedad I', definimos el anillo local de S en I' como la localizacién
de Q[S] en I(T') y lo notamos Or.

Aqui también hay una interpretacion similar a la que hicimos con el anillo local de una curva en
un punto. En este caso, son las funciones de Q(S) definidas en algin punto de T'.

Teniendo esta interpretacién podemos dar una definicién alternativa. Veamos primero cémo es
el anillo local de una superficie en un punto. Dado un punto P € S, el anillo local de S en P es
hacer exactamente lo mismo que se hizo en curvas. Si llamamos:

Mp={f€TQlS]: f(P)=0}.

es facil verificar, tal como lo hicimos en las curvas, que Mp es un ideal maximal del anillo de
coordenadas Q [S]. Podemos entonces localizar en ese ideal, y a la localizacién la llamamos el
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anillo local de S en P. A ese anillo local lo vamos a notar Op, y consistird en las funciones de
Q(S) definidas en P. Afirmamos entonces que:

or=J or.
Pel
Esto ahora es bastante claro a partir de las interpretaciones de uno y otro.

En curvas, si el punto P en el que estabamos localizando era no singular, el anillo local resultaba
un anillo de valuacién discreta. Aqui, dado que asumimos a nuestra superficie S no singular,
también tenemos un resultado similar.

Proposicion 3.3.3. Sea S una superficie fibrada no singular y I' C S una curva irreducible.
Entonces Or es un anillo de valuacion discreta.

Demostracion: Ver [10], Capitulo ITI, Seccién 7. O

Teniendo este resultado es que podemos asociarle a cada funcién no nula de Q(S) un divisor. En
efecto, podemos definir el morfismo de valuacién en cada curva I'.

Definicién 3.3.4. Sea S una superficie fibrada no singular y sea I' C S una curva irreducible.
La valuacion en I" es la funcién:

ordr : Q[S] — NoU{oo}
[ — ordr(f)

Donde:

y donde I(I") nota el ideal de T'.
Convenimos ordr(0) = oo.

Hacemos la extensién natural de ordr a Q (S) definiendo:

ordr (g) = ordr(f) — ordr(g).
De este modo tenemos ordr : Q (S) — Z U {oo}.

La definicion es buena gracias a la Proposicion 3.3.3.

Algunas de las propiedades que satisface la valuacién son las mismas que enumeramos en la
Observacion 1.3.10 cuando trabajamos con curvas.

Contando con la valuacién ahora si podemos asociar a cada funcién no nula del cuerpo de
funciones de S un divisor. Mas aun, tenemos un morfismo de grupos.
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Proposicion 3.3.5. Sea S una superficie fibrada no singular. La siguiente aplicacion es un
morfismo de grupos:
QS — Div(S)
[ — div(f)
Donde:
div(f) = ordp(f)(T).

rcs

Demostracion: Es inmediato a partir de las propiedades de ordr listadas en la Observacion
1.3.10. O

Antes de hacer ejemplos veamos algunas definiciones mas. Al igual que en el caso de curvas, a
los divisores de la forma div(f) para alguna f € Q(S)* los llamamos principales. Considerando
el subgrupo de los divisores principales, podemos dividir a Div(S) por él; lo que es lo mismo que
definir una relacién de equivalencia dada por:

Dy ~ Dy <= D1 — D5 es principal.

Esto es exactamente lo mismo que hicimos en el caso curvas. Al grupo cociente también lo vamos
a llamar el grupo de Picard de S y lo notamos:

Pic(S) = Div(S)/ ~ .

Observemos ahora lo siguiente. Dada una curva irreducible I' C §; consideremos el morfismo de
proyeccion:

T™:S —~C.

Podemos restringir 7 a la curva I' obteniendo asi un morfismo de curvas:
wlp : I — C.

Recordando el Teorema 1.3.16 sabemos que 7| es o bien constante o bien suryectivo. Pues bien,
de acuerdo a las dos posibilidades es que vamos a clasificar a nuestras curvas irreducibles I' C S.

Definicion 3.3.6. Sea S una superficie fibrada no singular con morfismo de proyeccion 7 :
S — C. Sea I' C § una curva irreducible.

Simlp : I' — C es constante decimos que I' es una curva fibral de S.

Siwlp : I' — C es suryectivo decimos que I' es una curva horizontal de S.

Los nombres son bastante razonables, pues si w|p es constante, digamos 7|p(P) = p, VP € T,
tenemos que I' C S, = 771(p). O sea, I estd contenida en una de las fibras.

Y si «|p es suryectivo, la palabra horizontal es muy coherente con la idea geométrica de lo que
ocurre. (Ver Figura 3.2).

Las definiciones de curvas fibrales y horizontales se extienden naturalmente a los divisores:
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Curva fibral

N

Y
y

Curva honzontal
~J

Figura 3.2: Curvas fibrales y horizontales

Definicién 3.3.7. Sea S una superficie fibrada no singular. Sea D € Div(S). D se dice divisor
fibral si todas sus componentes son fibrales; y se dice divisor horizontal si todas sus componentes
son horizontales. Donde, si:

T
D= nr,(I),
i=1
con nr, # 0; I'1, 'y, ..., I, son las componentes de D.

Considerando el morfismo 7 : S — C de una superficie fibrada, podemos construir un morfismo
en el sentido inverso entre sus grupos de divisores.

Fijemos un punto p € C. Dado que asumimos que C es no singular, el anillo local de C en p
es un anillo de valuacion discreta, por lo que tiene sentido considerar un uniformizador local
u, € mathbbQ[Clp € Q(C). De este modo podemos construir la siguiente funcién:

UpOT : S — Q.

Claramente u, o 7 es un elemento de Q(S), el cuerpo de funciones de S. Por lo tanto podemos
calcular su orden sobre curvas I' C S. Aqui la definicién precisa.

Definicion 3.3.8. Sea S una superficie fibrada no singular con morfismo de proyeccion 7 :
S — C. Se define el morfismo 7* : Div(C) — Div(S) asociado a 7 del siguiente modo:

O mp(p)) =D _np( Y ordp(upy o m)(I)).

peC peC  TCS,
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Notar que, por la definicién de uniformizador local, el nimero ordr (u, o 7) siempre sera positivo
sobre cualquier curva I' contenida en la fibra S,.

Ahora si vamos a desarrollar un ejemplo para poder visualizar estas cosas. Vamos a considerar
la siguiente superficie fibrada. S serd una superficie que vamos a mirar dentro de P? x P'; con
K = Q. En este espacio diremos que los puntos son de la forma ([X : Y : Z];[T : U]). La ecuacién
que define a S es:

S:F(X,)Y,Z,T.U) =X U+Y* U+ XYT+XZT +YZU — 2Z*U = 0.
Va a ser cémodo mirar a S en la afinizacion Z = U = 1. Asi nos queda:
S+ +ayt+at+y—2=0.

No es dificil verificar que F es irreducible, por lo que el ideal (F) C Q[X,Y, Z,T,U] es primo.
Ademas, con técnicas que ya hicimos, y que volveremos a hacer, también se puede comprobar
que el ideal que define a la variedad S es exactamente (F'); y en consecuencia S es una variedad
irreducible.

Definimos el morfismo de proyeccién como 7 : S — P! 7 ([X : Y : Z];[T : U]) = [T : U).

Observemos que S también puede ser interpretada como una curva sobre Q(t); més atin, definida
sobre Q(¢). De la misma forma que hicimos antes cuando establecimos la correspondencia entre
curvas elipticas sobre Q(t) y superficies elipticas, pues aqui también S puede ser pensada como
una curva (ya no eliptica) sobre Q(t).

Antes de ponernos a buscar ejemplos de divisores en S, lo primero que tenemos que hacer, que
no es un detalle menor, es verificar que S es una superficie no singular. Recordemos que para ello
tenemos que, dado un punto P € S, encontrar una afinizacién de S tal que P pertenezca a ella,
y verificar que la variedad afin que se obtiene es no singular en P. Como estamos trabajando en
P2 x P!, las afinizaciones posibles son 6. A saber:

X=T=1LX=U=4Y=T=14Y=U=12=T=1,Z2=U=1.

Deberiamos entonces verificar que las 6 variedades afines resultantes son no singulares. O sea,
que las derivadas parciales de los polinomios:

FQ1,Y,Z,1,0); F(1,Y,Z,T,1); F(X,1,Z,1,U);

F(X,1,2,T,1); F(X,Y,1,1,U); F(X,Y,1,T,1);

no son simultaneamente nulas en cada punto de la superficie. Para esto basta verificar que las 5
derivadas parciales de F/(X,Y, Z,T,U) no son simultdneamente nulas en cada punto de S.
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Veamos entonces. Tenemos el sistema:

g—f((X,Y,Z,T,U): 2XU+YT+TZ= 0 (1)
g_f:(X,Y,Z,T,U): QYU+ XT+2ZU= 0 (2)
g—Z(X,Y,Z,T,U): XT+YU 42U = 0 (3)
g—g(X,Y,Z,T,U): XY +XZ= 0 (4
g—g(X,Y,Z,T,U): X 4Y2P4vZ-2722= 0 (5)

De (4), XY +XZ=0=>X(Y +2)=0=>X=00Y = —Z.

1. SiX=0,de(2,2YU+ZU=0=U@2Y +2)=0=U=00Z = —2Y.

" SiU=0,de (1), YT4+TZ=0=T(Y+Z)=0.Como U = 0, entonces T' # 0; luego,
Y = —Z. Entonces, de (5), Y2 - Y2 —-2Y2 =0 =Y = 0. Entonces Z = —Y = 0.
Pero entonces X =Y = Z =0 : Absurdo.

" SiZ=-2Y,de(5),Y?-2Y2-8Y2=0=Y =0= Z = —2Y = 0. Con lo cual,
otra vez, X =Y = Z = 0: Absurdo.

2.81Y =-2de(1),2XU=0=X=00U =0.

= Si X =0, volvemos al caso anterior, que vimos que es imposible.

» SiU=0,de (3), XT =0= X =00T = 0. Pero, de nuevo, el caso X = 0 ya lo
hicimos; y como U = 0, T' # 0. Por lo tanto, tampoco es posible este caso.

Luego, el sistema no tiene solucién en P? x P!; en particular, no tiene solucién para puntos de
S; por lo que S es no singular.

Notemos que en S tenemos algunas secciones evidentes:

o([T:U]) = ([0:1:1);[T:U])
oo([T:U]) = ([0:=2:1];[T:UJ)
o3([T:U]) = ([T':-=2U0:U];[T:U)])
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Precisamente estas secciones se corresponden con curvas irreducibles de S. Sea I'y C § dada por

las ecuaciones:
X =
Fl . 0
Y-Z =0

En efecto I'y € S y es irreducible. Para verificar que es irreducible afirmamos que el ideal
homogéneo que define a I'y es:

) =X,y -2).
Es claro que el ideal del miembro derecho estd incluido en I(I';). Para ver la otra inclusién
tomemos cualquier f € I(I'1) y escribamos:

f(X7Y727T7U) :qu+(Y_Z)q2+R(Z7T7U)
Como f € I(I'1) se tiene que:
0=f(0,2,2,T,U)=R(Z,T,U),VZcQ y V[T :U] € P..

Luego R =0, por lo que f € (X,Y — Z).

Podiamos hacer esto de otra forma, que es la siguiente. Si consideramos las dos proyecciones de
S, a la primera y a la segunda coordenada; tenemos que:

() =[0:1:1],

mo(Ty) = PL.

Aprovechando esta particularidad resulta que:
Iy =m0 1:1]).

Luego:
IT) =7 1([0:1:1]) = H(X,Y - 2)) = (X,Y — Z).

Es claro que I([0:1:1]) = (X,Y — Z) porque ahora se trata del ideal de un punto de una
superficie. O sea, con este razonamiento de mirar las proyecciones, pudimos reducirnos al caso
de mirar el ideal de un punto, que es bastante méds sencillo. Sin embargo, pudimos hacerlo sélo
porque I'y tiene esa particularidad de proyectarse en un punto. Con cualquier curva arbitraria
no vamos a poder hacer lo mismo.

Ahora sélo nos falta verificar que I(I'y) es un ideal primo de Q[X,Y, Z,T,U]. Pero esto es
sencillo. Por comodidad, trabajemos en la afinizacion Z = U = 1. Podemos hacer esto, pues 'y
estd contenida casi toda en esa afinizacion, ya que sélo se pierde el punto ([0:1:1];[1:0]); con
lo cual, el comportamiento de I'; basta mirarlo en ese abierto afin. Alli tenemos:

Qlz,y,t]  Qlx,y,1]

1) (oy-1 = 2l
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y este ultimo anillo es un dominio integro. Luego, efectivamente I';y C S es una curva irreducible.
Ademads, por cémo la construimos, resulta precisamente que:

Pl = Im(al) = Ul(Pl).

Andlogamente, se tienen:
PQ = Im(O'Q) Y Fg = Im(O'g);

donde:

X =0
Iy
Y+27 =0

Para obtener el ideal que define a I's hay que tener un poco mas de cuidado. Observando que,
paral's, X =T, Z=U e Y + 27 = 0; uno esta tentado a decir que I's esta dada por:

X-T =0
I's: Y +2Z =0
Z-U =0

Pero el primero y el tercero de esos polinomios no son homogéneos en P2 xP'. Hay que ajustar este
detalle y lo podemos hacer multiplicando a sus coeficientes por variables adecuadas. Afirmamos
asi que:

XU—-7ZT =0

I's : (Y +27 =0

ZT - XU =0
Como la tercera ecuacién es la misma que la primera, podemos suprimirla:

XU—-7ZT =0

3 :
Y +27 =0

Observemos que, justamente, como los o; son secciones, tenemos que:
moo; = idp1.

En particular, 7|p, : I'; — P! es un morfismo suryectivo. Por lo tanto las curvas I'; que encon-
tramos son curvas horizontales de S.

Encontrar curvas fibrales es, en cierta forma, més sencillo. Basta con fijar un puntop = [T : U] €
P! y ver cémo queda la fibra Sp. Por ejemplo, tomemos pg = [0: 1]. En tal caso, la fibra Sy,
consta de los puntos de ecuacion:

Spo : F(X,Y,Z,0,1) = X?+Y?+YZ —27Z% =0.

Sp, es una variedad proyectiva de P2. De un modo similar al que hicimos ya un par de veces, se
puede verificar que el ideal que la define es efectivamente:

I(SPO) = (F(X7 Y7 Z7 17 0))7
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y dado que F(X,Y,Z,1,0) es un polinomio homogéneo irreducible (esto también es facil de
comprobar), I(Sp,) es un ideal primo de Q[X,Y, Z]; por lo que S, es una variedad irreducible.

Geométricamente, si afinizamos Sp, respecto de alguna de las variables, lo que obtenemos es una
cénica en el plano.

En definitiva, en este caso, la fibra S,, ya es en si misma una curva irreducible de S. Tenemos
entonces, en particular, que I'y = S, es una curva fibral de S. Pues ocurre que:

, 1
mlp, : Ty — P,

es constante. Precisamente, 7|p,(P) = [0: 1], VP € T4.

Busquemos més curvas fibrales. Miremos ahora la fibra de po, = [1: 0] . En este caso nos queda
que la fibra S, estd dada por la ecuacion:

Spoe : XY +XZ =0.
Aqui es més sencilla atin la cuenta. Claramente S, no es irreducible. Tenemos:
Sp XY+ XZ=XY+2Z)=0.

O sea, S, consta de la unién de los conjuntos {X = 0} y {Y + Z = 0} . Geométricamente, S,__
es la unién de 2 rectas; que son justamente sus componentes irreducibles. Tenemos precisamente
que:

I's : X=0y I'g: Y+2=0,

son curvas fibrales de S. Concretamente:

mlrs(P)=1[1:0], VP eTs y 7|p,(P)=[1:0], VP € T.

Ya tenemos varios ejemplos tanto de curvas horizontales como de curvas fibrales. Con ellas
podemos construir ejemplos de divisores de Div(S). Lo que vamos a hacer ahora es calcular
div(G) para algiin elemento de Q(S). Recordemos que los elementos de Q(S) pueden verse como
cocientes de polinomios homogéneos de igual grado. Pongamos un ejemplo sencillo entonces. Sea
G(X,Y,Z,T,U) € Q(S) la siguiente funcién:

Y +27

G(X.Y.2.T.U) = —

Tenemos que calcular ordp(G) para todas las curvas I' C S irreducibles. Para ello busquemos
aquellas curvas I' C S a lo largo de las cuales G tenga ceros o polos. Es decir, buscamos las
curvas I' C § irreducibles tales que:

G’FEOOG’FEOO.

Veamos:
GX,Y,Z,T,U)=0=Y +2Z=0=Y = -2Z.
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Los puntos de S que verifican Y = —2Z son puntos de la forma ([X : —=2Z : Z];[T : U]); y que
satisfacen la ecuacién:

XU +42°U - 2XZT + XZT — 22U - 2Z°U = 0.
Pero luego de simplificar 422U con —2Z2U — 272U, queda simplemente:
XU~ XZT =04 X(XU - ZT) =0.
Entonces X =00 XU — ZT = 0.
En el caso X = 0, como tenemos que Y = —2Z7, tenemos la familia de puntos:
{(0: —2: 15 [7: U]}
Esto no es otra cosa que la curva horizontal I'y que encontramos antes.

En el otro caso nos quedan las condiciones:

XU—-ZT =0
Y +2Z =0
Esto es exactamente la curva I's.

Ahora planteemos que el denominador de G sea 0. Es decir: Z = 0. Tenemos en este caso que
los puntos de S que satisfacen esta condicién son los que surgen de la ecuacién:

X2U4+YU+ XYT =0.

Es decir:
UX?+Y%) +XYT =0.

Este es un polinomio irreducible y es muy claro cudl es la curva en cuestién si suponemos U # 0
y XY #0:

T  X?+Y?
U~ Xy
O sea:
NP S
Xy -

Nos queda la familia de puntos:

{(peovso 22 a]) b= ey sy - xe sy

Esta es una nueva curva irreducible que llamaremos I'7. Notemos que I'7 es una curva horizontal
de S.

Antes de seguir, observemos un detalle. Cuando hicimos la correspondencia entre curvas elipti-
cas E sobre Q(t) y superficies elipticas &, dijimos que los puntos de F se correspondian con
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secciones de £. Para las superficies fibradas en general esto no deja de ser cierto. En nuestro
ejemplo, si llamamos C a la curva sobre @ asociada a S; la seccién o1, que es la que determina
la curva horizontal I'y de S, se corresponde con el punto [T': —2U : U] de (' la seccién o3, que
es la que determina la curva horizontal 'y de S, se corresponde con el punto [0: 1: 1] de C; etc.

Miremos qué pasa con la curva horizontal I'7. Nos habia quedado la ecuacién:
XU+Y?U+ XYT =0.
Si afinizamos en Y = U = 1, queda:
22+ 1+at=0.

Ese polinomio es irreducible en Q [z,t]; pero si pensamos esto en el contexto de C; es decir,
trabajando sobre el cuerpo Q(t); ocurre que hay dos soluciones:

—t /12— 4 —t -2 14

2 v 2

De este modo obtenemos dos puntos de C, que son:

—t—l—\/t2—4.1'0]
: D1

P = y P=

—t— t2—4'1.0
5 :1:0].

. Qué nos dice esto? ;Que la seccién I'7 estd en correspondencia con dos puntos distintos de C7
No! Justamente esto no puede ocurrir, y la sencilla razén es que I'; no corresponde a ninguna
seccién de S. Si bien I'7 es una curva horizontal, pues 7|p. es suryectiva; no existe ninguna seccién
o de S tal que Im(o) = I'7. Podriamos decir que I'7 es una curva irreducible en la superficie S

definida sobre Q; pero cuando vemos a la superficie como una curva C' sobre Q(t); la curva I'7
se separa en dos puntos.

Sigamos con nuestro cdlculo. Tenemos ahora si todas las posibles curvas en las cuales el orden de
G puede ser no nulo. Pues, en cualquier otra, ni Y 4+ 27 ni Z pertenecen al ideal It por cuanto
ordp(G) = 0. En definitiva tenemos que:

ord(G) = Z ordr(G)(T') = na(I'2) + n3(L3) + n7(I'7).
rcs

Donde n; = ordr,(G). Sélo nos falta calcular los nimeros enteros ng, ns y nr.

Empecemos por ne. Tenemos que:
Ir, = (X,Y +22).
Consideremos la funcién que define a la superficie S:
F(X,Y,Z,T,U) = X*U +Y?U + XYT + XZT + Y ZU — 2Z°U.
Afinicemos en Z y en U, asi obtenemos:

flx,y,t) = 2° + 4> + ayt + at +y — 2.
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El ideal que define a I'y en este espacio afin es (z,y + 2). Mirando la ecuacién f(z,y,t) =0y
haciendo algunas operaciones algebraicas obtenemos:

flr,yt) =0+l tayt+at+y—2=0sx(x —t) = (—at —y — 1)(y + 2);

donde la tltima es una igualdad en el anillo de coordenadas Q[S]. Pero si consideramos la
localizacién Or,, como claramente x —t ¢ (z,y + 2), resulta que  — ¢ es una unidad en Or,. De

modo que:
—xt—y—1

En particular, z € (y 4+ 2)Or,. Por lo tanto, el ideal que define a I'y es simplemente (y + 2). O
sea, y + 2 es un uniformizador local. Volviendo a coordenadas homogéneas, tenemos entonces

que It,Or, = (Y +2Z)Or,. Por otro lado, es evidente que Z ¢ (Y 4+2Z). Con todo esto es claro
que:

Z

Calculemos ahora n3. Volvamos a trabajar en el afin Z = U = 1. De nuevo, podemos hacerlo ya
que s6lo perdemos un punto de I's que no estd en esa afinizacién, que es el ([1:0:0];[1:0]). El
ideal que defineaI's es It, = (XU—-ZT,Y +2Z); y trabajando en la afinizacién queda (z—t, y+2).
Aprovechando la misma cuenta que hicimos antes, tenemos que la ecuacién f(x,y,t) = 0 puede
escribirse como:

ny = ordr,(G) = ordr, <Y * 2Z> =1.

w(x—t) = (-2t —y—1)(y+2);
y esta igualdad es en el anillo de coordenadas Q[S]. Pero, como antes, consideremos ahora la
localizacién Or,; y en este caso se tiene que x ¢ (x —t,y + 2), por lo que es una unidad en Or,.
Asi que:
—axt—y—1
r—t= <7> (y+2) enOr,.

X

Con lo cual, z — t € (y + 2)Or,; de modo que, volviendo a coordenadas homogéneas, It,Or, =
(Y +22)Or,.

De nuevo, Z ¢ (Y + 2Z); asi que concluimos que:

Y +27
n3 = ordr,(G) = ordp, < + ) =1

Z

Solo nos falta calcular n;. Recordemos que la curva I'7 estd dada por:
Iy {((X:Y:0;[-Y?—X*: XY])}.

Aqui nos va a convenir trabajar en el afin Y = U = 1. All{ tenemos:

o {122 )
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No es dificil ver que el ideal que define a I'; en esta afinizacién es: (z,2? + 1 + xt). Hagamos el
procedimiento andlogo a lo que hicimos con I'y y I's. Miremos la ecuacion que define a S en este
espacio afin; esto es:

f(@,2,t) = 2® + 1+ ot + a2t + 2 — 227,

Considerando la ecuacién f(z, z,t) = 0 y operando algebraicamente obtenemos:
flz,z,t) =0 2+ 1+ at = 2(22 — 1 — xt).

De modo que, como hicimos antes, se tiene que 22 + 1 + zt € (2)Or,; y por lo tanto Ir.Or, =

(Z2)Or;.
Dado que Y +2Z ¢ (Z) llegamos a que:

Y +27

n7 = ordp, (G) = ordr, ( 7

)= —1.
Nos queda entonces que:
diU(G) = (Ty) + (I'g) — (I'7).

Observemos que deg(div(G)) # 0, y no tenia por qué serlo; pues eso es una propiedad que se
daba en las curvas, en las superficies ya no necesariamente. Pero podemos hacer una observacién
interesante. Recordemos que podifamos ver a nuestra superficie S como una curva C sobre k =
Q(t). Miremos también a nuestra funcién G' como un elemento de k(C'), el cuerpo de funciones
de C. Deberia ser cierto que, en el grupo Div(C); div(G) = 0. Esto va a ser efectivamente cierto
y lo podemos ver facilmente. Si repitiéramos la cuenta pero en el contexto de C, veriamos que
la funcién G tiene un cero en los puntos:

P=[0:-2:1 y P,=[T:-2U:U];

que son justamente los que se corresponden con las secciones que determinan a I'y y a I's
respectivamente. La cosa cambia cuando miramos los puntos en donde G tiene polos. Resulta
que aparecen dos puntos, que son:

VT4
P, = %:1:0 y Py =

—t— V1214
——:1:0].
2 ]

Estos son justamente los dos puntos en los que se separa la curva 'y cuando la miramos sobre
la curva C. Va a resultar entonces que:

div(G) = (P1) + (P2) — (P3) — (P4).

Para terminar de ilustrar esta parte, mostremos un ejemplo de algin divisor de la forma 7*(D)
para D € Div(P'). Tenemos un ejemplo a mano aprovechando todo lo que ya hicimos. Definamos
D € Div(P!) como:

D = (po) + (Po);
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donde pg = [0: 1] y poo = [1 : 0] . Tenemos entonces que:

(D) = Z ordr (up, o m)(T) + Z ordr(up,, om)(T).

I'CSp, I'CSpo,

Donde tuyp,,u,,, € Q(P!) son uniformizadores locales de los anillos locales de P! en py ¥ poo
respectivamente. Claramente podemos tomar:

T U

uPO_U yupoo:T

Recordando que 7([X : Y : Z];[T : U]) = [T : U], nos queda:

(1 o)X ¥ 2 2T U = 1y (g om)([X Y 2 23 [T U)) =

NS

Pero el calculo de ordp(%) y ordp(%) es bien sencillo. Recordemos primero que en S, hay sélo
una curva irreducible, que es justamente toda la fibra S,,; que habiamos llamado I'y. Es la curva
dada por:

X?+Y?+YZ-27%=0.

En S, hay dos curvas, que son las rectas I's : X =0y I's : Y + Z = 0. De este modo:
(D) = na(l's) + n5(T's) + ne(Ls).

Donde ny = ordm(%) y n; = ordpi(%), i=25,6.

Haciendo un desarrollo analogo al que hicimos antes, podemos verificar rapidamente que ng4 =
ns = ng = 1. La razén de fondo de esta cuenta es que las curvas I'y, I's y I'¢ aparecen con
multiplicidad 1 en la ecuacién que define a la superficie S. Esto es en definitiva lo que usamos.
En conclusion nos queda que:

(D) = (T'4) + (T's) + (Ts)

3.3.2. Interseccién

En esta parte vamos a trabajar con una nocién geométrica que va a se crucial para las construc-
ciones que vamos a hacer luego. Hasta aqui hemos construido el grupo abeliano Div(S) asociado
a una superficie fibrada no singular S. Lo que nos interesa hacer ahora es construir una forma

bilineal simétrica:
Div(S) x Div(S) — Z.

Esta forma bilineal va a ser un objeto abstracto que tendra una interpretacién geométrica muy
precisa y va a ser muy util para las construcciones que queremos hacer mas adelante.

Recordemos que los elementos de Div(S) son combinaciones lineales finitas de curvas irreducibles
I' € S. De manera que, para definir la forma bilineal aplicada a un par (Di, Ds) € Div(S) X
Div(S), basta hacerlo para sus componentes y extender por linealidad. Es decir, vamos a ver
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c6mo se define la forma bilineal aplicada a un par de la forma (I';,I'2) y luego extenderemos por
linealidad a cualquier par de divisores.

Consideremos entonces dos curvas irreducibles I'y y I's. El nimero entero asociado a (I'1, '),
que lo vamos a notar I'1.I'9; representara la cantidad de intersecciones entre I'y y I'y contadas
con su multiplicidad. Para ello pensemos que nuestras curvas irreducibles I'y y I's son distintas.
Asumiendo esto, las curvas se van a intersecar en finitos puntos. Por lo tanto nos basta mirar
qué pasa en cada uno de esos puntos y después sumar. Es decir, vamos a definir el indice de
interseccién en cada P; y lo notaremos (I'1.I'2) p; que representard la multiplicidad con la que
I'y y I's se cortan en P. Después sumaremos sobre todos los puntos de I'y N I'y. Concretamente
estamos diciendo que:
I Ty= Y (T1Ty)p.
Pel'tNI'y

Si 'y y I's no se intersecan vamos a definir obviamente: I'1.I'y = 0.

Sélo bastaria definir (I';.I'9) p. Lo que queremos es que este nimero represente la multiplicidad,
o el orden de contacto con el que se intersecan I'y y 'y en P. Intuitivamente, queremos que si
I’y y I'y se cortan transversalmente en P; entonces (I'1.I'y)p = 1. A partir de esto es que surge
la idea para la definicién general. Supongamos que fi, fo € Q(S)* son funciones definidas en P
que determinan a I'; y a I'y respectivamente. Esto es, fi1, fo € Op, ordr,(f;) =1y ordr(fi) =0
para cualquier otra curva irreducible I' C §. Como f1(P) = fo(P) = 0, entonces f1, fo € Mp,
el ideal maximal en P;y si I'y y I'y se cortan transversalmente, en el anillo local Op podemos
pensar, intuitivamente, que son elementos bien distintos. De esto surge la idea de considerar el
ideal (f1, f2) € Mp y ver cudn lejos estd esa inclusiéon de ser una igualdad. Cuanto més cerca
esté, es porque f1 v fo se comportan distinto alrededor de P. Es asi que uno quiere que, si se
cortan transversalmente, el indice de interseccién sea 1, y se dé la igualdad. Formalizando estas
ideas es como surge la definicién.

Consideremos el cociente:

Op/(f1, f2)

Este cociente tiene estructura de Q-espacio vectorial, por lo que podemos considerar su dimen-
sién. Pues bien, definiremos:

(Fl.rg)p = dzm@ (Op/(fl, fg)) .

Notemos que, si (f1, fo) = Mp, efectivamente (I'1.I's)p = 1, pues la hipétesis de que S es no
singular es la que nos asegura que:

dim@(Op/./\/lp) =1
Empecemos con un ejemplo sencillo. Tomemos S = P2, las curvas:
I': X=0yTy:Y=0.

I'; v I'y no son més que dos copias de P!, que, en el plano affn Z = 0, son los ejes coordenados.
Sea P = [0:0:1], que afinizando en Z, sus coordenadas afines son P = (0,0). Tenemos que
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I'y y I's se cortan en P. Y se cortan de una manera transversal. Elijamos funciones f y fo que
determinen a I'; y a I'y y veamos si efectivamente el ideal (f1, f2) es igual al ideal maximal Mp.
En efecto, podemos trabajar en el afin Z = 0 y alli podemos tomar:
filzy) =z y falz,y) =y
Ademas tenemos:
Mp = (z,y).
De manera que, en efecto, (f1, f2) = Mp. Luego, (I'1.I'9)p = 1.

Generalicemos un poco ahora y veamos que, en efecto, si la interseccién entre las curvas es
transversal, entonces (I';.I'2)p = 1. Vamos a hacerlo en el caso en que I'; y I's se intersecan
transversalmente en el punto afin P = (0,0) y son no singulares en ese punto. Este caso es
representativo, pues, mediante una simple traslacion se puede llevar el razonamiento a cualquier
otro punto.

Lema 3.3.9. Sea S una superficie no singular y sean 1I'1,I'y C S curvas irreducibles que se
intersecan en el punto P = [0:0:1] y son no singulares en ese punto. Sean fi, fo € Mp
funciones que determinan a I'y y a I's respectivamente. Supongamos que la interseccion en P es
transversal; es decir, las rectas tangentes a I'y y I'y en P son distintas. Entonces:

(I'1.I2)p = dimg (Op/(f1, f2)) = 1.

Demostracion: Podemos trabajar en el afin Z = 1. Queremos ver que (f1, f2) = Mp = (z,y).
Sélo hace falta probar que Mp C (f1, f2). Escribamos:

Iy filz,y) = zgu(x,y) + ygiz(z,y) +ax + by = 0.

Ly : fo(z,y) = 2g21(2,y) + ygo2(z,y) + cx + dy = 0.
Con g11, g12, 921, 922 € Mp.

Dado que estamos asumiendo que I'y y 'y son no singulares en P = (0,0), necesariamente
(a,b) # (0,0) y (¢,d) # (0,0). Mas aun, es facil ver que las rectas tangentes a I'y y I's en P son
respectivamente:

Ry :ax+ by =0.

Ry @ cx+dy =0.
Si suponemos que la interseccién es transversal, entonces Ry # Rs. Y esto es decir que:

ad — be # 0.

Supongamos, sin perder generalidad, que d # 0; pues si d = 0, entonces b # 0 y se sigue un
razonamiento analogo al que vamos a hacer. Miramos el cociente:

Op/(f1, f2);
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y alli tenemos que:
_xga1(x,y) +ygea(x, y) +cx
= 7 .

Mirando la ecuacién de I'y nos queda que:

xg21(7,y) + ygoa(r,y) + c:n) 0

rg11(z,y) +ygi2(z,y) +ax —b ( y

Multiplicando por d y agrupando los términos tenemos:
z(dgi1(z,y) — bgai (z,y) + (ad — be)) = y(bgaz(z,y) — dgi2(z,y)).
Pero como g11, 921 € Mp y ad — be # 0, entonces:
dgn (z,y) — bgai(z,y) + (ad — be) & Mp,
con lo cual es una unidad en Op. Por lo tanto xz = k(z,y)y en Op/(f1, f2). Donde:

k(2. y) = bgaa (7, y) — dg12(z,y) cOp.

 dgii(x,y) — bgai (2, y) + (ad — be)

Més aun, k(z,y) € Mp. Reemplazando en la ecuacién de I'y nos queda:

k(x, y)ygar (k(z,9)y,y) + ygoz (k(z,v)y,y) + ck(x,y)y + dy = 0.

O sea,
y(k(z,y)g21 (k(2,9)y, y) + go2(k(z,y)y,y) + ck(x,y) + d) = 0.

Como k(z,y)go1 (k(z,9)y, y) + g22(k(2, y)y,y) +ck(z,y) € Mpy d # 0, el factor que multiplica a
y no estd en M p; de modo que es una unidad en Op. Luego, y = 0. Esto es, y = 0 en Op/(f1, f2);
por lo que y € (f1, f2). Y en consecuencia:

T = k($7y)y S (f17f2)‘

Por lo tanto, efectivamente Mp = (z,y) C (f1, f2). O

La técnica que usamos para la demostraciéon también puede usarse para calcular el indice de
interseccién en el caso en que las rectas tangentes coinciden.

Vamos a mostrar ahora un ejemplo en donde la interseccién tiene orden mayor a 1 y vamos a
hacerlo usando directamente la definicién. En P? consideremos las curvas de ecuacién afin:

Uy file,y) = 2'4+2°—y=0
Ty folz,y) = 22°9° 32 4+y=0

Ambas se intersecan en el punto afin P = (0,0). Tenemos Mp = (z,y) y queremos calcular:

(Pl.rg)p = dzm@ (Op/(fl, fg)) .
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Aqui,

Or = Qe slon = { L Qo) - 90.0) 20}

Entonces queremos mirar la dimension como Q-espacio vectorial de:

@ [:Evy](o,())
(f1, f2)
Tenemos:
@[:Evy](()p) B @[iﬂay](o,o) B @[w]o B
(fifo) (@t +ad -y, 20597 =328 +y)  (207(2 +2%)% = 323 + (2 +27))
Qlzlg — @[ﬁ]o ~ Q+ Qz + Qz2.

(x3222(zt + 232 + 2 —2))  (23)
La tltima igualdad es porque 222(z* 4+ 2%)* + 2 — 2 es una unidad en Q [z], .

Concluimos asi que:
(M'1.T2)p = dimg (Op/(f1, f2)) = dimg(Q + Qz + Qz?) = 3.

Ahora si ya podemos extender todo esto de manera lineal y definir asf el valor de Dy.Ds. El unico
comentario que nos falta hacer es que uno quiere que esta forma bilineal sea compatible con la
relacién de equivalencia que tenemos definida en Div(S). Recordemos que Dy ~ Dy < Dy — Dy
es principal. Para que las cosas se comporten como uno quisiera, es natural pedir que si tenemos
D,Dy,D; € Div(S) tales que Dy ~ Ds; entonces D.D; = D.Ds. El siguiente teorema nos
asegura que la construccion que hicimos efectivamente se comporta asi:

Teorema 3.3.10. Sea S una superficie fibrada no singular. Existe una unica forma bilineal
simétrica:
Div(S) x Div(S) — Z
(Dl,Dg) E— Dl.DQ

tal que extiende linealmente a la definicion de I'1.T'y que dimos arriba para Ty # T'a; y tal que,
dados D, Dy, Dy € Div(S) :
Dy~ Dy = D.Dy =D.Ds>.

Demostracion: Ver [10], Capitulo III, Teorema 7.2. O

A esta forma bilineal la vamos a llamar indice de interseccion.

El interrogante natural que uno se plantea en este punto es el siguiente. Sabemos calcular el
indice de interseccién entre dos curvas irreducibles distintas. ;Qué ocurre cuando las curvas son
iguales? Es decir, jcémo se calcula I'? = I'.I'? Justamente, la compatibilidad con la relacién
de equivalencia en Div(S) nos va a dar la respuesta. En efecto, supongamos que tenemos una
funcién f € Q(S)* tal que (I') sea una de las componentes de div(f). Digamos:

div(f) =n(T) +ni(T1) + na2(T2) + - - - + n, (T).
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Entonces:

Por lo tanto:

(=n)I? = (T).(=n)(T) = (0).((=n)(T) + div(f)) = (L).(n1(T1) + - - + np(T))
=n1(D).(T'1) + -+ + n.(D).(T,).
Y estos tltimos los podemos calcular, pues I" £ T';.

Finalmente se tiene: 1
2= —E(nl(F).(Fl) + 40 (D).(T))).

Observemos que, en consecuencia, I'> es un nimero racional que no tiene por qué ser positivo.

Antes de presentar algunas propiedades interesantes que satisface el indice de interseccién haga-
mos algunos ejemplos. Retomemos el mismo ejemplo que tenfamos:

S:F(X,Y,Z,T,U)=XU+Y*U+XYT+XZT +YZU - 2Z°U.

Habiamos encontrado varias curvas irreducibles contenidas en S. Calculemos algunos indices de
interseccion. Tenemos:

L= {(0:1:1]5[T: U]}

Ly = {([0:=2:1);[T: U]}

s = {([T: =20 :U};[T:U])}.

Iy = {((X:Y:Z];[0:1]) : X>+Y?+YZ 22> =0}.
s = {([0:Y:Z];[1:0))}.

Ie = {((X:2Z2:-2];[1:0))}.

r; = {((X:Y:0;[-Y>-X*: XY])}.

Claramente I'y N 'y = (0, por lo que I'1.I'y = 0. También se tiene I'y N I'3 = (). Asi que también
I'.I's =0.

Ahora, I'oNI's = {([0: —2:1];[0: 1])} . Llamemos P a ese punto y calculemos (I'2.I'3) p. Para eso
veamos si la interseccion es transversal o no. Ver esto es sencillo; pues podemos parametrizar las
curvas y calcular el vector tangente de cada una de ellas en P. Trabajemos en el afin Z = U = 1.

. . . . =3
Asi estamos simplemente en el espacio afin Q° donde las coordenadas son (z,y,t). Podemos
parametrizar alli nuestras curvas del siguiente modo:

Tyt oa(t) = (0,—2,¢).
F3 : Og(t) = (t, —2,t).

Tenemos que P = (0, 2,0) = 02(0) = 03(0). De manera que nos interesa comparar los vectores
tangentes 04(0) y 05(0). Resulta que:

O’é(O) - (0707 1) Y O'é(O) = (1707 1)’
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r, [l
Iy
I3
— > \1"‘

& &

p:[ﬂ:l] p=[10] c

Figura 3.3: Superficie &

Como 04(0) # 04(0), las curvas se intersecan transversalmente. Luego I'y.I's = (I'2.I's) p = 1.

Haciendo cuentas similares; o sea, parametrizando, podemos verificar que I'1, I'y y I's cortan una
vez a la curva fibral Iy y lo hacen transversalmente. Asi que I'1.I'y = I'0.I'y = I's.I'y = 1. Mas
aun, I'y y I's cortan a I'y en el mismo punto P = ([0: —2:1];[0: 1]).

Claramente I'y no se interseca con I's ni con I'g; pues son curvas fibrales contenidas en fibras
distintas.

También es facil de ver que I'y, I'y y I's cortan a I's en un punto transversalmente, y que no
cortan a I'g.

Con I'7 ocurre algo curioso. Esta interseca transversalmente tanto a I's como a I'g en los puntos
([0:1:0]5[1:0]) y ([L:0:0];[1:0]) respectivamente. Lo curioso es que corte a dos curvas
fibrales distintas contenidas en la misma fibra. Pero en realidad este hecho deja de sorprender si
recordamos que I'7 no es una seccién. Si lo fuera seria imposible que esto pasara.

El diagrama de la superficie S podemos imaginarlo como se ve en la Figura 3.3.

Calculemos ahora el indice de interseccién de una curva consigo misma. Sigamos con el ejemplo
de la superficie S de siempre ya que podemos aprovechar las cuentas que ya hicimos. Tratemos
de calcular por ejemplo I'4 = I';.I'y; donde, recordemos, I'y = {([0: —2: 1];[T": U])} . Habiamos
considerado la funcién G(X,Y, Z,T,U) € Q(S) definida por:

Y +27Z

GX,Y,Z,T,U) = 7
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Y vimos que:
div(G) = (I'2) + (I's) — (I'7).

De modo que la funcién G nos sirve para calcular I'3. En efecto, se tiene:
I3 = (I2).(T2) = (T2).(T2) — div(@)) = (T2).(—(T3) + (T'7)) =

—(T2).(I'3) + (I'2).(I'7) = =14+ 0= —1.
Pues ya habfamos visto que (I'2).(I's) = 1; y es facil verificar que 'y N T'7 = ().

Claramente podemos aprovechar la misma funcién G para calcular Fg 0 F%. Por ejemplo veamos
cudnto da I'2. Es fécil verificar que T3 N Tz = {([1:0:0];[1:0])} y que la interseccién es
transversal. Por lo que I'3.I'; = 1. Entonces:

I3 = ([3).(Ts) = ([3).((T's) — div(G)) = (T's).(—(T2) + (I'7)) =

—(['3).(I'2) + (I'3).(I'7) = =1+ 1 = 0.
Analogamente podemos ver que I‘% =1.

A continuaciéon vamos a ver algunas propiedades que satisface el indice de interseccién y que
vamos a necesitar. Algunas van a parecer un poco técnicas, pero tal vez més adelante se entienda
mejor la idea geométrica.

Proposicion 3.3.11. Sea S una superficie fibrada no singular con morfismo de proyeccion
m:S8 — C. Sean 6 € Div(C) y D € Div(S) un diwvisor fibral. Entonces:

D.7*(0) = 0.

Demostracion: Vamos a demostrarlo en el caso C = P!, que es el que nos interesa. El caso general
es un poco mas delicado y diremos al final cudl es la parte en la que hay que tener un poco mas
de cuidado.

Por la linealidad de .’ y de 7* basta ver el caso D = (I') y 6 = (p); para I' C S una curva
irreducible y p € P'. Como D es un divisor fibral, I es una curva fibral; digamos I' C S, para
algin 7 € P'. Adems4s, por la definicién de 7*, tenemos que 7*(p) C S,. Tenemos entonces dos
posibilidades que son: 7 # p o T = p.

Si 7 # p, entonces es claro que I'N7*(p) = (). Por la simple razén de que estdn incluidos en fibras
distintas. Luego: (I").7*(p) = 0.

Supongamos que 7 = p. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que p es de la forma
p=1[t:1]. Sea F € Q(P')* la funcién F([T : U]) = ¥ Entonces se tiene:

div(F) = (p) — (Po);

donde po, = [1: 0] . Luego:

T (Poo) = 7 ((p) — div(F)) = 7" (p) — 7" (div(F)).
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Ahora, usando la definicién de 7, se tiene:

7 (div(F)) = 7 ((p) = (poc)) = »_ orda(upomA— > orda(up., om)A;
ACS, ACSpo

donde u, y u son uniformizadores locales en p y en p,, respectivamente. Pero justamente
P Poo
odemos tomar u, = F v u, = 4. De modo que nos queda:
b P y Poo F

Z ordp(uy o)A — Z ordp(up,, om)A = Z ordy(F om)A — Z OrdA(% om)A =

ACS, ACS,., ACS, ACSpo.
Z ordpy(Fom)A + Z ordp(F om)A = div(F o m) € Div(S).
ACS, ACS,.,

La ultima igualdad se tiene dado que, claramente, las tnicas curvas que pueden aparecer como
componentes del divisor de F' o en Div(S) son las contenidas en las fibras S, y Sp. .

Hemos visto entonces que:
T (Poo) = 7 (p) — div(F o ).
Pero como py, # 7, reduciéndonos al primer caso, tenemos:

(I').7*(poo) = 0.

Luego:
0=(1).7"(poo) = (I).(7*(p) — div(F om)) = (').7"(p) — (T).div(F o).

Pero, por definicién, div(F o ) es un divisor principal. Es decir div(F o ) ~ 0. Por lo que:
(T").div(F om) = (I').0 = 0;

de donde:
(T").7*(p) = 0.

En el caso general de cualquier curva C no singular; hay que tener un poco mas de cuidado al
elegir la funcién auxiliar F' que hemos considerado; pues no es tan sencillo asegurar la existencia
de una tal funciéon que nos permita hacer el razonamiento que hicimos. O

El segundo resultado es el siguiente.

Proposicion 3.3.12. Sea S una superficie fibrada no singular con morfismo de proyeccion
m:S8 — C. Sea D € Div(S) un divisor fibral. Entonces:

a) D> = D.D <0.

b) D? =0 < D € m*(Div(C) ® Q). Es decir, D*> = 0 si, y sélo si, existe un divisor 6 € Div(C)
tal que aD = br*(§) para ciertos enteros no nulos a y b.
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Demostracion: a) Escribamos D = Dy + Dy + -+ + Dy,; con D; C S, para algin p; € C. Como
pi # pj sii # j, es claro que D;.D; = 0 si 7 # j. De modo que tenemos:

D?*=D?+D3+-- -+ D2
Por lo tanto basta probar el resultado en el caso D C §,,.

Digamos que la fibra S, es unién de las componentes irreducibles I'g, I'y, ..., I';; y escribamos:
T T
D=) a(ly) y F=n"(p)=)Y ni(ls); conn; > 0.

Entonces: .
= D aia;(T)-(T5)
i,j=0
Si i # j, entonces (I';).(I';) > 0. Por lo tanto tenemos:

T s
Z (a; aj)2(FZ) (Iy) = Z (a; a])z(I‘,) (L) =0
J=0 1,j=0,17#]
Entonces
"~ /a a;\? " a; a;
0< <_Z - _j> ni(Is).n; (L) = Z —5ni(L).n; (I) — 2 ——Ln;(T;).ny(Tj)+
— \N; Ny — N — i1y
2,7=0 4,7=0 1,7=0

,j=0 17 =0 ! 7=0
Fibral 7 (p)
Luego:
T
a; a;
0< -2 Z n—n—ﬂn i)oni(T5) = =2 a;a;(T).(T;) = —2D*.
ij=0 """ i,j=0

Por lo tanto:
D% <o.

b) La implicacién (<) es evidente a partir de la Proposicién 3.3.11. Veamos que vale (=) :

Por lo que hicimos en a), tenemos que:

o=y (o ﬂ)znxmm(m-

n; n;
ij=0 " J
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Entonces, si D? = 0, necesariamente % = Z—? para todos i # j tales que (I';).(I';) > 0. Es decir,

Uz
1T . ai — 4
si I NI # 0, entonces 7+ = e

Ahora, es un hecho conocido que las fibras de una superficie fibrada son conexas. Entonces, dadas
I'; y I'; arbitrarias, existen I';, tales que:

Fi = FlO,I‘ll,...,I‘l = Fj;

m

con Iy, NIy, # 0. De modo que:

% = alo = & f— f— alm = &
g ny, ng, n,, n; '
Es decir, %:Z—;:ae(@,w,j.
Luego:
T T @ T
D = Z;ai(ri) = Z(:) n_znz(rz) = az(:)ni(Fi) = ar*(p) € 7" (Div(C) @ Q).
1= 1= 1=

Observacién 3.3.13. Siguiendo con la notacién de la demostracién anterior, podemos razonar
lo siguiente. Situémonos en la fibra S,; donde tenemos las componentes irreducibles I'g, I'y, ..., I';..
Consideremos la matriz de incidencia:

I'=(LiLj)o<ij<r -

Entonces lo que dice la Proposicién 3.3.12 puede ser reinterpretado de la siguiente manera. La
forma cuadrética:
Qr—l—l N Q

a— dla

es semi-definida negativa y tiene como nucleo el espacio 1-dimensional generado por el vector
(ng, ...,n,). En particular, det(I) = 0, pero det(I;;) # 0 Vi; donde I;; es el menor que se obtiene
al tachar la i-ésima fila y la i-ésima columna.

La tultima proposicién que necesitamos es la siguiente.

Proposicion 3.3.14. Sea S una superficie fibrada no singular con morfismo de proyeccion
m:S8 — C y sea D € Div(S) tal que:

D.7*(p) = 0 para todo p € C.
Entonces existe un divisor fibral ®p € Div(S) ® Q tal que:
(D+ ®p).F =0 VF € Div(S) divisor fibral.
Ademds, si ', es otro divisor con la misma propiedad, se tiene que:

dp — &) € 7" (Div(C) ® Q).
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Demostracion: Dado p € C, llamemos I',,I',,,...,I',. a las componentes irreducibles de la fibra

Sp. Buscamos un divisor ® de la forma:

(I)D = ZaF(F).

Dado p € C fijo, llamemos ®p , a la componente de ® en la fibra S,. Es decir:

Tp

"p
Ppyp = Z Ap; (Ppi)’
=0

Notemos que 7, = 0 para casi todo p € S. Vamos a definir a,, = 0 y para aquellos p € C tales
que 7, > 1, planteamos:

"'p
Zapi(rpi)-(rpj) = —D-(ij) V1<j<rp,.
i=1

Este es un sistema lineal de ecuaciones con r, ecuaciones y las incognitas ap, , ..., ap, . Matricial-

mente:
ap, L'y,

(Tp,Tp,) - | =-D.
ap'rp Fprp

Por la Observacién 3.3.13, la matriz (I‘pi.ij) tiene determinante no nulo; pues resulta de tachar
la primera fila y la primera columna a la matriz de incidencia correspondiente a la fibra S,.
Luego, el sistema tiene una solucién (ayp,, ..., aprp) € Q. Definimos entonces:

p = Z Z api(rpi)7

peC =0
y afirmamos que funciona.

En primer lugar, como r, = 0 para casi todo p € C, y definimos a,, = 0, la suma es finita; por
lo que ®p esta bien definido. Para verificar que ®p en efecto funciona, por linealidad, basta ver
que:

(D + @p).(I') =0,

para toda curva fibral irreducible I' C S. Consideremos tres casos:

1) Sir, =0, entonces I' = I', = 7*(p). Entonces, usando la Proposicién 3.3.11 y la hipdtesis
que tenemos, resulta:
(D+ ®p).(I') = D.m*(p) + ®p.7*(p) = 0.

2) Sir, > 1yT'=T), paraj > 1, entonces por como elegimos los a,, tenemos efectivamente
que:

(D + (I)D)'(F) = D'(ij) + Zzapi(rpi)'(rpj) =0.
peC =0
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3) Supongamos por ultimo que r, > 1 y I' = I'j,). Digamos 7*(p) = > _.”;n:.(I'p,). Entonces,
volviendo a usar la Proposicién 3.3.11 y el caso 2) se tiene:

Tp

0=(D+®p).7*(p) = an(D + ®p).(Ty,) =no(D+ ®p).(Ipy) = no(D + &p).(I).
=0

De donde:
(D+®p).(I') =0.

Luego, en cualquiera de los casos, el divisor ®p que construimos funciona.

Veamos la unicidad. Si @', es otro divisor con la misma propiedad y tomamos cualquier divisor
fibral F' tenemos:
(op — ®p).F = (D+ ®p).F — (D + ¥p).F =0.

En particular, tomando F' = (®p — ®/,), que es fibral, obtenemos:
(®p — D)% =0.
Luego, por la Proposicién 3.3.12, ®p — &/, € 7*(Div(C) ® Q). O

Dimos las Proposiciones 3.3.11, 3.3.12 y 3.3.14 en el caso general de cualquier superficie fibrada,
aunque, como siempre, sélo vamos a trabajar el caso C = P

Antes de seguir veamos con algunos ejemplos como se aplican estos resultados. La Proposicién
3.3.11 puede ser muy util a la hora de querer calcular el indice de interseccién de una curva fibral
consigo misma. Ya habiamos visto un método para ello, que requeria usar de manera auxiliar
un divisor principal. Otra manera es la siguiente. Supongamos que queremos calcular Fg, donde
I's C S es la curva que trabajamos antes con el ejemplo de siempre. Esto es:

Is : {([0:Y:Z];[1:0)])}.

La Proposicién 3.3.11 nos dice que (I's).7*(§) = 0 para cualquier divisor § € Div(P'). Tomemos
simplemente:

6 = (poo) = ([1: 0]).
Recordemos que ya calculamos 7*(poo ). Nos dio:
7" (Poc) = (I's) + (T'6).-
Podemos entonces razonar del siguiente modo:

0= (T'5).7"(poc) = (T's).((T's) + (Tg)) = T2 + (I'5).(Tg) = T2 + 1.

En efecto, I's y ' son dos rectas que se cortan en un punto, y obviamente lo hacen de manera
transversal, por ser rectas. De modo que (I'5).(I's) = 1. En conclusién nos quedé que:



™.
‘-.___‘b\-

Figura 3.4: Fibra de S en p.

De un modo simétrico podemos concluir que I'z2 = —1.

Veamos ahora con un ejemplo la construccion que se hace en la Proposicién 3.3.12. Consideremos
nuestra superficie de siempre y calculemos la matriz de incidencia I de la Observacién 3.3.13
en una fibra particular. De las fibras que ya analizamos, la que resultard més interesante para
el caso es S, , pues en ella encontramos mas de una componente irreducible. Con todos los
calculos que ya hicimos podemos construir nuestra matriz I:

I s Tsle\_ (-1 1
el's TI'% 1 -1/

Y como vemos, efectivamente se tiene que det(I) =0y que I;; # 0,7 =0, 1.

Por dltimo, vamos a mostrar con un ejemplo la construccién del divisor ®p de la Proposicién
3.3.14. Vamos a considerar para esto otro ejemplo para que resulte mas interesante. Supongamos
que tenemos una superficie fibrada S y una fibra S, tal que consta de 4 componentes irreducibles
T'g,I'1, 'y y I's que se cortan transversalmente con la forma de un cuadrilatero, como muestra la
Figura 3.4.

Tendremos en este caso que:

7 (p) = (Fo) + (1) + (I'2) + (I'3),

nT; = {1 si T;NT; #0

0 siynl;=0
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Para calcular I'? podemos usar, como hicimos antes, la Proposicién 3.3.11; asf, por ejemplo:
0= (T'o).7*(p) = (To).((To) + (I'1) + (T2) + (I'3)) =T+ 140+ 1;

por lo tanto, I'4 = —2. Simétricamente obtenemos '} = —2 para i = 1,2, 3.

Nos queda entonces que la matriz de incidencia es:

2 1 0 1
1 -2 1 0
I=Tiljoijs=1 (| _9
1 0 1 -2

Supongamos ahora que tenemos un divisor D € Div(S) tal que D.7w*(p) = 0. Por ejemplo, que
D satisfaga que:
DIy=-1, DI'y=1, DI's =D.I3=0.

Geométricamente, podemos imaginar que D es de la forma D = (A1) — (Ag); donde Ag y Aq
son secciones de S que cortan respectivamente a I'g y a I'; en un punto de manera transversal.
Calculemos la componente de ® p correspondiente a la fibra §,,. Notemos a esa componente ®p ,,.
Planteamos entonces:

Ppp = a1(l'1) +az(l'z) + as(T's);

y queremos que:
(D+®p,)Ii=0, i=1,2,3.

Resolviendo este sistema lineal obtenemos que a1 = %, as = % y a3z = %. Proponemos entonces:

3 1 1
dp,=-(T —( —(T'3).
pp =7 () +5(T2) + 2 (Ts)
Se verifica facilmente que, en efecto, (D+®p ,).I'; = 0 parai = 0, 1,2, 3; por lo que la componente
®p, de ®p que encontramos sirve. No es dificil generalizar esto al caso en el que se tiene un
n-agono en vez de un cuadrilatero.

Hasta aqui las propiedades mas importantes que queriamos presentar de las superficies fibradas
en general. Las proximas construcciones van a ser especificas para superficies elipticas. Pero
hagamos la siguiente observacién. Recordemos el ejemplo de superficie eliptica con el que hemos
trabajado; aquella de ecuacién afin:

£y =a%—t2x+ 12

Uno podria estar tentado a tomar este nuevo ejemplo e intentar encontrar curvas irreducibles,
divisores, calcular indices de interseccion, etc. Si embargo hay un problema que no podemos dejar
pasar por alto y es que esta superficie es singular. Efectivamente el punto (z,y,t) = (0,0,0)
es un punto singular; pues basta con observar que, si llamamos f(z,y, z) = y? — 2 + t2x — 2,
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tenemos:

( %(m,y,t) = 3224
g—;(w,y,t) = 2y
%(aj, y,t) = 2tx —2t
Por lo que:
g—i(0,0,0) = g—JyC(O,O,O) = %(0,0,0) = 0.

Uno puede desanimarse y decir que con esta superficie no podemos hacer nada y buscar un
ejemplo mejor. Sin embargo si hay algo que podemos hacer. Hay un procedimiento muy cono-
cido para resolver singularidades que consiste en conseguir una superficie no singular que sea
birracionalmente equivalente a la que teniamos. Este método lo mostramos a grandes rasgos a
continuacion.

3.3.3. Blowing Up

Hemos visto que si uno tiene un morfismo birracional entre dos curvas proyectivas no singulares,
automaticamente resulta ser un isomorfismo. Esto deja de ser cierto cuando las dimensiones
de las variedades son mayores. Un tipico ejemplo de esto es el morfismo birracional conocido
como Blow Up. Este morfismo aparece cuando uno tiene una variedad que es singular y pretende
obtener otra que no lo sea, y sea birracionalmente equivalente a la primera.

Notemos que, claramente, el Blow Up no va a ser un isomorfismo; pues una de las superficies
es singular y la otra no; pero el hecho que sea un morfismo birracional va a bastarnos para los
objetivos que perseguimos.

Empezaremos mostrando cémo se construye el Blow Up en un punto con un ejemplo. Supongamos
que estamos en el plano proyectivo P2. Vamos a construir una variedad que sea birracionalmente
equivalente a P? de la siguiente manera. Consideremos el producto P? x P!, y la variedad V C
P? x P! definida por:

V={(Xo: X1:Xo];[Yo: V1]) e P2 x P! : XY1 = X1V}

Definimos el morfismo IT : V. — P? simplemente como la proyeccién a la primera coordenada.
A ese morfismo II lo llamamos el Blow Up de P? centrado en el punto ¢ =[0:0: 1].

Miremos el comportamiento de esta construccién. En primer lugar, si tomamos [Xy : X : Xo] #
&, v miramos la ecuacién XgY; = X Y{; es facil ver que esto implica necesariamente que
[Yp: V1] = [Xo : X1]; de manera que el morfismo IT-1 : P2 — {¢} — V definido por:

I ([Xo : X1 Xo]) = ([Xo & X1 : Xo]; [Xo: Xa)),

satisface efectivamente que ITo II7! = idp2_(¢}.
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Figura 3.5: Blow Up del plano proyectivo en el origen.

Analicemos ahora qué pasa con el punto £. Resulta que si miramos la ecuaciéon que define a
V, si [Xo: X1 : Xa] = &; ésta se satisface para cualquier punto [Yp : Y1) € PL. De modo que, si
queremos extender la definicién de II™! al punto &, tendriamos un problema, pues:

I ({€}) = {¢) x B.

Pero esto no nos preocupa demasiado. Lo que queremos destacar es que el morfismo II tiene una
vuelta si lo restringimos al abierto V — ({¢} x P'). Es decir:

Oy _eyxpy : V — (€} x Py — P? — {¢},

es un isomorfismo. Y si extendemos II7! a ¢ de algin modo, resulta que II™! : P? — V es
una funcién racional que satisface:
oIl = idpe.

Esto nos dice que II es un morfismo birracional de V en P?; pues es un morfismo y tiene una
vuelta II™' que es una funcién racional. Pero no es un isomorfismo; pues II"! no puede
extenderse a P? de manera que resulte un morfismo. Precisamente, fuera del punto ¢ hay una
relacién de uno a uno entre los puntos de P? y los de V; sélo en & no se da esa correspondencia,
sino que sobre ¢ hay toda una recta que se proyecta.

La idea de la construccién se aclara mucho cuando uno mira un gréafico representativo. (Ver
Figura 3.5).

Veamos ahora como se aplica esto para, dada una variedad singular, conseguir otra no singular
¥ que sea birracionalmente equivalente. Consideremos la curva singular C contenida en P? dada
por la ecuacion:

C:Y?Z=X*+XZ
Habiamos visto que C es singular en el punto P = [0: 0 : 1]; que, afinizando en Z, es el punto
P = (0,0). Lo que vamos a hacer es mirar el efecto que le produce el Blow Up en P que ya
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construimos a la curva C. Es decir, vamos a mirar la variedad W C V que es la preimagen de C
por el morfismo de proyeccién II. O sea, W = II-!(C). Para que la notacién sea compatible, a
los puntos de V vamos a llamarlos ([X : Y : Z]; [T : U]). Tenemos que W esta dada por:

W Y27 - X3 - X%27 =0
VXU -YT =0

Trabajemos en el espacio afin Z = T = 1 para que se entienda la idea geométrica. Aqui, la
variedad W esta dada por:
2 3 2
—x0—z° =0
W {y

TU — Y =0
No es dificil ver que el ideal de Q[x,y,u] asociado a W es exactamente (W) = (y? — 2% —
22, xu — 7). Pero resulta que I(W) no es un ideal primo. Més precisamente, con un poco de

trabajo, podemos ver que hay dos ideales primos que lo contienen, que son:

o1 =(z,9) y p2= (¢ — (u® = 1), y —u(u® = 1));
que se corresponden con las dos variedades irreducibles que son las componentes de W.

Si pensamos esto desde el punto de vista geométrico tiene mucho sentido. Miremos la curva C
en el plano P? y pensemos cémo es su preimagen W. Si tomamos un punto de C distinto de
p = (0,0); la relacién es uno a uno. Consideremos el conjunto contenido en V' que se obtiene al
tomar la preimagen de C — {(0,0)} . Para que ese conjunto sea una variedad, hay que tomar su
clausura (su clausura topoldgica con la topologia Zariski). Asi obtenemos una curva. Por otro
lado, la preimagen de p = (0,0) es toda una recta. Resulta precisamente que esa curva y esa
recta que se obtienen al tomar la preimagen de toda la curva C son las dos componentes de W
que se corresponden con po y @1 respectivamente.

. Cual sera la variedad no singular que estamos buscando que sea birracionalmente equivalente
a C? Claramente la respuesta va a ser esa curva asociada al ideal primo gpo. A esa curva la
llamamos C’ y efectivamente es birracionalmente equivalente a C. La razén de esto es que el
morfismo de proyeccién II restringido a C’ es un morfismo que tiene una funcién racional inversa.
Precisamente, la curva C se levanta a C' de manera biyectiva en todos los puntos salvo en el
(0,0); en donde se levanta a dos puntos distintos: (0,0,1) y (0,0, —1).

Insistamos con la idea geométrica que es la que ilumina todo este razonamiento. La curva C,
originalmente, pasaba dos veces por (0,0). Esto es lo que provoca que ese punto sea singular.
Cuando hacemos el Blow Up, lo que hacemos es levantar esa curva y mirarla ahora en el espacio;
y conseguimos asi que esas dos veces en las que C pasaba por (0,0) se conviertan en dos puntos
distintos. Logramos separar esos dos puntos que coincidian. Ahora obtenemos una curva en un
espacio de dimensién mayor que, salvo en dos de sus puntos, al proyectarla sobre P?, hay una
correspondencia biunivoca con los puntos de C. No sélo correspondencia biunivoca, sino que,
mas fuerte atin, isomorfismo. En consecuencia las dos curvas son birracionalmente equivalentes.

Otra forma de verlo es decir que a la curva C le agregamos una coordenada extra que es la
pendiente. De modo que, como antes pasaba dos veces por el punto P; ahora eso no ocurre, ya
que cada vez que pasa por P lo hace con una pendiente diferente. (Ver Figura 3.6).
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Figura 3.6: Efecto del Blow Up en la curva C.

Volvamos a coordenadas homogéneas para ver cémo queda la curva C’ que construimos:

x—(u2—1):§_<g—2_1>.

Limpiando denominadores queda:

Andlogamente,
y—u(u® —1) =
Y limpiando denominadores queda:
Y13 - ZU(U? — T?).
O sea, nos queda:

, | XT*—2Z(U2-T?%) =0
YT3 - ZUU? -T?) =0

Sélo falta verificar que C’ es no singular; lo cual es creible a partir del dibujo. Pero también
es claro si hacemos la cuenta explicita. Habria que verificar que C’' es no singular en todas las
afinizaciones posibles. Hagamos sélo una ya que las demés son andlogas. Vale la pena hacer al
menos una para que veamos como es que logramos que esa singularidad que teniamos ha sido

salvada en C’. Tomemos la parte afin que trabajamos antes: Z =T = 1. Aqui tenemos:

o filz,y,u) =2 — (2 -1) =0
N\ felzyuw) =y —u@wr-1) =0

Veamos como queda la matriz de las derivadas parciales de f1 y fo:
afs  8fi Of
36_}”1 g—]; g—ﬁ _ ( 10 —gu ) .
o2 8_; 52 0 1 —3u"+1
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Sélo hay que verificar que esta matriz tiene rango 2 en cualquier punto (x,y,u); pero esto es
inmediato, ya que claramente las filas son linealmente independientes. En general, si nos quedan
f1 v folineales en x y en y respectivamente, la no singularidad estd asegurada.

Esto que hicimos fue sélo un caso particular de Blow Up. Por supuesto que lo mismo puede
hacerse si tomamos como centro otro punto de P?; con una simple traslacién. También podemos
trabajar en un espacio de dimensién mayor. Aqui una de las generalizaciones:

Definicién 3.3.15. Dados los espacios proyectivos P” y P*~! sea V C P" x P*~! la variedad
dada por:

V={(Xo:: X,];[Yo: - Yq]) e P"x P X,V = X,V 04,5 =0,1,...,n—1}.

Al morfismo I : V — P™, que es la proyeccion a la primera coordenada, lo llamamos el Blow
Up de P" centrado en el punto { =[0:---:0:1] € P™.

El resultado que se obtiene al generalizar lo que hicimos es el siguiente.

Proposicion 3.3.16. Con las notaciones de la Definicion 3.3.15, 11 es un morfismo birracional
entre las variedades V y P™.

Como vimos, la técnica del Blow Up nos permite pensar que, dada una curva cualquiera C,
siempre podemos conseguir una curva no singular C’ tal que sea birracionalmente equivalente
a C. No es dificil convencerse de esto. Pues supongamos que C tiene mas de una singularidad.
Como la cantidad sera siempre finita, repitiendo el proceso esas finitas veces uno siempre puede
conseguirse la curva C’'. Mas atin, resulta que la curva C’ es tinica salvo isomorfismos. La unicidad
es clara a partir de lo siguiente. Si tenemos dos curvas C’ y C” no singulares y birracionalmente
equivalentes a C; en particular serdn birracionalmente equivalentes entre si. Pero como son no
singulares, necesariamente son isomorfas. En definitiva, lo que es cierto es que:

Dada una curva cualquiera C, existe una curva C' no singular tal que es birracionalmente equi-
valente a C; y C' resulta ser tinica salvo isomorfismos.

El Blow Up también pude aplicarse para resolver singularidades de superficies y esto nos lleva a
definir nuevas nociones que veremos a continuacién.

3.3.4. Minimalidad de Superficies

Como dijimos, dada una curva C, existe siempre una “tinica”’ curva C’ no singular y birracional-
mente equivalente a C. Cuando uno trabaja con superficies la cosa no es muy distinta; pero hay
que tener un poco mas de cuidado. Es cierto que, dada una superficie S, con la técnica del Blow
Up, uno puede conseguirse una superficie S’ no singular y birracionalmente equivalente a S; vy,
por cierto, esto no es para nada trivial de demostrar. Sin embargo la unicidad ya no es cierta.
La razén es que uno podria continuar haciendo el método Blow Up aunque la superficie S’ ya
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sea no singular, y obtener una superficie S” que también serd no singular y birracionalmente
equivalente a S, pero no isomorfa. Intuitivamente, queremos decir que la unicidad la tenemos
si no hicimos ningtin Blow Up de més. Es decir, queremos aplicarle la técnica del Blow Up a la
superficie S tantas veces como sea necesario para resolver sus singularidades; pero no excedernos.

i Por qué uno puede excederse en superficies y no en curvas? Es decir, ;por qué al hacer Blow Up
de mas en curvas no es problema porque ya quedan todas isomorfas, mientras que en superficies
no ocurre eso? No vamos a dar un argumento general, pero si podemos seguir aprovechando
el ejemplo que hicimos. Cuando le hicimos el Blow Up a P? en & = [0:0: 1], vimos que la
curva C se levantaba a una variedad que tenia dos componentes. S6lo una de ellas es la que nos
interesaba y a la que llamamos C’. La otra era toda la recta que estaba sobre £. Pero supongamos
que queremos ver en qué se transforma toda la superficie P2. La variedad a la que se levanta
P? es justamente la variedad de P2 x P! que llamamos V, que puede verse que es irreducible.
Y como vimos, V es birracionalmente equivalente a P2 pero no son isomorfas. Podriamos decir
que el Blow Up que le hicimos a P? estuvo de maés; pues P? ya es una superficie no singular. Tal
vez con este ejemplo sencillo se visualice que lo que ocurre en curvas no es lo mismo que lo que
ocurre en superficies.

Sin embargo podemos tener una nocién de unicidad para las superficies si pedimos, justamente,
que no se hayan aplicado Blow Up innecesarios. Es asi como surge una nocién de minimalidad
para superficies que es la siguiente.

Definicion 3.3.17. Una superficie S se dice relativamente minimal si satisface las siguientes
propiedades:

a) S es una superficie no singular

b) Si & es otra superficie no singular y ¢ : S — &’ es un morfismo birracional, entonces ¢ es
un isomorfismo.

La definicion es para una superficie cualquiera, no necesariamente fibrada.

La nocién intuitiva de superficie relativamente minimal es justamente lo que deciamos antes. En
el ejemplo que tenemos ocurre que la superficie P? es en efecto relativamente minimal. Esto es
cierto y una forma de verlo es que no se puede proyectar P? en la direccién de una recta contenida
en él de manera que la proyeccién resulte ser un morfismo birracional. Podemos verificar sin
embargo que la variedad V no es relativamente minimal. Pues se tiene el morfismo birracional
II : V — P? que no es un isomorfismo. Justamente V no es relativamente minimal ya que se
obtuvo al aplicarle un Blow Up a una superficie que ya era no singular.

La pregunta natural que uno se hace es si dada cualquier superficie S siempre podemos encontrar
una superficie 8’ que sea birracionalmente equivalente a S y que sea relativamente minimal. Esto
es efectivamente cierto. El resultado, muy fuerte por cierto, es el siguiente:

Teorema 3.3.18. Toda superficie Sy es birracionalmente equivalente a una superficie S relati-
vamente minimal. Si So es no singular, entonces existe un morfismo birracional ¢ : So — S.

Demostracion: Ver [10], Capitulo III, Teorema 7.7. O
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3.4. Geometria de las Superficies Elipticas

Hay una nocién de minimalidad para superficies fibradas que vamos a ver en esta parte. Si bien
es un concepto aplicable a cualquier superficie fibrada, cuando la superficie es eliptica se pueden
decir mas cosas; de manera que vamos a trabajar directamente con superficies elipticas.

En esta seccion volveremos entonces sobre las superficies elipticas y veremos que varios de los
conceptos que vimos para superficies fibradas en general adquieren mas riqueza atun. Veremos
propiedades geométricas de las superficies elipticas haciendo uso de la estructura algebraica que
ya vimos que tienen.

Hasta ahora, lo que hicimos con las superficies elipticas £ fue ver que estan en correspondencia
con las curvas elipticas E definidas sobre M; y vimos la relacién que hay entre los puntos de
E y las secciones de £. Todo lo que vino después fue mostrar propiedades geométricas de las
superficies fibradas en general que, obviamente, también se aplican a las superficies elipticas.
El problema de esa parte es que, para definir todas esas nociones, se requiere que la superficie
fibrada sea no singular. Supongamos que queremos mostrar un ejemplo de superficie eliptica no

singular dada por una ecuacion de la forma:
£:Y?*Z=X*+ AX?*Z + BXZ*+CZ%

donde A, B,C € Q(P'). Por ahora, el tinico ejemplo que vimos no servia porque era singular.
Pero no es que hayamos hecho una mala eleccién. Ocurre que, lamentablemente, nunca vamos
a conseguirnos tal ejemplo por la forma que tiene la ecuacién. Siempre algin punto singular
va a aparecer. Pero esto no va a ser una traba definitiva. Usando la técnica del Blow Up que
presentamos antes vamos a poder resolver las singularidades y obtener asi el ejemplo deseado.
Va a surgir aqui la nocién de minimalidad para superficies elipticas, que es la que presentamos
a continuacién.

3.4.1. Modelo Minimal

La idea de la minimalidad va a ser muy similar a la que ya vimos, sélo que ahora hay que tener en
consideracion al morfismo de proyeccién que trae consigo la superficie eliptica. Concretamente,
dada una superficie eliptica £ con morfismo de proyeccion « : £ — C; nos van a interesar las
superficies elipticas £ con morfismo de proyeccién 7’ : £ — C; y las funciones racionales entre
ambas que vamos a considerar serdn aquellas que conmuten con las proyecciones 7 y 7’.

Definicion 3.4.1. Una superficie eliptica £ con morfismo de proyeccion « : £ — C se llama
una superficie eliptica minimal si satisface las siguientes propiedades:

a) € es una superficie no singular.

b) Sea &' una superficie eliptica no singular con morfismo de proyeccién 7’ : & — C; y sea
¢ : & — & una funcién birracional tal que ©’ = 7 o ¢. Entonces ¢ se extiende a un morfismo
(por lo tanto, morfismo birracional).
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Notar la diferencia con el concepto anterior de superficie relativamente minimal. Antes, si uno
tenfa un morfismo birracional ¢ : S — &', resultaba que tenia que ser un isomorfismo.
Ahora, si uno tiene una funcién birracional ¢ : £ — £, resulta que tiene que ser un morfismo
birracional.

De vuelta, la pregunta natural que surge es si cualquier superficie eliptica serd birracionalmen-
te equivalente a una superficie eliptica minimal. El siguiente teorema nos asegura esto para
superficies elipticas no singulares:

Teorema 3.4.2. Sea £ una superficie eliptica no singular con morfismo de proyeccion 7 : £ —
C. Entonces existe una superficie eliptica minimal E™" con morfismo de proyeccion w"™"™
EmMn — C, y un morfismo birracional ¢ : E — E™ tal que m = T o .

Demostracion: Ver [10], Capitulo III, Teorema 8.4. O

Observacion 3.4.3. Uno se pregunta qué pasard entonces con las superficies elipticas que son
singulares. Pero con todo lo que ya tenemos podemos ocuparnos de ellas también. Supongamos
que £ es una superficie eliptica cualquiera con morfismo de proyeccion © : € — C. Por el
Teorema 3.3.18, mirando a £ como una superficie cualquiera (no fibrada) sabemos que existe una
superficie relativamente minimal £ que es birracionalmente equivalente a £. Mas atin, tenemos
un morfismo birracional ¢ : & — £. Pero entonces resulta que, si consideramos el morfismo
mo¢ : E' — C; se tiene que £’ también es una superficie eliptica sobre C. Es cierto que casi todas
las fibras van a ser curvas elipticas porque ¢ es un isomorfismo en un abierto de £’. Podemos
entonces aplicarle el Teorema 3.4.2 a £ y tenemos que £ es birracionalmente equivalente a una

superficie eliptica minimal £™". Transitivamente resulta que £ es birracionalmente equivalente
a Emin,

Esto nos permite concluir que:

Cualquier superficie eliptica, singular o mo, es birracionalmente equivalente a una superficie
eliptica minimal.

A partir de todos estos resultados tenemos un corolario bastante inmediato pero que nos va a
ser de mucha utilidad.

Proposicion 3.4.4. Sea £ una superficie eliptica minimal con morfismo de proyeccion 7 : £ —
C; y sea 7 :E — &£ una funcion birracional tal que ™o T = w. Entonces T es un morfismo.

Demostracion: Basta con tomar £ = € y ¢ = 7 en la Definicién 3.4.1. O
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Lo que vamos a hacer ahora es tratar de conseguir explicitamente un ejemplo de superficie eliptica
minimal. Recordemos el ejemplo que venimos trabajando, la curva E sobre k = Q(t) dada por
la ecuacion afin:

E y2 =z — t2r + 2

Habiamos visto que la superficie eliptica asociada £ era singular, por ejemplo en el punto de
coordenadas afines (z,y,t) = (0,0,0). Pero podemos ver que, en realidad, hay muchas otras
singularidades. Si consideramos la ecuacion homogénea:

E Y ZU? = X3U? - T?°X 7% + 1% 23,
y afinizamos en Y =T = 1, nos queda:
£ 2u? =a3u? — 22?4 22

Es facil verificar que las tres derivadas parciales en esta afinizacion se anulan sobre toda la recta
dada por z = u = 0. Esto es, hay toda una recta de puntos singulares sobre &£; lo cual hace
sospechar que el proceso para resolver todas las singularidades de £ no va a ser sencillo. Sin
embargo, podemos hacer un recurso que va a facilitarnos mucho las cuentas. Intuitivamente, la
razon por la cual la superficie £ tiene tantas singularidades es que el minimo grado con el que
aparece la variable t es 2. Por esto, las derivadas parciales se anulan. Pero haciendo una sencilla
operacion algebraica podemos ver lo siguiente. Volvamos a considerar la ecuacién afin de antes
y dividamos a ambos lados por t2. Esto es:

Que es lo mismo que:
() =) —e(7) +
t) o\t t '
Si llamamos 3’ = ¥ y 2’ = £, nos queda la ecuacién:
y? =ta"® —ta’ + 1.
Lo que hicimos fue un simple cambio de coordenadas y resulta asi que:

V=2t —tPr 4+t o y? =t —tal + 1.

Pero si pensamos esto en el contexto de la curva E sobre Q(t); la transformacion:

(z,y) — (f g>,

t't

es un isomorfismo sobre Q(¢). En efecto, multiplicar por % esta bien definido en Q(t); pues es
un elemento del cuerpo; y claramente tiene inverso. De manera que estamos ante dos curvas que
son isomorfas sobre Q(t):

E:y=a—tz+t? y B :y>=ta® —ta+ 1.
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Sin embargo, las superficies elipticas asociadas a una y otra ya no seran iguales. De hecho, la
superficie eliptica asociada a E’ es la de ecuacién homogénea:

E . Y?ZU =TX? -TXZ? + Z3U.

Es fécil verificar, que en £’ sélo hay un punto singular, que es P = ([0 : 1 : 0];[1 : 0]). De manera
que no va a ser tan costoso hacer el proceso de desingularizacion.

El comentario que podemos hacer es que hay un sustento tedrico que justifica que & tenga
muchas menos singularidades que £. Este hecho tiene que ver con la relacién directa que hay
entre la no singularidad de una variedad y la propiedad de su anillo de coordenadas de ser
integramente cerrado. Un dominio integro A se dice integramente cerrado si satisface lo siguiente:
si un elemento z del cuerpo de fracciones de A es raiz de un polinomio ménico con coeficientes
en A, entonces x € A. (Por ejemplo, Z lo es). Lo que hicimos, al pasar de £ a &', fue lograr que
la nueva superficie sea tal que su anillo de coordenadas es integramente cerrado; por lo que las
singularidades son muchas menos.

Para resolver las singularidades de £’ sélo tenemos que hacer entonces un Blow Up centrado en
ese unico punto singular. De todas maneras la construccién del Blow Up requiere de muchas
cuentas, no sélo para definirlo; recordemos que ademas, una vez que se aplica, hay que encontrar
la componente irreducible de esa variedad nueva que resulta ser la que es birracionalmente
equivalente a £’. Con ayuda del programa Singular hicimos esta cuenta y obtuvimos la variedad
Emin C P2 x P x P2, con coordenadas ([X : Y : Z];[T : U];[a: B3 :4]) dada por las ecuaciones:

Y2Z2U -TX?*+TXZ% - 73U =0

aZ —pBX =0
aUY —yXT =0
pBUY —~ZT =0

gmin .

228y + XYa? - XY - Y28y =0
Z3y+ XYa—-XYZB-Y?Zy=0
XZB%y+ XY — XYaB?—Y%apy =0
X?By 4+ XYa' = XYa?52 - Y?a? By = 0

Tenemos que £™" es una superficie birracionalmente equivalente a £’, donde el morfismo birra-
cional esta dado por:

Im:gmn &
([X:Y: Z];[T:Ul;la:B:9)— ([X:Y :Z];[T:U)])
Usamos la notacién ™" porque efectivamente es una superficie eliptica minimal. Con el Blow

Up conseguimos que sea no singular; y se verifica también que es minimal, pues no se puede
proyectar en ninguna direccién mediante un morfismo birracional.

Tenemos asi una superficie eliptica minimal £ C P? x P! x P2, con morfismo de proyeccién
gmin . gmin __, Pl dado por:

(X Y 2 Z); [T Ulsla:B:9]) =[T:U].
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Casi toda fibra 55’”" es una curva eliptica. Veamos cudles son las fibras que no lo son. Para
los puntos tales que U # 0, la fibra £ es isomorfa a la fibra 5(’1; por lo que podemos mirar
simplemente la ecuacién de £ y ver para qué puntos g € P! se tiene que la fibra no es una curva

eliptica. Para puntos de la forma ¢ = [t : 1], la ecuacién afinizando en Z es:
E =t —ta+ 1.

Recordemos que es isomorfa a la curva y? = 23 — t?z +t2. Y vimos que ésta es una curva eliptica
salvo para t = 0, t = % 3yt= —%\/3 Para esos mismos valores entonces la fibra 5;’”" no
es una curva eliptica. El caso t = 0 tiene ademds la particularidad de que la fibra es reducible.
Analicemos esto porque nos va a interesar mucho. La fibra 56’”" es isomorfa a &), y ésta, con la
ecuacién homogénea es:

& Y7 =275

Y tenemos:
Y2 =22aYZ-723=02ZY*-Z) =0 Z(Y - Z)(Y + Z) = 0.

De modo que &) consta de tres componentes irreducibles que son las rectas dadas por las ecua-
ciones: Z =0; Y =Z e Y = —Z. Precisamente son las rectas:

Ry = {([X:Y:0];[0: 1)}
Ry = {(X:Z:Z2];[0:1])}
Ry = {([X:=2:2];[0:1])}

Como & es isomorfa a EJ"", ésta tltima tiene exactamente el mismo comportamiento.

Sélo nos falta ver qué pasa con los puntos tales que U = 0; o sea, la fibra £7*". Aqui no podemos
hacer lo mismo, pues como hicimos el Blow Up, no es cierto que E7'" sea isomorfa a ..
Justamente alli es donde hicimos el Blow Up. Tendremos que mirar entonces las ocho ecuaciones

que definen a £™" y hacer U = 0. Evaluando U = 0 en las ecuaciones de £™" obtenemos que
hay 5 componentes irreducibles. Son 5 rectas que son las siguientes:

Ly = {([0:1:0];[1:0];[a:0:4])}
Ly = {([0:1:0];[1:0];[a:B:0])}
Ly = {([0:Y:Z];[1:0];[0:1:0))}
Ly = {([X:Y:X];[1:0];[1:1:0])}
Ly = {([X:Y:=X];[1:0];[1:-1:0])}

En resumen, £™" C P2 x P! x P2, es una superficie eliptica minimal dada por las ocho ecuaciones
que listamos antes; con morfismo de proyeccion:

(X Y 2 Z) [T UL [ac: Biq]) = (T2 U],
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R, R, L,
R, L3
L
Ls
=] p=[10]

Figura 3.7: Fibras de T =0y U =0

sobre P!. Las fibras EM™ son curvas elipticas salvo para los puntos [0: 1], [1:0]; [%\/3 1]y
[—3 3: 1] de P'. Las tnicas fibras reducibles son las correspondientes a los puntos [0: 1] y

2 . .
[1:0]. Precisamente " consta de 3 rectas y EX'™ consta de 5 rectas. De acuerdo a cémo se

intersecan las rectas de esas dos fibras podemos imaginar un diagrama como el de la Figura 3.7.

Por 1ltimo, antes de volver con los resultados generales sobre superficies elipticas minimales,
veamos cudles son los puntos de E’ (secciones de ') que obtenemos al trasladar los que tenfamos
en F. En primer lugar recordemos que, para pasar de F a E’, vimos que la funcién que habia
que aplicar, trabajando en el afin Z = U =1, era:

(z,y) — (E g)-

t’t
Volviendo a coordenadas homogéneas, el isomorfismo entre £ y E’ es:

E—F
(X:Y:Z]— [UX:UY :TZ

De este modo, los 7 puntos de E que teniamos se corresponden con 7 puntos de F’ segun lo
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siguiente:

E — F
0:1:00 — [0:1:0]
[T:T:U] — [1:1:1]

T:-T:U] — [1:-1:1]
0:7T:U] — [0:1:1]
0:-T:U] — [0:—1:1]
1:1:1] — [U:U:T]
l1:-1:1 — [U:-U:T]

3.4.2. Forma bilineal de Manin-Shioda

En esta seccién veremos qué construcciones nuevas podemos hacer con una superficie eliptica
minimal; y obtendremos resultados que nos daran interesante informacién acerca de la curva
eliptica sobre Q(t) asociada.

En esta parte volveremos a explotar la correspondencia que hay entre curvas elipticas sobre
@ y superficies elipticas. A partir de las propiedades geométricas que ya vimos en superficies
fibradas, y algunas otras que veremos a continuacion especificas de superficies elipticas, vamos a
poder construir una forma bilineal asociada a una curva eliptica sobre Q(t) que, como veremos,
tendra una gran utilidad. De hecho es una de las construcciones esenciales de todo el trabajo
que estamos haciendo.

Para esta parte vamos a trabajar con superficies elipticas minimales. Sélo mostraremos el caso
particular en que la curva de base es P!; porque solamente nos interesan las curvas elipticas

sobre Q(t); pero todo puede generalizarse sin problemas.

Recordemos que dada una superficie eliptica £, tenemos asociada a ella una curva eliptica F
sobre k = @ Vimos también que los puntos de E se corresponden con secciones de £. Fijemos
entonces un punto P € E(k). Este se corresponderd con una seccién op : P! — €. En cada
fibra &, que resulte ser una curva eliptica podemos usar su estructura algebraica y definir una
funcién de traslacion segin el punto op(q) € &;. La suposicién de que € es minimal nos asegura
que podemos extender esa traslacion a un morfismo definido en toda la superficie £. El resultado
es el siguiente:

Proposicion 3.4.5. Sea £ una superficie eliptica minimal con morfismo de proyeccion w : £ —
P! y sea E la curva eliptica sobre k = Q(t) asociada a £ descripta en la Proposicion 3.2.3. Dado

P € E(k), sea op la seccion asociada a P. Entonces la funcion Tp, definida en cada fibra &, que
sea una curva eliptica, como:

mp(¢) = ¢ +op(q),

se extiende a un morfismo:
7 £ —€&.
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Y mds aun, resulta ser un automorfismo de £.

Demostracion: Es claro que la funcién 7p es una funcién birracional; pues es una funcién racional
definida en casi todo punto ¢ € £ y tiene una vuelta racional que es 7_p. Entonces, como 7p y
7_p son funciones birracionales y £ es minimal, por la Proposicion 3.4.4 resulta que ambas son
morfismos. En particular, son automorfismos de £. O

Necesitamos algunos resultados mas antes de llegar al més importante. El proximo va a establecer
una relacién entre divisores de € y de E. Dado un punto P € E(k), tenemos la seccién op cuya
imagen op(P') es una curva irreducible de £. Podemos considerar entonces el divisor (op(P')) €
Div(E). Para que la notacién no sea tan cargada vamos a escribir simplemente (P) € Div(E);

teniendo en cuenta que no es lo mismo que (P) € Div(E).

Supongamos ahora que tenemos P,Q) € E(k) y consideremos el punto P + @ € E(k). Una
pregunta natural que surge es qué relacién habréd entre los divisores (P + Q) v (P) + (Q) de
Div(E). En principio son cosas bien diferentes; pues el primero es el divisor dado por la curva
irreducible de opyg(P!), y el segundo es la suma en Div(€) de los divisores (P) y (Q). Sin
embargo hay un vinculo que se puede establecer y es el que surge de la siguiente proposicién.

Proposicion 3.4.6. Sea £ una superficie eliptica minimal con morfismo de proyeccion m :
E — P! y sea E la curva eliptica sobre k = Q(t) asociada a . Supongamos que tenemos

Py, ..., P, € E(k) y enteros nq,...,n, tales que:
] Py + -+ [n] P = O.
Sea n=mn1+ -+ n,.. Entonces el divisor:
ni(Py) + -+ n(B) — n(0) € Div(€),
es equivalente a un divisor fibral.
En particular, si P,Q € E(k), el divisor:
(P+Q) - (P)—(@Q) +(0),

es equivalente a un divisor fibral.
Demostracion: Ver [10], Capitulo III, Proposicién 9.2. O

Solo nos falta presentar un resultado antes de mostrar la construccién de la forma bilineal. El
resultado estd propuesto como ejercicio en [10]. Precisamente: Capitulo III, Ejercicio 3.22. Dice
lo siguiente:

Sea &€ una superficie eliptica minimal con morfismo de proyeccién 7 : £ — P! y sea E la curva

eliptica sobre k = Q(¢) asociada a €. Dado un punto P € E(k), consideremos (P) € Div(E).
Entonces:

(P).7*(q) =1 Vg € P".
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En particular,
((P) = (0)).7"(g) = 0 Vg € P,

Observemos que esto nos permite obtener un corolario inmediato. Recordando la Proposicion
3.3.14, llamando D = ((P) — (O)), podemos asegurar que existe un divisor ®p € Div(€) @ Q tal
que:

(D+ ®p).F =0 VF € Div(E) divisor fibral.

Vamos a definir:
Dp = (P)—(O)+ ®p.

Ahora si podemos definir la forma bilineal.

Definicién 3.4.7. Sea F una curva eliptica sobre k = Q(t). Definimos la aplicacién:

(,): BE(k)xE(k) — R
(P,Q) = —Dp.Dg

Antes de mostrar que efectivamente es una forma bilineal hagamos un comentario. Recordemos
que en el Teorema 3.1.16 habiamos definido otra forma bilineal asociada a una curva eliptica
sobre Q(t). Uno puede preguntarse si hay relacién entre una y otra. Hay un detalle que anticipa
la respuesta y es que hemos usado la misma notacion. Pues, en efecto, resulta que son la misma
forma bilineal; y este es uno de los resultados mas trascendentales de todo este texto y que vamos
a demostrar a continuacién; siguiendo la demostracién hecha en [10], Capitulo III, Teorema 9.3.

Teorema 3.4.8. Sea E una curva eliptica sobre k = Q(t) y sea € la superficie eliptica minimal
asociada a E. Entonces la aplicacion:

(,): BE(k)xE(k) — R
(P,Q) = —Dp.Dg

satisface las siguientes propiedades:

a) (, ) es una forma bilineal.

b) (, ) coincide con la forma bilineal definida en el Teorema 3.1.16.

Demostracion: a) Veamos primero que (, ) estd bien definida. O sea, que no depende de la
eleccién de los divisores fibrales ®. Sean P, () € E(k) y sean ®p y ®¢ divisores fibrales asociados
a cada uno respectivamente. Entonces tenemos:

(P,Q) = ~Dp.Dg = —Dp.((Q) — (0) + 2g) = ~Dp.((Q) — (0)) — Dp.Bg =
=0
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((P) = (0)-((Q) = (0)) — 2p.((Q) — (O)).
Ahora, si hacemos otra eleccién para los @, digamos @/, y ®/,, repitiendo la cuenta nos queda:
(P.Q) = ((P) = (0)).((Q) — (0)) — 2p.((Q) — (0)).

Sélo basta ver entonces que:

p.(Q) - (0)) = 2p.((Q) — (0)).

Por la unicidad en la Proposicién 3.3.14 sabemos que @, = ®p + F, con F € 7*(Div(C) @ Q).
Entonces:

p.(Q) — (0) = (2p + F).(Q) — (0)) = 2p.((Q) — (0)) + F.((Q) — (0)) = @p.((Q) — (0)).

En efecto, F.((Q) — (O)) = 0 por el gjercicio que citamos antes.

Veamos ahora que es una forma bilineal. Dados P, @, R € E(k), tenemos:
<P, Q+ R> — <P, Q> — (P, R> = —DP.DQ+R + DP.DQ + Dp.Dr =

—Dp.(Do+r—Do—Dr) = —Dp.(Q+R)=(0)+Pq+r)—(Q)— (0)+2q)— ((R) - (0)+®Pr)) =
—Dp.((Q+ R) = (Q) = (R) + (O) + ©q+r — Do — Pr).

Por la Proposicién 3.4.6 (Q + R) — (Q) — (R) + (O) es equivalente a un divisor fibral, digamos
F. Entonces queda:
—Dp.(F +®orr — P — Op).

Y esto es cero, pues '+ &g r — Po — Ppr es fibral. Luego,:

(P,Q+R)—(P,Q)— (P,R) =0.

Por otro lado es claro que la aplicacion es simétrica. Por lo tanto es efectivamente una forma
bilineal.

1?) Veamos ahora que coincide con la definida en el Teorema 3.1.16. Queremos ver que (P, P) =
h(P). Veamos:

(P,P) =—-Dp.Dp = —((P) — (O) + ®p).Dp = —((P) — (0)).Dp =
2(P).(0) — (P)* = (0)* + ((P) — (0)).®p. (1)

Afirmamos que (P)? no depende del punto P. Una forma de ver esto es la siguiente. No es dificil
ver que el indice de interseccion entre dos curvas irreducibles distintas se mantiene invariante
bajo un automorfismo. Mas precisamente, si 7 es un automorfismo de £ y I'1,I's C £ son dos
curvas irreducibles; entonces:

([1).(F2) = (7(F'1)).(7(I'2))-

En particular, considerando la seccién asociada al punto P, tenemos que:
(P).(P) = (r-p(P))-(—p(P)) = (0).(0).
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Recordando la Proposicién 3.3.14 observamos que ®@p es de la forma:

bp = Z Zam(rpi);

peC i=0

donde los aj, dependen de los indices ((P) — (O)).(I'y,), para 1 < j < r,. Pero sabemos que
(P).(T'p,) y (O).(T';) sélo pueden valer 0 6 1. De modo que ((P) — (0)).(I'y,) sélo toma finitos
valores si vamos variando el punto P. Volviendo a la expresién que tenfamos en (1), concluimos
que:
(P,P) =2(P).(0) + O(1).
Esto es, existen constantes C7 y Cs, que sélo dependen de la curva FE, tales que, para todo
P € E(k), se tiene:
C1 < (P,P) —2(P).(0) < C.

Calculemos (P).(O). Vamos a suponer primero que [2] P # O. Digamos que la curva eliptica E
estd dada afinmente por:
E:y* =24 Az + B.

Recordemos que podemos suponer que el término cuadratico no aparece. Llamemos P = (zp, yp).
Podemos suponer también que zp,yp € k no tienen polos comunes con A y B; cambiando de
coordenadas si fuera necesario. Sea p € P! y calculemos (P.O) g (p); donde oq es la seccion
asociada a O. Como oy tiene un polo en p, si zp(p) # oo, entonces las secciones de P y de O no
se intersecan en &p; por lo que (P.O)q () = 0. Si zp(p) = 00; es decir, ord,(zp) < 0; mirando la
ecuacién de E concluimos que:

3ord,(xp) = 2ordp(yp).

Para facilitar las cuentas hagamos el siguiente cambio de coordenadas:

Entonces la ecuacién de la curva queda:
E : z=w’+ Awz? + B2,

y P = (wp,zp) = <Z—§,y%)

Supongamos sin perder generalidad que p es de la forma p = [ty : 1] . Trabajando entonces en el
afin U = 1, el anillo de valuacién discreta de £ en el punto og(p) es:

Qw, 2,1] (0,0,t0)
(z —w? — Awz?2 — Bz3)’

Ahora, con el cambio de coordenadas que hicimos, es facil encontrar funciones que determinen
a las secciones de P y de 0. Tenemos que:

fi(w,z,t) =wp(t) —w determina a P
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fo(w, z,t) =w determina a O.

Luego: _ =
(P.O) gy () = Qlw, 2 tl0,04) - Q=04

Pero z — Bz® = 2(1 — Bz%); y 1 — B2z3 es una unidad en Q [Z7t](0,to) . De modo que queda:

Q[Z7t](07to) N Q[th](o,to) - @[t]to
(z = Bz%wp(t))  (z,wp(t)  (wp(t)

Escribamos wp(t) = (t —to)v; con v una unidad en Q[t],, . Entonces:

Qltl, QI
(wp(t))  ((t—to)*)’

. Qftl,, \ _
dzm@ <m> =e.

O sea, (P.0)y,(p) = €. Pero por otro lado:

T 1
e = ordy,(wp) = ordy, (y—i) = ordy,(xp) — ordy, (yp) = —éordto (xp).

En conclusién nos queda:

(P‘O)Go(p) = {

0 st ordy(xp) >0
—tordy(zp) siordy(zp) <0

Por lo tanto:
1 1
(P)-(0) =D (PO = D, —gordylap) = 5h(P).
pePl p€ePL; ordy, (zp)<0
Por lo que 2(P).(O) = hg(P). Luego, hemos visto que:

siempre y cuando [2] P # O. Pero s6lo hay finitos P para los cuales [2] P = O. De modo que,
ajustando las constantes si fuera necesario, podemos suponer que la igualdad vale para todo P.

Definamos la funcién: )
o(P) = L(P.P)

Entonces resulta que:
9(P) = Shu(P) +O(1);
y, como ya vimos que ( , ) es bilineal; se tiene:
g(2P) = 4g(P).

Por lo tanto, por el Teorema 3.1.16, tenemos que g = ﬁE; como queriamos probar. O
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Por lo que hicimos en la ultima demostracién podemos asegurar que el siguiente concepto
estd bien definido.

Definicién 3.4.9. Sea E una curva eliptica definida sobre k = Q(¢) y & la superficie eliptica
asociada a E. Se llama género aritmético de £ al niimero:

x = —(P).(P),

donde P es cualquier punto de E(k).

Una de las interesantes consecuencias que tiene este teorema es la siguiente. Por definicién, es
claro que los valores que toma la forma bilineal ( , ) construida usando divisores e intersecciones,
son racionales. Esto no es para nada evidente si miramos la construccién hecha con la altura
candnica.

Cuando vimos el Teorema 3.1.16 y definimos aquella forma bilineal, observamos que era una
manera de caracterizar a los puntos de torsiéon de una curva. Ademds mostramos una forma,
que no parecia muy practica, de acotar inferiormente el rango de la curva. Lo que logramos con
este ultimo teorema es tener otra manera de aplicar ese mismo razonamiento pero, en muchos
casos, mucho més comoda. Se trata de hacer exactamente lo mismo que aquella vez; pero ahora
el calculo de los valores que toma la forma bilineal puede ser méas sencillo. En efecto, lo es en
general; es mas facil calcular los indices de interseccion de ciertas curvas que usar la definicién
de altura candnica que viene dada por un limite.

Ahora vamos a volver con nuestra curva eliptica sobre Q(¢) que tenfamos y veremos cémo se
aplica esta ultima técnica para intentar acotar inferiormente su rango. Mas ain, en el capitulo
siguiente mostraremos ejemplos de construcciones en los que este recurso funciona de manera
muy significativa, logrando encontrar ejemplos de curvas con rango considerablemente alto.

Volviendo a nuestro ejemplo, hagamos algunas cuentas. Consideremos nuestra curva eliptica
E’ sobre Q(t). Vamos a aplicar la forma bilineal de Manin-Shioda con los 7 puntos de E’
que conocemos. Para ello necesitamos calcular el ®p de cada uno. Pero antes observemos que
[1:1:1]y[l:—1:1]son inversos. Lo mismo ocurre con [0:1:1]y[0: —1:1];ycon [U:U : T
y [U : =U : T]. De manera que, si lo que queremos es encontrar puntos que sean linealmente
independientes en E'(Q(t)); podemos descartar a esos puntos que son inversos porque es evidente
que no nos van a servir para nuestro objetivo. Quedémonos entonces con los puntos:

Py=0 [0:1:0]
P = [1:1:1]
P, = [0:1:1
Py = [U:U:T]

Calculemos entonces ®p,, ®p, vy ®p,. Recordando la definicién, tenemos que considerar los
divisores Dp, = (P;) — (O) de Div(E™™) y usar el procedimiento que vimos en la Proposicién
3.3.14. Como vimos aquella vez, para esto sélo basta considerar las fibras de £™" que son
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reducibles. En nuestro caso son £"" y E'". De manera que los ®p, sélo tendrdn componentes
en esas fibras; y a esas componentes las notamos ®p, g y ®p, -

Empecemos por ver qué ocurre en Sgni”. Aqui es mas sencillo porque podemos mirar simplemente
la fibra £’; pues son isomorfas, ya que el Blow Up lo hicimos en U = 0. Tenfamos en esta fibra las
rectas Ri, Ry y R3. Para calcular los ®p, o vamos a necesitar calcular las intersecciones (R;).(R;).
Es claro que si i # j entonces (R;).(R;) = 1; pues basta con que recordemos la Figura 3.7. Para
calcular R? podemos usar la Proposicién 3.3.11. A partir de la ecuacién de &’ :

& YZU =TX3-TXZ?+ 73U,

vemos que:
T(X?-XZ*)=UZ(Y - Z)(Y + 2).

De aqui podemos concluir facilmente que, si llamamos ug a la funcién %, que es un uniformizador
local en [0 : 1] ; se tiene que ordg, (ugon’) = 1. La razén que nos permite concluir esto es que las
ecuaciones que definen a las rectas aparecen con multiplicidad 1. En consecuencia:

3
7 ([0:1]) = > ordg, (ug o 7')(R;) = (R1) + (Ra) + (Rs).
=1

Asi, por ejemplo, por la Proposicién 3.3.11:
0= Ri.w*([0:1]) = R} + (R1).(R2) + (R1).(R3) = R} + 2.

Con lo cual R? = —2. Analogamente: R3 = R3 = —2.

Otra cosa que vamos a necesitar son las intersecciones (P;).(R;). Donde, recordemos, la notacion
(P;) se refiere al divisor (op,(P1)) € Div(£). Esto no es dificil. Simplemente mirando las ecuacio-
nes concluimos que O y P5 intersecan en un punto a Ri, y P; y P, intersecan en un punto a Rs.
Ademss es fécil verificar, parametrizando, que las intersecciones son transversales. (Ver Figura
3.8).

Para i = 1,2, 3; planteamos entonces ®p, g = ag;(R2) + a3z;(R3) y consideramos el sistema:

{ agiR3 + agi(R2).(R3) = ((O) — (P,)).(Rs)
a,i(R3).(Ry) + a3 ;B3 = ((O) — (P,)).(Rs)

Con las cuentas que ya hicimos tenemos los siguientes cuadros:

T e AL (0) — (P).(75) [ ((©) — (P).(By)
28 P -1 0
Ry | -2 1 P 1 0 2 1 0
Ry | 1| -2 P10 P2 5 0
P00 &
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Figura 3.8: Fibra de T' = 0.

Resolviendo los sistemas nos queda que a1 = az2 = %; as1 = az2 = % y az3 = a3z = 0. De
manera que:

2
—(Rg) +
(2)

®p,o=0

No es sorprendente que ® p, o = 0 ya que la seccién asociada a P3 pasa por la misma componente
de &) que la seccién asociada a O.

1

3 (Rs3)

Op og=Pp,0=

Veamos ahora qué pasa en £7%". Aqui no nos queda otra alternativa que usar las ocho ecuaciones
que definen a £™". En esta fibra tenemos las rectas Lq, Lo, L3, L4 v Ls. En este caso también
vamos a necesitar las intersecciones (L;).(L;) v (F;).(Lj). Recordando el dibujo, es fécil decir
cuanto da (L;).(L;) si i # j. Simplemente se tiene que:

(L;i).(Lj) =0 sii,j#2,i%#j;

y:
(Li).(Lg) =1, Vi#2.

Para calcular L? necesitamos conocer (77)*([1:0]). Este es un trabajo un poco més costoso
que antes porque tenemos muchas mas ecuaciones. Pero no es mucho més dificil. Vamos a mostrar
cuanto dan ordy, (e om™™) v ordy, (U om™™"), donde Uy es la funcién %, que es uniformizador
local en [1:0]. La cuenta para las rectas L, Ly y L5 es andloga a la de Lq; asi que vamos a
dejarlas para que, quien lo desee, las verifique. Afirmamos que ordr, (us on™™) = 1. Una manera
muy elegante de probar esto es mostrando que existe una seccién de £™" que pasa por L;. Pues
recordemos que si I' es una seccién de £™", entonces:

(I).(x™")*(q) = 1, Vg € P".
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En particular: 4
(D). (=) (1 : 0]) = 1.

Esto implicaria que el orden de la componente por la que pasa I' debe ser 1. Veremos en efecto
que podemos conseguirnos una tal seccién, que no es otra de las que estamos considerando. Sin
embargo mostremos también la cuenta explicita para ver que también se puede hacer a mano.

Consideramos el anillo local Op,, que es la localizacién del anillo de coordenadas de £™" en
el ideal que define a L;. Busquemos un uniformizador local del ideal I(Li) visto dentro de
Op,. Mirando cudles son los puntos que conforman la recta L; podemos encontrar facilmente
generadores de I(Lq). En efecto:

I(Ll) = (X7 Z,U, 5)

De la segunda ecuacién de £™" tenemos que:

aZ — X =0en0p,.
Y como « ¢ I(Ly),

Z = <§> Ben Or,.

Por lo que Z € (8)Or,.

Mirando ahora la quinta ecuacién de £™" tenemos:
Z20y+ XYa? - XY -Y2By=0en0y,.

Entonces:
B(Z%y — XY —Y?y) = =XYoo

Como Z%y € I(Ly), XY € I(Ly) e Y2y ¢ I(Ly); el factor que multiplica a 3 no pertenece a

I(Ly), de manera que:
Ya?
- X.
7 <Z27—XY—Y27>

Luego, € (X)Op,.

Por 1ltimo, mirando la tercera ecuacién de £ tenemos:
aUY —yXT =0enOy,.

Analogamente a lo que hicimos antes, como v ¢ I(L1) y T ¢ I(Ly), resulta que X € (U)Oy,.

De todo esto se concluye que:
I(L1) = (U)OL,,

por lo que ordyp, (e o ™) = 1.

Veamos ahora qué pasa con Lo. En este caso, veremos en seguida, no tenemos a mano una seccién
de £™" que pase por Lo. Asi que no podriamos usar el argumento que dijimos antes. En efecto,
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ocurre que no existe tal seccién; pues se tiene que ordr,(us © 7™") = 2. Veamos por qué.

Mirando los puntos de Ly obtenemos los siguientes generadores del ideal I(Lj) :
I(Ly) = (X, Z,U,~).
De la segunda ecuacién de £™™ tenemos:
aZ — X =0en0Or,;
y como hicimos antes, dado que « ¢ I(L2), concluimos que Z € (X)Op,.
Mirando ahora la tercera ecuacién:
aUY —yXT =0enOp,.
Y como « ¢ I(Lg) e Y ¢ I(L2); obtenemos que U € (X)Op,.
Miremos ahora la quinta ecuacion:
7207+ XYa? - XY - Y?By=0en0y,.
Con sencillas cuentas algebraicas obtenemos:
1(Z =Y )(Z2+Y) = -XY(a—p)(a+p). (1)
Dado que ni #, ni Z —Y ni Z+ Y pertenecen a I(L2); obtenemos que v € (X)Op,.

Por todo esto concluimos que:
I(Lz) = (X)OL,.

O sea, X es un uniformizador local. Pero nosotros queremos calcular ordr, (s o7 ; es decir,
U

el orden de la funcién 7 en ese anillo de valuacién discreta. Para ello volvamos a mirar la tercera
ecuacién de ™" y escribamosla del siguiente modo:

U
V(=) =X

Tomando orden a ambos miembros de la igualdad tenemos:

U
ordr,(a) + ordp,(Y) + ordy, <?> = ordp,(y) + ordr,(X).

Como ordp,(a) = ordr,(Y) =0y ordr,(X) = 1, nos queda que:

U
ordr, <?> =ordr,(y) + 1.

Sélo nos falta calcular ordy,(7y); pero para eso tomemos orden en la igualdad (1). Tenemos que
nf,nZ—Y,niZ+Y, niY, ni(a—[),ni(a+ ) pertenecen a I(Ly); por lo que sus 6rdenes
son 0. En consecuencia nos queda:

ordr,(v) = ordr,(X) = 1.
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Luego:

ordr, <%> =ordr,(y)+1=2.

O sea, como habiamos afirmado, ordr, (us o 7™") = 2.

Como dijimos, con cuentas similares a las que hicimos para L; podemos ver que:
ordr, (Ueo 0o ™) =1 parai=3,4,5.

Con esto nos queda:

5
(ﬂ'mm)*([l :0]) = ZOTdLi(uoo o ﬂ.min)(Li) = (L1) +2(L2) + (L3) + (Lg) + (Ls).

i=1

Ahora sf podemos calcular L?. Como ya sabemos el valor de (L;).(L;) para i # j, podemos usar
el procedimiento de antes y nos queda:

L? = -2, Vi.

Lo que nos falta hacer es calcular las intersecciones (F;).(L;). Necesitamos ver por qué recta
pasan las secciones asociadas a los puntos que tenemos. Esto no es tan inmediato como en la
fibra £5"". Lo que debemos hacer es levantar las secciones que tenemos en &', a través del Blow
Up, a secciones de &'. En las fibras distintas de £7" hay una relacién de uno a uno; por lo
que cada seccién de £ se levanta a una seccién de £™". Una vez que obtengamos las curvas
de £™" que son las levantadas de nuestras secciones en £, nos tenemos que fijar a cuél de las
componentes de £7" interseca.

Empecemos por la seccion de O. Si en las ecuaciones de £™" hacemos X = Z =0, Y = 1; nos
queda que a = 3 = 0. Por lo tanto la seccién de O se levanta a la seccion dada por:

{([0:1:0];[T:U];[0:0:1])}.

Cuando U = 0 esta seccion interseca a L.

Para levantar la seccién de P; tenemos que hacer X =Y = Z = 1. Afinizando en U = 1 nos
quedan las relaciones o = § = t. Volviendo a coordenadas homogéneas nos queda la seccion
dada por:

(L1215 [T: U)5 [y Ty s U} = {(1L: 12 15 [T U [T: T U}

Cuando U = 0 esta seccién interseca a L.

Para levantar la seccién de P hacemos X = 0, Y = Z = 1. Afinizando en T' = 1 nos queda
a =0y~ =uf. Volviendo a coordenadas homogéneas nos queda:

{(0:1:1);[T:U;[0:Tp:UB)}y={([0:1:1);[T:U];[0:T:U])}.

Cuando U = 0 esta seccion interseca a L.
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Figura 3.9: Fibra de U = 0.

Por 1dltimo, para levantar la seccion de P3 hacemos X =Y = U, Z = T. Afinizandoen T = 1
nos queda a = uf3 y v = u?f. Volviendo a coordenadas homogéneas nos queda:

{(U:U T[T UL [TUB:T?3:U?B))} = {([U: U : T);[T: UJ; [TU : T? : U?]) } .
Cuando U = 0 esta seccion interseca a L.

Podemos verificar facilmente, parametrizando, que las intersecciones son transversales. Nos
bl b}
quedd una situaciéon como la de la Figura 3.9.

Ya tenemos todo para ponernos a calcular los ®p, . Para ¢ = 1,2,3; planteamos ®p, o =
a1;(L1) + a3,i(L3) + as,i(La) + a5 ;(Ls) y consideramos el sistema:

a1 Li + az i(L1)-(L3) + asi(L1).(La) + a5i(L1).(Ls) = ((O) — (P)).(L1)
a1,i(L3)-(L1) + aziL3 + asi(L3)-(Ls) + asi(L3).(Ls) = ((O) — (P)).(L3)
a1,i(La)-(L1) + a3i(La).(L3) + a1 Li + a5 i(La).(Ls) = ((O) = (P))-(La)
a1,i(Ls)-(L1) + a3i(Ls).(L3) + as,i(Ls)-(La) + a5 i L2 = ((O) — (P)).(Ls)

.| L1 | L3 | Ly | Ls . | Ly | Lg| Ly | Ls
Ly |-2101]01]0 O 1[0} 0]0
Ly | 0 |-2]101]0 Pl O] 0] 1]0
Ly 010 ]-21]0 PRl 0] 1]0]0
Ls | 0 | O] 0 | -2 Pl 0] 1070
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((0) = (P)-(L1) | ((0) = (P)).(L3) | ((O) = (P))-(L4) | ((O) = (P))-(Ls)
P 1 0 1 0
P 1 1 0 0
P 1 1 0 0

Resolviendo los sistemas nos queda:

L1 =7 G41= 5, 431 =051 = 0

L2 =013 = —5, 032 =033 =5, 042 =043 = 0.
De manera que:

1 1
Ppy oo = —§(L1) + §(L4)

1 1
(I)P2700 = (I)P&OO = _i(Ll) + §(L3)'

En definitiva, recordando que Dp, = (P;) — (O) 4+ ®p,, nos queda:

2 1 1 1
Dp, = (1) - (0) + §(32) + 5(33) - §(L1) + §(L4)
2 1 1 1
Dp, = (P2) —(0) + g(Rz) + g(R?,) = 5(L1) + 5(Ls)
1 1
Dp, = (B3) = (0) = 5(L1) + 5 (Ls)-
Queremos calcular los niimeros (F;, Pj) = —Dp,.Dp,. Ya conocemos las intersecciones (L;).(L;),

(Ri).(R;), (P;).(Lj) vy (P;).(Lj). Es claro que (L;).(R;) = 0; pues son curvas fibrales de distintas
fibras, por lo que su interseccién es vacia.

Sélo nos falta conocer las intersecciones (F;).(P;). El caso i # j es facil. Basta con mirar las 4
secciones que estamos considerando y ver si se intersecan. Resulta que la inica interseccién se
da entre las secciones de P; y Ps en el punto ([1:1:1];[1: 1]). Parametrizando es facil ver que
la interseccion es transversal.

Por tltimo, calculemos Pf; esto es, calculemos —y. Como no depende de la seccién basta cal-

cularlo para una, digamos P?. Necesitamos una funcién tal que su divisor tenga a (P;) como
componente. Proponemos:

X -7

F(X:Y: ZR[T:Ulla: :0]) = =7

No es dificil ver que las curvas irreducibles de £ que se anulan con la funcion X — Z son

exactamente (0), (Py), (=P1), (L1), (L2) y (L4). Haciendo Y = 0 en las ecuaciones de £™™"
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observamos que hay una unica curva irreducible que aparece. Es una curva horizontal que, si la
vemos en £y afinizando en Z = U = 1, est4 dada por:

F:{([x:O:l];[tzl]) : tx3—tx+1:0}_
De modo que:

dZ’U(F) = no(O) + ’I’Ll(Pl) + 7’L2(—P1) + ml(Ll) + mg(Lg) + 7714(L4) + S(F)

No vamos a decir cudl es el valor de cada uno de los enteros que aparecen ahi; solo los que
necesitemos. Tenemos:

—x = P} = (P).((P) — div(F)).

Como la secciéon de P; no corta ni a la seccién de O ni a la de —Py; ni a las rectas Ly, Ly y I
su interseccién con todas ellas sera 0; por lo que no nos interesa el orden con el que aparecen en
div(F). Sélo nos importan entonces los niimeros nq y my. Pero no es nada dificil comprobar que
ambos dan 1. Son cuentas idénticas a las que hicimos antes. Luego, nos queda:

—x =P} =—(P).(Ly) = —1.

O sea, x = 1. Podemos entonces resumir las intersecciones (F;).(P;) en el siguiente cuadro:

O P[ PP
Ol-1]0]0
Plo|-1]0]1
P 0 1
P[0 1]0]-1

No nos queda més que hacer las cuentas. Ya sabemos cuanto dan todas las intersecciones. Sélo
hay que hacer las distributivas correspondientes. La matriz que obtenemos es:

M = (P, Pjhi<ij<s = | —

Resulta:
det(M) = 0.

Esto dice que los 3 puntos son linealmente dependientes. Méds atin, el nicleo de M es el subespacio:
S=((2,1,1)).
De lo que podemos inferir una relacién lineal que satisfacen P, P» y P3 en E(Q(t)) que es:

2P, + Py + P3 = O obien P3=—-2P; — Ps.
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Si nos limitamos a la submatriz:
1 _1
M' = (P;, Pj)i<ij<2 = < 50048 >;

tenemos:

1

La conclusién que sacamos es que los puntos P; y P, de la curva E’ son linealmente independien-
tes. En particular, el rango de E’ es mayor o igual que 2. Ademas el punto P53 es combinacién
lineal de P y Ps.

Recordemos que la curva E’ es isomorfa a la curva E, que es con la que habiamos empezado. Si
volvemos a mirar los puntos Py y P; en E, tenemos los puntos [T : T : U] y [0 : T': U] . Escribamos
entonces en resumen la conclusion a la que pudimos arribar:

Resumen 3.4.10. Sea E la curva eliptica sobre Q(¢) dada por la ecuacién afin:
E =2 —t2x 4+t

Se tiene que el rango de E es mayor o igual que 2. Mas aun, los puntos de coordenadas afines
(z,y) = (t,t) y (z,y) = (0,t) son linealmente independientes.

Nos parecio interesante usar este ejemplo para desarrollar detalladamente esta técnica para que
se vea que, si bien puede resultar trabajosa, no es muy dificil a los efectos practicos.

En el capitulo siguiente mostraremos una construccion de una curva con muchos mas puntos
linealmente independientes.

Antes de pasar a esta tultima parte vamos a enunciar un teorema muy importante (cuya de-
mostracion es bastante dificil) que nos permite obtener un corolario muy interesante de todo lo
que hicimos. Observemos que si tenemos una curva eliptica E sobre Q(t), especializando la ¢ en
distintos valores obtenemos curvas E; sobre QQ. Y para casi todas esas especializaciones (para
todas salvo finitas) E; es una curva eliptica. Precisamente E; no es més que la fibra & de la
superficie eliptica £ asociada a E. Hay un resultado muy intersante que vincula a la curva £ con
las curvas E; que es el siguiente:

Teorema 3.4.11. (Teorema de Especializacion de Silverman). Sea E una curva eliptica sobre
Q(t) que no se descompone. Sean Py, ..., P. € E(Q(t)) puntos linealmente independientes. Diga-
mos, P; = [X;(t) : Yi(t) : Zi(t)], con X;(t),Y;(t), Zi(t) € Q(t). Entonces, para casi todo t, los
puntos P; € Ey, que resultan de especializar en t, son linealmente independientes en la curva
eliptica Ey.

Este teorema se puede encontrar en [10], Capitulo III, Seccién 11; o también en el trabajo [11].

Corolario 3.4.12. Sea E una curva eliptica sobre Q(t) que no se descompone. Si E tiene rango
mayor o igual que r, entonces, para casi todo t, la curva eliptica E; sobre Q tiene rango mayor
o igual que 7.
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Corolario 3.4.13. Si E es una curva eliptica sobre Q(t) de rango mayor o igual que r; se tiene
una familia infinita de curvas elipticas Fy sobre Q, todas de rango mayor o igual que 7.

Este es un resultado muy interesante por varias razones. El hecho de poder conseguir, a partir de
una curva eliptica de rango alto en Q(t), una familia infinita de curvas elipticas de rango alto en
Q es algo para nada trivial. Ocurre que en general no es facil conseguir curvas elipticas de rango
elevado. Si uno elige una curva eliptica al azar, lo mas probable es que tenga rango 0 o 1. En el
ejemplo que hicimos, si bien no conseguimos una curva de rango muy alto; como consecuencia
obtuvimos infinitas curvas de rango al menos 2; curvas que no se encuentran facilmente. En el
siguiente capitulo retomaremos estos comentarios.

Para terminar con este capitulo, y con el ejemplo que hemos trabajado; uno puede plantearse lo
siguiente. Si bien conseguimos una familia infinita de curvas sobre Q de rango mayor o igual a
2; muchas de ellas, o quizas todas, podrian ser isomorfas, con lo cual, en realidad la familia de
infinitas curvas no seria tan interesante. Pero tener una respuesta a este interrogante no es muy
dificil. Recordemos que dos curvas son isomorfas si, y sélo si, su j-invariante es igual. Podemos
entonces calcular el j-invariante de la curva E y obtener asi el de todas las especializaciones.
Si ese j-invariante no es constante; sino que depende de t, entonces si, dentro de la familia de
curvas, infinitas de ellas seran no isomorfas. El j-invariante de F es:
(48t2)3 48310 483t

JTTA T 16tz —27)  16(a —27)

Claramente, para una especializacién fija de t, sélo hay finitos ¢’ para los que el j-invariante
coincide. De hecho, a lo sumo hay un solo ¢’ distinto de ¢. En consecuencia, efectivamente con-
seguimos una familia de infinitas curvas elipticas sobre @, no isomorfas dos a dos, con rango
mayor o igual que 2. Son las que se obtienen con casi todas las especializaciones de F.
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Capitulo 4

Construccion de Mestre

En este ultimo capitulo vamos a mostrar brevemente y sin mucho detalle una construccién precisa
de una curva eliptica sobre Q(t) de rango relativamente alto; lo cual se prueba usando la técnica
que desarrollamos en el capitulo anterior. Nos vamos a basar en un trabajo de Jean Francois
Mestre de los anos 90 que fue muy importante ya que logré muchos avances. El mismo trabajo
fue base para que se hicieran diversas construcciones posteriores.

4.1. Una familia de Curvas Elipticas sobre Q(¢) de rango mayor
o igual que 8

La construccién de esta familia es muy sencilla. Se trata de poder conseguir una curva eliptica
sobre Q(t) de la cual conozcamos muchos puntos, y luego tratar de ajustar las cosas para que
la mayor cantidad posible entre todos esos puntos que uno encuentra sean linealmente indepen-
dientes.

Seamos precisos. Supongamos que tenemos un polinomio ménico ¢ € Q [t] [x] de grado 8 con
todas sus raices en Q [t] y distintas:

con o; € Q[t] y o # aj.

Es facil ver, con simples cuentas algebraicas, que existe una escritura para ¢ del siguiente modo:
q=g -

Donde g,r € Q[t] [z]; deg(g) = 4 y deg(r) < 3.

Esta escritura se obtiene simplemente considerando polinomios genéricos:
4 3
i i
9= E wr Yy r= E bix’,
=0 i=0

124



y planteando el sistema de ecuaciones correspondiente que surge de igualar los coeficientes de ¢
y de g?> — r, obteniendo asf los valores de a; y b;.

Si resulta que deg(r) = 3 uno puede considerar la curva de ecuacion:
E :y? =r(z).

Si r no es moénico, eso no es mucho problema, ya que con un simple cambio de coordenadas en
Q(t) podemos conseguir que lo sea. Si ademads resulta que su discriminante es no nulo, F es una
curva eliptica.

Sorprendentemente, de una manera muy sencilla, nos conseguimos una curva eliptica que contiene
8 puntos conocidos; pues, por construccién tenemos que:

2

0=q(a;) = gli)” —r(a).

Por lo que:
g(ai)?* = r(e).

De este modo tenemos que los 8 puntos de coordenadas afines P; = (v, g(a;)) son puntos de E.
Como ademads tenemos, como siempre, el punto O = [0 : 1 : 0], tenemos 9 puntos conocidos en
E.

El siguiente paso es elegir los «;. Los elegimos de la siguiente manera:
Q= k’i:l:t, 1= 1,2,3,4;

con k; € Q. Si uno hace esa eleccién para los «;, queda el polinomio:

4

a(z) = [z — (ks £ 1)).

i=1
Debido a la simetria que tiene ¢, cuando calculamos el polinomio r nos queda de la forma:
r(z) = At?23 + Bt?2® +t*(Ct* + D)z + t*(Et> + F).
Donde A,B,C,D,E,F € Q dependen de k1, ko, k3 v k4. Nos queda entonces la curva:
y? = Atz + Bt?2® + t2(Ct? + D)z + t*(Et* + F).
Dividiendo por t? y cambiando y por v’ = 4; es claro que esta curva es isomorfa a:
E : y? = Az® + B2 + (Ct* + D)z + (B> + F).

Lo que hay que hacer en este paso es elegir los k; de manera conveniente. En primer lugar tiene
que satisfacerse que A # 0 y A # 0; para que F sea efectivamente una curva eliptica. Con esto
no perdemos demasiada libertad para los k;. Una vez que nos aseguramos de que E es una curva
eliptica nos ponemos a hacer el procedimiento que desarrollamos en el capitulo anterior. Hay que
encontrar la superficie eliptica minimal asociada a F; considerar los 9 puntos que tenemos en
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E, aplicar la forma bilineal y ver cuantos de ellos resultan ser linealmente independientes. Para
todas estas cuentas nos ayudamos con programas de computadora; pero no porque sean dificiles,
sino porque estan involucradas muchas mas variables que en el ejemplo que hicimos en el capitulo
anterior. Luego de hacer este desarrollo vimos que existe un conjunto abierto-Zariski U/ en @4
tal que si (ki, k2, k3, ks) € Q* NU, entonces la curva eliptica sobre Q(t) resultante tiene rango
mayor o igual que 8. En efecto, construimos la forma bilineal y vimos que, en tales condiciones,
la matriz de 8 x 8, M = (F;, Pj), tiene determinante no nulo.

Observemos que tenemos una familia considerablemente grande de curvas sobre Q(t) de rango
mayor o igual que 8. Decimos que es considerablemente grande porque los conjuntos abiertos

Zariski en Q son muy grandes, por lo que hay bastante libertad para elegir los valores de los k;.
Una de las posibles elecciones para los k; es la siguiente:

ey = 1,ke = —2,ky = 8, ks = —4.

Con esos valores obtenemos la curva sobre Q(t) de ecuacién afin:

E:y* = 120% + 8822 + (—12t* + 96)x + 9¢2.

y los puntos P; resultan ser:

Po=(1+t—-11t—14)  Py=(1—t,—11t + 14)
Py=(=2+1t,—Tt+8) Py=(-2—t,—Tt—8)
Ps = (8 +1,17t + 112) Ps = (8 —t,17t — 112)
Pr = (—4+t,t—16) P = (—4 —t,t + 16).

4.2. La construccion de Mestre

La construccién que hizo Jean Frangois Mestre en su trabajo (ver [3]) sigue la misma técnica
que mostramos recién, pero con algunas variantes. El toma como ¢ un polinomio de grado 12;
es decir, lo construye con valores racionales ki, ko, k3, k4, k5 y kg. El asunto es que el polinomio
r le queda en principio de grado menor o igual que 5. Después, a la hora de elegir los k; pide
que el coeficiente de grado 5 de r sea cero. Se conforma con que r quede de grado 4 y sin
raices multiples; en tal caso, lo que obtiene es una curva con un punto singular (el [0:1:0]), y
la desingularizacién de esa curva resulta una curva eliptica. Esto tltimo pude verse en [12]. La
diferencia es que, luego de desingularizar, ya no es cierto necesariamente que el punto [0 : 1 : 0]
pertenezca a la curva; de modo que toma como origen a otro punto de manera arbitraria.

Por otro lado, las condiciones que le pide a los k; son bastante més restrictivas que las que
tuvimos que pedir nosotros en el ejemplo anterior. De este modo construye una curva eliptica
(ya no una familia) sobre Q(¢) pero de rango mayor o igual que 11. La curva es la siguiente:

y? = (429t% + 53260)z" — (5434t% + 1239000)z> + (—3432t* — 2451t + 1222156)2% +
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(21736t* — 3637984t + 134780352)x + 686415 — 1074992t* 4 53200096t — 758849264.

Esta curva contiene los siguientes 12 puntos Q(t)-racionales:
Py = (=2t + 10, —138t* — 258t + 2184) Py = (=2t + 11, 346t% — 2998t — 1512)

Py = (=2t — 17,1578t + 22902t + 88536) Py = (=2t — 16, —1490t% — 22394t — 77220)
P; = (=2t + 14, 710> — 6734t + 3720) Ps = (=2t + 17, —1006t> + 9472t — 15708)

Py = (2t + 17,1006t + 9472t + 15708) Py = (2t + 14, —710t* — 6734t — 3720)
Py = (2t — 16, 1490t> — 22394t + 77220) Pyg = (2t — 17, —1578t 4 22902t — 88536)
Pry = (2t + 11, —346t* — 2998t + 1512) Py = (2t + 10, 138t> — 258t — 2184).

Eligiendo al punto Pis como origen resulta que los otros 11 puntos son linealmente independien-
tes, por lo que la curva tiene rango mayor o igual que 11.

Posteriormente se pudo probar que esta misma curva tiene un punto mas linealmente indepen-
diente con los que se tenfan (ver [4] o [7]); y mds atn, que el rango es exactamente igual a
12. Luego, con otro trabajo, a partir de la misma construccion, pero con otra eleccion de los
pardmetros, se encontré otra curva con rango igual a 13. (Ver [7]).

Estos avances fueron muy importantes ya que se conoce muy poco acerca del rango de las curvas
elipticas en general. Para curvas elipticas sobre Q se conoce una con rango igual a 28. Para
curvas sobre Q(t) se ha logrado, en los tltimos anos, encontrar una con rango igual a 15; y la
construccién se basa también en el trabajo de Mestre. Esto tiene consecuencias sobre las curvas
sobre Q(t); pues por el Teorema de las Especializaciones, tenemos la existencia de una familia
infinita de curvas elipticas sobre Q de rango mayor o igual que 15. Esto no queda desestimado
porque se sepa que hay una curva de rango 28; pues precisamente se conoce una de ellas; mientras
que, pasando por la curva sobre QQ(¢) encontramos que las de rango mayor o igual que 15 son
infinitas.
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