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CAṔıTULO 1

Introducción

1. Resumen

En esta Tesis se estudian algunas ecuaciones diferenciales eĺıpticas que aparecen en diversas apli-
caciones que comentaremos más adelante.

Más precisamente los problemas a los que nos dedicaremos, son los de determinar condiciones
suficientes que garanticen la existencia de (una o múltiples) soluciones de ecuaciones del tipo{

Au = f(x, u) en Ω
u = 0 en ∂Ω

donde Ω es una región abierta, conexa y acotada de Rn, f : Ω × R → R es una función y A es un
operador diferencial eĺıptico de segundo orden.

2. Motivaciones

Las ecuaciones que nos dedicaremos a estudiar en esta Tesis aparecen en un sinnúmero de aplica-
ciones. Haremos ahora una deducción muy general de las mismas a partir de lo que se conoce como
Leyes de Conservación.

Consideremos una porción del espacio f́ısico Ω ⊂ Rn fija y para un volumen arbitrario U ⊂ Ω de
material se plantea como válida la siguiente relación de balance energético o principio de conservación:

d

dt
Q(U) = −Φ(∂U) + F(U),

donde Q(U) representa la enerǵıa contenida en U a tiempo t, Φ(∂U) es el flujo de enerǵıa saliente por
unidad de tiempo a través de la frontera ∂U y F(U) es la enerǵıa creada (o gastada) dentro de U por
unidad de tiempo.

De estas cantidades asumiremos que vienen dadas por las relaciones

Q(U) =
∫

U

e(x, t)ρ(x, t) dx

Φ(∂U) =
∫

∂U

φ(x, t) · n dS

F(U) =
∫

U

f(x, t) dx

donde e(x, t) representa una densidad de enerǵıa por unidad de masa, ρ(x, t) es la densidad de masa
del material, φ(x, t) es la tasa del flujo por unidad de superficie por unidad de tiempo y f(x, t) es la
densidad de enerǵıa creada por unidad de tiempo.
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4 1. INTRODUCCIÓN

Asumiremos que estamos en una situación de equilibrio con lo que la variación de enerǵıa es cero
(i.e. d

dtQ(U) = 0). Por ende se tiene

0 = −
∫

∂U

φ(x) · n dS +
∫

U

f(x) dx.

Aplicando el Teorema de la Divergencia, se obtiene∫
U

[
divφ+ f

]
dx = 0, para todo U ⊂ Ω.

de donde se deduce que
divφ+ f = 0, en Ω.

Esta es la llamada Ecuación de Continuidad.

Para estudiar esta ecuación, se utilizan las Leyes constitutivas. La más usual es la llamada Ley de
Fourier que establece que el flujo φ viene dado como un múltiplo del gradiente de un cierto potencial
u, i.e.

(1.1) φ = −k∇u,

donde k ≥ 0 es la llamada constante de difusividad térmica.

Esta ley constitutiva aparece en distintas ramas de la f́ısica y lleva diferentes nombre de acuerdo
a la interpretación que se haga de las variables. Por ejemplo

Si u representa una concentración qúımica, (1.1) es la Ley de difusión de Fick.
Si u representa una temperatura, (1.1) es la Ley de conducción térmica de Fourier.
Si u representa un potencial electrostático, (1.1) es la Ley de conducción eléctrica de Ohm.

Ver [17] para una discusión más detallada de estas aplicaciones.

Tanto la constante de difusividad k como la densidad de enerǵıa f pueden depender de diversas
cantidades. La suposición más amplia es que ambas dependan tanto de la ubicación espacial x, como
del valor de la temperatura en ese punto u(x) y del valor del gradiente de temperaturas ∇u(x). Es
decir, que

k = k(x, u,∇u), f = f(x, u,∇u).
Luego, llegamos a la siguiente ecuación

−div(k(x, u,∇u)∇u) + f(x, u,∇u) = 0, en Ω.

que es una ecuación diferencial de segundo orden eĺıptica cuasilineal en forma de divergencia.

La elipticidad significa que el coeficiente k es no negativo. Si 0 < ı́nf k ≤ sup k < ∞ la ecuación
se dice uniformemente eĺıptica. Si ı́nf k = 0 se dice eĺıptica degenerada y si sup k = ∞ se dice eĺıptica
singular.

El término cuasilineal, hace referencia a que la ecuación es lineal en las derivadas segundas de
u, pero los coeficientes que aparecen junto a esas derivadas segundas dependen (de manera no lineal)
tanto de u como de ∇u.

Del término de reacción f , nosotros haremos la suposición adicional de que es independiente de
∇u. Es decir que

f = f(x, u).

Al estudiar cierto tipo de fluidos, se observa que el coeficiente de difusión k depende exclusivamente
del gradiente ∇u. Estos son los llamados Fluidos No Newtonianos (ver, por ejemplo, [2]). Dentro de
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estas dependencias, la más simple es asumir que k viene dado por una potencia del valor absoluto del
gradiente, i.e.

k(x, u,∇u) = |∇u|α.

Con estas hipótesis, la ecuación a estudiar se reduce a

−div(|∇u|α∇u) + f(x, u) = 0, en Ω.

Lo usual en la literatura matemática es llamar α = p− 2 con lo que la ecuación se re escribe como

−div(|∇u|p−2∇u) + f(x, u) = 0, en Ω.

Este operador, div(|∇u|p−2∇u), se lo denomina el p−Laplaciano y se lo nota como ∆pu.

Observemos que cuando p = 2 coincide con el Laplaciano usual y es uniformemente eĺıptica. Si
p > 2 la ecuación resulta eĺıptica degenerada, mientras que si 1 < p < 2 la ecuación resulta eĺıptica
singular.

3. Historia del Problema

Es de imaginar que, visto la inmensa variedad de aplicaciones que tiene, este problema posee una
extensa historia y la lista de autores que han hecho contribuciones al mismo es interminable. Por lo
tanto, nos limitaremos a comentar sobre los resultados que más se relacionan con los de esta Tesis.

Los métodos variacionales para el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales, se remontan a
los trabajos de Euler del siglo XVIII. Sin embargo, los teoremas de min-max que se van a utilizar en
esta Tesis, pueden rastrearse al trabajo fundacional de L. Ljusternick y L. Schnirelman de 1934 [20].

Este Teorema fue luego ampliamente utilizado y generalizado en innumerables direcciones. Quizás
el art́ıculo más importante sobre el tema es de V. Benci y P.H. Rabinowitz de 1979 [4].

En directa relación con nuestro trabajo, no podemos dejar de mencionar el Teorema de J.T.
Schwartz de 1963 [22] en la que se generaliza el Teorema de Ljusternick-Schirelman a variedades
completas en un espacio de Banach.

En el caṕıtulo 2 y subsiguientes damos muestra de la relación existente entre los problemas varia-
cionales y las soluciones de las ecuaciones diferenciales descritas en la sección anterior.

Los métodos variacionales que describimos, precisan que las no-linealidades tengan un crecimiento
limitado por las inmersiones de Sobolev (cf. Caṕıtulo 2, sección 1). Más precisamente, se necesita que,
entre otras hipótesis,

|f(x, t)| ≤ C(1 + |t|p
∗−1),

donde p∗ = np/(n− p).

Para el caso modelo, f(x, t) = tr, es bien sabido que si r ≥ p∗ y el dominio Ω es estrellado con
respecto a un punto, la ecuación

−∆pu = ur−1

no tiene soluciones positivas (ver [10], Caṕıtulo 9, sección 4.2). Por lo cual el estudio del problema
cuando la no linealidad f(x, t) presenta un crecimiento cŕıtico posee una dificultad extra e intŕınseca.

Los trabajos fundamentales en el estudio de problemas con crecimiento cŕıtico son los de H. Brézis
y L. Nirenberg [5] y P.L. Lions [19] de 1983 y 1985 respectivamente. Ver también el trabajo de J.
Garćıa-Azorero e I. Peral [18] de 1991.

Queremos volver a remarcar que esta lista es sólo un listado, muy incompleto por cierto, de
los trabajos más relevantes para esta Tesis. Seguramente estamos olvidando muchas colaboraciones
fundamentales en el estudio de este problema.



6 1. INTRODUCCIÓN

4. Descripción de la Tesis

Esta Tesis, después de este caṕıtulo introductóreo, se divide en 5 caṕıtulos que pasamos a describir.

En el caṕıtulo 2, damos los preliminares necesarios para la comprensión de esta Tesis. Muchos de
los temas que ah́ı se incluyen son vistos en algunas materias de grado, pero hemos decidido incluirlos
para hacer que este trabajo sea lo más autocontenido posible.

En el caṕıtulo 3, demostramos uno de los teoremas fundamentales en el Cálculo de Variaciones, el
Teorema de Paso de la Montaña. Luego damos algunas extensiones y aplicaciones del mismo.

En el caṕıtulo 4, probamos un teorema debido a M. Struwe de 1981 [23] donde se dan condiciones
en la función f(x, t) para la existencia de, al menos, tres soluciones no triviales para la ecuación

−div(|∇u|p−2∇u) + f(x, u) = 0, en Ω,

complementada con condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas.

En el caṕıtulo 5, estudiamos lo que hoy es conocido como el Método de Compacidad por Concen-
tración que fuera introducido por P.L. Lions en 1995, [19] (ver también el art́ıculo clásico de H. Brézis
y L. Nirenberg [5] de 1983). Finalizando este caṕıtulo damos una primera aplicación del método a la
resolución de un problema semilineal con crecimiento cŕıtico (ver sección 2).

Finalmente, en el caṕıtulo 6, combinamos las ideas del Teorema de Struwe visto en el caṕıtulo 4 y
el Método de Compacidad por Concentración visto en el caṕıtulo 5 para estudiar el problema

−div(|∇u|p−2∇u) = |u|p
∗−2u+ λf(x, u), en Ω,

complementado con condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas, donde p∗ = np/(n − p) es el
exponente cŕıtico en la inmersión de Sobolev (cf. Caṕıtulo 2, sección 1) y la no linealidad f(x, t) tiene
crecimiento subcŕıtico.

En este caṕıtulo, en la sección 3, probamos la existencia de al menos tres soluciones no triviales.
Una positiva, una negativa y otra que cambia de signo.

Los resultados de este último caṕıtulo son originales de esta Tesis.



CAṔıTULO 2

Preliminares

1. Espacios de Sobolev

Para desarrollar el tema de Espacios de Sobolev, nos guiaremos del libro de Evans. Veamos primero
algunas definiciones básicas de los espacios de Sobolev.

Definición 2.1 (Derivada débil). Sea u ∈ L1
loc(Ω) decimos que u tiene derivada débil con respecto

de xi si existe v ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

uφxi
dx = −

∫
Ω

vφ dx ∀φ ∈ C1
c (Ω)

Dicho v es único y lo notamos v = uxi
.

Por inducción dada α ∈ Nn definimos Dαu, si existe, a la única función en L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

uDαφdx = (−1)|α|
∫

Ω

Dαuφ dx ∀φ ∈ C1
c (Ω)

Definición 2.2. Sea k ∈ N y 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos el espacio de Sobolev

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) ∀ |α| ≤ k}
Notamos W k,2(Ω) = Hk(Ω).

La norma de este espacio es:

‖u‖W k,p(Ω) =

∑
|α|≤k

‖Dαu‖p
Lp(Ω)

 1
p

=

∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|p
 1

p

Si p = ∞ definimos la norma como:

‖u‖W k,∞(Ω) =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖L∞(Ω)

Definición 2.3. Decimos que un converge a u en W k,p(Ω). Si ‖u− un‖ −→ 0.

Definición 2.4. Notamos con W k,p
0 (Ω) a la clausura de C∞c (Ω) en W k,p(Ω).

Enunciaremos un par de propiedades básicas la demostración queda como ejercicio para el lector.

Teorema 2.5. Sean u, v ∈W k,p(Ω) tenemos que:

1. Dαu ∈W k−|α|,p(Ω) y además

Dβ(Dαu) = Dα(Dβu) = Dα+βu

2. λu+ µv ∈W k,p(Ω) y además

Dα(λu+ µv) = λDαu+ µv

7



8 2. PRELIMINARES

3. V ⊂ Ω abierto, entonces u ∈W k,p(V )
4. Dada φ ∈ C∞c (Ω) entonces φu ∈W k,p(Ω) y además vale que

Dα(φu) =
∑
β≤α

(
α
β

)
DβφDα−βu

Teorema 2.6. W k,p(Ω) es una espacio de Banach. Más aún, si p = 2 es un Hilbert.

Demostración. Queremos ver que si {un} es una sucesión de Cauchy en W k,p(Ω) entonces existe
u ∈W k,p(Ω) tal que un −→ u.

Como {un} es de Cauchy entonces∑
|α|≤k

‖Dαun −Dαum‖p
Lp(Ω) −→ 0

Esto nos dice que {Dαun} es de Cauchy en Lp(Ω). Como Lp(Ω) es completo podemos afirmar que
existe vα ∈ Lp(Ω) tal que Dαun −→ vα en Lp(Ω) y existe u ∈ Lp(Ω) tal que un −→ u en Lp(Ω).
Alcanza con ver que vα = Dαu. Para ver que vα = Dαu tomamos ϕ ∈ C∞0 (Ω)∫

Ω

uDαϕdx = ĺım
∫

Ω

unD
αϕdx

= ĺım(−1)|α|
∫

Ω

Dαunϕdx

. Es decir, ∫
Ω

uDαϕdx = ĺım(−1)|α|
∫

Ω

Dαunϕdx

Concluimos, que vα = Dαu, que era lo que queŕıamos probar. �

Veamos ahora un teorema que nos permite aproximar una función en un espacio de Sobolev por
funciones regulares.

Definición 2.7. Dado Ω ⊂ Rn abierto y ε > 0, definimos el siguiente conjunto

Ωε = {x ∈ U : d(x, ∂Ω) > ε}

Definición 2.8. Consideramos la siguiente función

η(x) =

{
ce

−1
1−|x|2 en |x| > 1

0 en |x| ≥ 1

Donde c es tal que
∫

Rn η(x) dx = 1. Notemos que η ∈ C∞c (Rn) y que Sop(η) = B1(0).

Dado ε > 0 definimos ηε(x) := 1
εn η(x

ε ).

Definición 2.9. Decimos que V esta compactamente contenido en Ω si V ⊂ Ω y además V es
compacto. La notación que utilizaremos es V ⊂⊂ Ω.

Definición 2.10. Decimos que um −→ u en W k,p
loc (Ω) si um −→ u en W k,p

loc (V ) para cada V ⊂⊂ Ω.

Teorema 2.11 (Aproximación local por funciones regulares). Sea u ∈ W k,p(Ω) para algún 1 ≤
p <∞ y uε = ηε ∗ u en . Entonces:

1. uε ∈ C∞(Ωε) para cada ε > 0.
2. uε −→ u en W k,p

loc (Ω) cuando ε −→ 0.
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Demostración. Para ver 2, vamos a probar primero que si |α| ≤ k entonces Dαuε = ηε ∗Dαu
en Ωε. Dado x ∈ Ωε

Dαuε =Dα

∫
Ω

ηε(x− y)u(y) dy

=
∫

Ω

Dα
xηε(x− y)u(y) dy

=(−1)|α|
∫

Ω

Dα
y ηε(x− y)u(y) dy

Para x ∈ Ωε la función φ(y) := ηε(x− y) pertenece a C∞c (Ω). Entonces tenemos que∫
Ω

Dα
y ηε(x− y)u(y) dy = (−1)|α|

∫
Ω

ηε(x− y)Du(y) dy

Juntando las dos nos queda

Dαuε(x) =(−1)|α|+|α|
∫

Ω

ηε(x− y)Dαu(y) dy

=[ηε ∗Dαu](x)

Sea V ⊂⊂ Ω entonces Dαuε −→ Dαu en Lp(Ω) cuando ε −→ 0,para cada |α| ≤ k. Concluimos

‖uε − u‖p
W k,p(V )

=
∑
|α|≤k

‖Dαuε −Dαu‖p
Lp(V ) −→ 0

Esto prueba el item 2. �

Teorema 2.12 (Aproximación global por funciones regulares). Sea Ω acotado y sea u ∈W k,p(Ω)
para 1 ≤ p <∞.

Entonces existen funciones um ∈ C∞(Ω) ∩W k,p(Ω) tal que um −→ u en W k,p(Ω)

Demostración. Tenemos la siguiente descomposición Ω =
⋃

Ωi, donde

Ωi := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) >
1
i
} para (i = 1, 2, · · · )

Escribimos Vi = Ωi+3 − Ωi+1. Elegimos un conjunto abierto V0 ⊂ Ω tal que Ω =
⋃∞

i=0 Vi. Ahora
tomamos {ζi} una partición de la unidad subordinada a los conjuntos abiertos {Vi}, es decir,{

0 ≤ ζi ≤ 1 ζi ∈ C∞c (Vi)∑∞
i=0 ζi = 1 en Ω

Por las propiedades 2.5 sabemos ζi ∈W k,p(Ω), además sop(ζiu) ⊂ Vi.

Fijo δ > 0, elegimos εi > 0 suficientemente pequeño para que ui := ηεi ∗ (ζiu) cumpla que{
‖ui − ζiu‖W k,p(Ω) ≤ δ

2i+1 (i = 0, 1, · · · )
sop ui ⊂Wi (i = 1, · · · )

Para Wi := Ωi+4 − Ωi ⊃ Vi(i = 1, · · · )
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Escribimos v :=
∑∞

i=0 u
i , esta función es C∞(Ω) pues cada x esta en finitos sumandos. Como

u =
∑∞

i=0 ζiu, para cada V ⊂⊂ Ω, tenemos que:

‖u− v‖W k,p(V ) ≤
∞∑

i=0

‖ui − ζiu‖W k,p(Ω)

≤ δ
∞∑

i=0

1
2i+1

= δ

Tomando supremo sobre todos los conjuntos V ⊂⊂ Ω, concluimos entonces ‖v − u‖W k,p(Ω) ≤ δ �

Observación 2.13. um en general no son regulares hasta ∂Ω

Definición 2.14. Sea Ω ⊂ Rn abierto, decimos que ∂Ω es Ck, si para todo x0 ∈ ∂Ω existe
B = Br(x0) y γ : Rn−1 −→ R de clase Ck tal que

Ω ∩B = {x ∈ B : xn > γ(x1 · · ·xn−1)}

Teorema 2.15. sea Ω ⊂ Rn abierto acotado y ∂Ω de clase C1, u ∈ W k,p(Ω) para 1 ≤ p < ∞
entonces existe um ∈ C∞(Ω) ∩W k,p(Ω) tal que ‖u− un‖W k,p(Ω) −→ 0

Demostración. Fijo un punto x0 ∈ ∂Ω. Como ∂Ω es C1, existe r > 0 y una función γ : Rn−1 −→
R tal que

Ω ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r) : xn > γ(x1, · · · , xn−1)}
Sea V := Ω ∩B(x0, r

2 ).

Por otro lado, definimos xε := x + εen (x ∈ V, ε > 0), para un λ fijo tenemos que B(xε, ε) vive
en Ω ∩B(x0, r), para x ∈ V para ε > 0.

Ahora, definimos uε(x) = u(xε) (x ∈ V ),esta es la función u trasladada λε en la dirección de en.
Luego, vε = ηε ∗ uε y tenemos que vε ∈ C∞(Ω).

Veamos que vε −→ u en W k,p(V ). En efecto, ∀ |α| ≤ k

‖Dαvε −Dαu‖Lp(V ) ≤ ‖Dαvε −Dαuε‖Lp(V ) + ‖Dαuε −Dαu‖Lp(V ).

El lado derecho del segundo termino tiende a cero con ε debido a que la norma Lp es continua y el
primer termino tiende a 0 por argumentos similares a la demostración del Teorema 2.11.

Elegimos δ > 0. Como ∂Ω es compacta, podemos encontrar una cantidad finita de puntos x0
i ∈ ∂Ω,

radio ri > 0, correspondiente a los conjuntos Vi = Ω∩B(x0
i ,

ri

2 ) y funciones vi ∈ C∞(Vi) (i = 1, · · · , N)
tales que ∂Ω ⊂

⋃N
i=1B

0(x0
i ,

ri

2 ) y
‖vi − u‖W k,p(Vi) ≤ δ

Elegimos V0 ⊂⊂ Ω tal que Ω ⊂
⋃N

i=0 Vi y usando el Teorema 2.11 tenemos que existe v0 ∈ C∞(V 0)
que satisface:

‖v0 − u‖W k,p(V0) ≤ δ

Tomamos {ζi} una partición de la unidad subordinada a los conjuntos abiertos {Vi}N
i=0 en Ω. Definimos

v :=
∑N

i=0 ζivi. Notemos que v ∈ C∞(Ω).

‖Dαv −Dαu‖ ≤
N∑

i=0

‖Dα(ηiui)−Dα(ηiu)‖ =
N∑

i=0

‖Dα(ηi(ui − u))‖

=
N∑

i=0

∥∥∑
β≤α

(
α
β

)
DβηiD

α−β(ui − u)
∥∥
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Acotando por ‖Dβηi‖L∞(Ω), nos queda que

‖Dαv −Dαu‖ ≤
N∑

i=0

C‖ui − u‖W k,p(Vi) ≤ CNδ

Con esto termina la demostración �

Teorema 2.16 (Teorema de extensión). Sea Ω un abierto acotado y ∂Ω es C1. Sea V un conjunto
abierto y acotado tal que Ω ⊂⊂ V . Entonces existe un operador acotado

E : W 1,p(Ω) −→W 1,p(Rn)

Tal que para cada u ∈W 1,p(Ω):

1. Eu = u en casi todo punto de Ω.
2. Eu tiene soporte contenido en V
3. ‖Eu‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) La constante C depende solo de p ,Ω y V

Definición 2.17. Nosotros llamamos Eu a la extensión de u a Rn

Demostración. Fijo x0 ∈ ∂Ω y supongo primero que ∂Ω chata cerca de x0, podemos asumir que
existe una bola B,con centro x0 y radio r, tal que{

B+ := B ∩ {xn ≥ 0} ⊂ Ω
B− := B ∩ {xn ≤ 0} ⊂ Rn − Ω

Suponemos que u ∈ C∞(Ω). Definimos

u(x) :=

{
u(x) si x ∈ B+

−3u(x1, · · · , xn−1,−xn) + 4u(x1, · · · , xn−1,−xn

2 ) si x ∈ B−

Para ver que u ∈ C1(B). Definimos u− = u|B− , u+ := u|B+ . Demostremos primero u−xn
= u+

xn
en

{xn = 0}.
Por la definición de u tenemos que:

∂u−

∂xn
= 3

∂u

∂xn
(x1, · · · , xn−1,−xn)− 2

∂u

∂xn
(x1, · · · , xn−1,−

xn

2
)

Entonces

u−xn
|{xn=0} = u+

xn
|{xn=0} =

∂u

∂xn
(x1, · · · , xn−1, 0)

Ahora, como u+ = u− en {xn = 0}, vimos que:

u−xi
|xn=0 = u+

xi
|xn=0 para i = 1, · · · , n− 1

Es decir, tenemos que:
Dαu−|xn=0 = Dαu+|xn=0

y esto vale |α| ≤ 1 se sigue entonces que u ∈ C1(B).

Usando esto podemos ver que:

‖u‖W 1,p(B) ≤ C‖u‖W 1,p(B+)

Para alguna constante que no depende de u.

Consideramos ahora, la situación tal que ∂Ω no es necesariamente chata cerca de x0. Podemos
encontrar una función Φ ∈ C1, con inversa Ψ, tal que Φ ”endereza a la ∂Ω cerca de x0”.
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Escribimos y = Φ(x), x = Ψ(y), u′(y) := u(Ψ(y)). Elegimos B una bola pequeña para que cumpla
lo pedido. Luego, como antes extendemos u′ de B+ a u′ que esta definida en toda la bola y como antes
tenemos la acotación:

‖u′‖W 1,p(B) ≤ C‖u′‖W 1,p(B+)

Sea W := Ψ(B), regresando con el cambio de variables, obtenemos una extensión u de u a W , con

‖u‖W 1,p(W ) ≤ C‖u‖W 1,p(U)

Como ∂Ω es compacta, existen finitos puntos x0
i ∈ ∂Ω, conjuntos abiertos Wi y extensiones ui de u a

Wi, tal que Γ ⊂
⋃N

i=0. Tomemos W0 ⊂⊂ Ω tal que Ω ⊂
⋃N

i=0Wi y tenemos una partición de la unidad
asociada. Escribimos u :=

∑N
i=0 ζiui, donde u0 = u. Y usando las estimaciones anteriores, para ui, ui

obtenemos que
‖u‖W 1,p(W ) ≤ C‖u‖W 1,p(U)

Para alguna constante C que no depende de u. Además podemos arreglar el soporte de u para que
este contenido en V ⊃⊃ Ω.

Vamos a notar Eu := u y observamos que las funciones u 7−→ Eu es lineal.

Hasta acá, teńıamos u ∈ C∞(Ω). Suponemos ahora que u ∈W 1,p(Ω) y elegimos um ∈ C∞(Ω) que
converge a u. Por la estimación que ya hicimos y por linealidad, tenemos que:

‖Eum − Eul‖W 1,p(Rn) ≤ C‖um − ul‖W 1,p(Ω)

Por lo tanto, sabemos que {Eum} es una sucesión de Cauchy y converge a u := Eu. Esta extensión,
no depende de la elección de la sucesión que aproxima y satisface las condiciones del teorema. �

Teorema 2.18 (De trazas). Suponemos Ω es acotado y ∂Ω es C1. Entonces existe un operador
lineal acotado.

T : W 1,p(Ω) −→ Lp(∂Ω)

tal que:

1. Tu = u|∂Ω si u ∈W 1,p(Ω) ∩ C(Ω).
2.

‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω)

Para cada u ∈W 1,p(Ω), con la constante C depende solo de p y Ω.

Definición 2.19. Llamamos Tu a la traza de u en ∂Ω.

Demostración. Suponemos primero u ∈ C1(Ω). Suponemos x0 ∈ ∂Ω y ∂Ω es chata cerca x0.
Elegimos una bola abierta B como en la prueba anterior y B̂ es la bola de concentración con radio r

2 .

Elegimos ζ ∈ C∞c (B), con ζ ≥ 0 en B, ζ = 1 en B̂. Notamos Γ a la porción ∂Ω dentro de B̂.
Entonces, ∫

Γ

|u|p dx′ ≤
∫

xn=0

ζ|u|p dx′ = −
∫

B+
(ζ|u|p)xn

dx

=−
∫

B+
|u|pζxn

+ p|u|p−1(sgnu)uxn
ζ dx

≤C
∫

B+
|u|p + |∇u|p dx

En la última acotación estamos desigualdad de Young.
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Si x0 ∈ ∂Ω, pero ∂Ω no es chata cerca de x0, entonces la enderezamos como hicimos antes.
Aplicando la acotación anterior tenemos que∫

Γ

|u|p ds ≤ C

∫
Ω

|u|p + |∇u|p dx

Como ∂Ω es compacta, existen finitos x0
i ∈ ∂Ω y conjuntos abiertos Γi ⊂ ∂Ω (i = 1, · · · , N) tal que

∂Ω =
⋃N

i=1 Γi y
‖u‖Lp(Γi) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) (i = 1, · · · , N)

Por lo tanto, si notamos
Tu := u|∂Ω

Entonces
‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω)

Para alguna constante C apropiada, que no depende de u.

Hasta acá, supońıamos u ∈ C1(Ω). Ahora, suponemos u ∈ W 1,p(Ω). Entonces existen funciones
um ∈ C∞(Ω) que convergen a u en W 1,p(Ω).Por lo anterior tenemos,

‖Tum − Tul‖Lp(∂Ω) ≤ C‖um − ul‖W 1,p(Ω)

Esto nos dice que {Tum} es una sucesión de Cauchy. Podemos definir, entonces

Tu := ĺım
m−→∞

Tum

Esta definición no depende de la sucesión que aproxima. �

Teorema 2.20. Sea Ω acotado y ∂Ω ∈ C1. Suponemos u ∈W 1,p(Ω). Entonces,

u ∈W 1,p(Ω) si y solo si Tu = 0 en ∂Ω

Demostración. Dada u ∈W 1,p
0 (Ω) sabemos que existe un sucesión de funciones {um} ⊂ C∞c (Ω)

tal que um −→ u en W 1,p(Ω). Es claro que, Tum = 0 y por la continuidad del operador traza, que
vimos en el Teorema 2.18 concluimos que Tu = 0. La otra implicación es más complicada y puede
verse en el libro de Evans. �

Al estudiar los Espacios de Sobolev,surge una pregunta: ¿Si u ∈ W 1,p(Ω) podemos asegurar que
automáticamente u pertenece a otro espacio?. La respuesta es que si y a que espacio, depende de p.

1. 1 ≤ p < n
2. p = n
3. n < p ≤ ∞

Primero veremos la Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, para esto vamos a suponer 1 ≤ p < n.
El objetivo es obtener una acotación del tipo

‖u‖Lq(Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn)

Para alguna C > 0, 1 ≤ q <∞ y para toda función u ∈ C∞(Rn). Nos interesa que la constante C y q
no dependa de u.

Primero vamos a ver que para una desigualdad como la que propusimos, q no puede ser arbitrario.
Para esto, elijamos u ∈ C∞c (Rn), u 6≡ 0 y definimos para λ > 0

uλ(x) := u(λx) (x ∈ Rn)

Si aplicamos la desigualdad a uλ, tenemos:

‖uλ‖Lq(Rn) ≤ C‖∇uλ‖Lp(Rn)
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Además, ∫
Rn

|uλ|q dx =
∫

Rn

|u(λx)|q dx =
1
λn

∫
Rn

|u(y)|q dy

Y también ∫
Rn

|∇uλ|p dx = λp

∫
Rn

|∇u(λx)|p dx =
λp

λn

∫
Rn

|∇u(y)|p dy

Reemplazando en la desigualdad para uλ nos queda
1
λ

n
q
‖u‖Lq(Rn) ≤ C

λ

λ
n
p
‖∇u‖Lp(Rn)

Es decir,
‖u‖Lq(Rn) ≤ Cλ1−n

p + n
q ‖∇u‖Lp(Rn)

Pero si 1− n
p + n

q 6= 0 y hacemos tender λ a 0 o a ∞, según corresponda, obtenemos una contradicción,
con el hecho de que u 6≡ 0. Por lo tanto, necesitamos que 1− n

p + n
q = 0. Es decir, 1

q = 1
p −

1
n , q = np

n−p .

Este razonamiento motiva la siguiente definición.

Definición 2.21. Si 1 ≤ p < n, el conjugado de Sobolev de p es

p∗ :=
np

n− p

Notemos que
1
p∗

=
1
p
− 1
n
, p∗ > p

Teorema 2.22 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Suponemos 1 ≤ p < n. Entonces
existe una constante C, que depende solo de p y n, tal que

‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn)

Para toda u ∈ C1
c (Rn)

Demostración. Observemos que si vale la desigualdad para p = 1 entonces vale para 1 ≤ p < n.
En efecto, si tenemos (∫

Rn

|u|
n

n−1 dx

)n−1
n

≤
∫

Rn

|∇u| dx u ∈ C1
c (Rn)

Si aplicamos la desigualdad para v := |u|γ nos queda(∫
Rn

|u|
γn

n−1 dx

)n−1
n

≤ C

∫
Rn

|∇|u|γ | dx

Por otro lado usando que ∇(|u|γ) = γ|u|γ−1sgn(u)∇u y Hölder, sabemos que:(∫
Rn

|u|
γn

n−1 dx

)n−1
n

≤Cγ
∫

Rn

|u|γ−1|∇u| dx

≤ Cγ

(∫
Rn

|u|(γ−1)p′ dx

) 1
p′
(∫

Rn

|∇u|p dx
) 1

p

Elegimos γ tal que γn
n−1 = (γ − 1)p′, donde p′ = p

p−1 . Es decir γ = p(n−1)
n−p y γn

n−1 = p∗.

Reemplazando nos queda(∫
Rn

|u|p
∗
dx

)n−1
n

≤ C
p(n− 1)
n− p

(∫
Rn

|u|p
∗
dx

) p−1
p
(∫

Rn

|∇u|p dx
) 1

p



1. ESPACIOS DE SOBOLEV 15

Si pasamos dividiendo obtenemos(∫
Rn

|u|p
∗
dx

) 1
p∗

≤ C
p(n− 1)
n− p

(∫
Rn

|∇u|p dx
) 1

p

Veamos el caso p = 1. Recordemos la Desigualdad de Hölder generalizada

Observación 2.23 (Hölder generalizado). Si pi > 1 i = 1, · · · , n y
∑n

i=1
1
pi

= 1.

Entonces ∫
Rn

∏
ui dx ≤

n∏
i=1

‖ui‖Lpi (Rn)

Consideramos

u(x) =
∫ x

−∞
uxi

(x1, · · · , xi−1, yi, xi+1, · · · , xn) dyi 1 ≤ i ≤ n

Entonces tenemos la siguiente acotación

|u(x)| ≤
∫ ∞

−∞
|∇u(· · · , yi, · · · )| dyi

Luego,

|u(x)|
n

n−1 ≤
n∏

i=1

(∫ ∞

−∞
|∇u(· · · , yi, · · · )| dyi

) 1
n−1

Integrando respecto de la variable x1 obtenemos∫ ∞

−∞
|u|

n
n−1 dx1 ≤

∫ ∞

−∞

n∏
i=1

(∫ ∞

−∞
|∇u| dyi

) 1
n−1

dx1

=
(∫ ∞

−∞
|∇u| dy1

) 1
n−1

∫ ∞

−∞

n∏
i=2

(∫ ∞

−∞
|∇u| dyi

) 1
n−1

dx1

≤
(∫ ∞

−∞
|∇u| dy1

) 1
n−1

(
n∏

i=2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dyi

) 1
n−1

La última desigualdad proviene de aplicar la desigualdad de Hölder generalizada.

Ahora, integramos respecto a x2∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|u|

n
n−1 dx1 dx2

≤
(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dy2

) 1
n−1

∫ ∞

−∞
I

1
n−1
i dx2

Donde

I1 :=
∫ ∞

−∞
|∇u| dy1

Ii :=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dyi (i = 3, · · · , n)
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Aplicando otra vez Desigualdad de Hölder generalizada, obtenemos∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|u|

n
n−1 dx1 dx2

≤
(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dy2

) 1
n−1

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u| dy1 dx2

) 1
n−1

n∏
i=3

(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 dx2 dyi

) 1
n−1

.

Continuamos integrando respecto de las otras variables x3, · · · , xn y notamos que∫
Rn

|u|
n

n−1 dx ≤
n∏

i=1

(∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
|∇u| dx1 · · · dyi · · · dxn

) 1
n−1

=
(∫

Rn

|∇u| dx
) n

n−1

.

�

Teorema 2.24. Sea Ω ⊂ Rn abierto acotado, ∂Ω ∈ C1 , 1 ≤ q ≤ p∗ y 1 ≤ p < n. Entonces
W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) y existe una constante C = C(n, p, q,Ω) tal que

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω)

Demostración. Sea u ∈W 1,p(Ω) entonces por Teorema de Extensión 2.16 existe u ∈W 1,p(Rn),
con sopu compacto tal que u|Ω = u y además

‖u‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω)

Sean um ∈ C∞c (Rn) tales que um −→ u entonces W 1,p(Rn). Luego por la desigualdad 2.22 tenemos
que:

‖um − ul‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇um −∇ul‖Lp(Rn) ≤ C‖um − ul‖W 1,p(Rn)

Como el último termino tiende a 0, podemos concluir que {um} es una sucesión de Cauchy en Lp∗(Rn).
Luego, tenemos que un −→ u en Lp∗(Rn).

Por otra parte, usando nuevamente la desigualdad 2.22, sabemos que:

‖um‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇um‖Lp(Rn)

Pasando al limite, tenemos que
‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn)

Juntando esto con la cota dada por el Teorema de extensión 2.16 podemos construir la siguiente cadena
de desigualdades

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤‖u‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇u‖Lp(Rn)

≤C‖u‖W 1,p(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω)

Hasta acá probamos la desigualdad para p∗, veamos que vale para 1 ≤ q ≤ p∗. Usando Hölder resulta
que (∫

Ω

|u|q dx
) 1

q

≤
(∫

Ω

|u|qα dx

) 1
qα
(∫

Ω

1α′ dx

) 1
α′

Si elegimos α = p∗

q obtenemos la desigualdad buscada �
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Teorema 2.25 (Desigualdad de Poincaré). Si u ∈W 1,p
0 (Ω) entonces

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω)

Demostración. Sea u ∈W 1,p
0 (Ω) sabemos que existe {un} ∈ C∞c (Ω) ⊂ C∞c (Rn) tal que un −→ u

en W 1,p(Ω). Si aplicamos la desigualdad 2.22 tenemos que

‖un‖Lp∗ (Rn) ≤ C‖∇un‖Lp(Rn)

Como la constante C no depende del dominio y las funciones poseen soporte compacto contenido en
Ω, podemos reescribir la desigualdad anterior de la siguiente forma:

‖un‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖∇un‖Lp(Ω)

Usando las mismas técnicas que utilizamos en la demostración anterior podemos concluir que un −→ u
en Lp∗(Ω). Esto nos permite pasar al limite en la desigualdad anterior y aśı obtener:

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω)

Que era lo que queŕıamos probar. �

Observación 2.26. La desigualdad de Poincaré, nos dice que en W 1,p
0 (Ω) , las normas ‖ · ‖W 1,p(Ω)

y ‖∇ · ‖Lp(Ω) son equivalentes. Esto sera usado en muchas de las demostraciones que incluiremos en
esta tesis.

Antes de ver la desigualdad de Morrey, que es el caso n < p <∞ debemos introducir una definición.

Definición 2.27. Sea Ω un abierto acotado definimos el espacio

Cα(Ω) = C0,α(Ω) ={u : Ω −→ R continuas tales que |u(x)− u(y)| < C|x− y|α}

={u : Ω −→ R continuas tales que sup
x6=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

<∞}

La norma en este espacio esta definida de la siguiente forma:

‖u‖Cα(Ω) := ‖u‖L∞(Ω) + [u]α,Ω

Donde [u]α,Ω = supx6=y
|u(x)−u(y)|
|x−y|α

Observación 2.28. (Cα(Ω), ‖ · ‖Cα(Ω)) es completo

Definición 2.29.

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) : Dβu ∈ C0,α(Ω) ∀ |β| ≤ k}
La norma de este espacio es:

‖u‖Ck,α(Ω) =
∑
|β|≤k

‖Dβu‖Cα(Ω)

Teorema 2.30 (Desigualdad de Morrey). Sea n < p ≤ +∞. Entonces existe una constante
C = C(n, p) tal que

‖u‖Cα(Rn) ≤ ‖u‖W 1,p(Rn) α = 1− n

p
∀u ∈ C1

c (Rn)

Demostración. Sea B = Br(x) entonces existe C = C(n) tal que:

(2.1) –
∫
–

B(x,r)

|u(y)− u(x)| dy ≤ C

∫
B(x,r)

|Du(y)|
|y − x|n−1

dy

La desigualdad (2.1) la probaremos más adelante.
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Por otro lado, por desigualdad triangular sabemos que:

|u(x)| ≤ |u(x)− u(y)|+ |u(x)|
Si integramos en B1(x) y dividimos por la medida de B1 a los dos lados de la desigualdad anterior
obtenemos:

|u(x)| ≤ –
∫
–

B1(x)

|u(x)− u(y)| dy + –
∫
–

B1(x)

|u(y)| dy

Notemos I1 = –
∫
–

B1(x)
|u(x)− u(y)| dy e I2 = –

∫
–

B1(x)
|u(y)| dy. Acotemos primero I2, usando Hölder

I2 =
1

|B1(x)|

∫
B1(x)

|u(y)| dy ≤ 1
|B|

(∫
B

|u(y)|p dy
) 1

p

|B|
1
p′

≤‖u‖Lp(Rn)|B(x, 1)|
1
p′−1

Acotemos I1 usando la desigualdad (2.1) y Hölder

I2 =–
∫
–

B(x,r)

|u(y)− u(x)| dy ≤ C

∫
B(x,r)

|Du(y)|
|y − x|n−1

dy

≤C

(∫
B1(x)

|∇u(y)|p dy

) 1
p
(∫

B1(x)

1
|x− y|(n−1)p′

dy

) 1
p′

Observemos que
(∫

B1(x)
1

|x−y|(n−1)p′ dy
) 1

p′
<∞ si y solo si (n− 1)p′ < n, es decir p > n.

Juntando la acotación de I1 e I2 tenemos que:

|u(x)| ≤ C(n, p)‖u‖W 1,p(Rn)

Luego,
‖u‖∞ ≤ C‖u‖W 1,p(Rn)

Por otro lado, usando desigualdad triangular tenemos

|u(x)− u(y)| ≤ |u(x)− u(z)|+ |u(z)− u(y)|
Llamamos r = |x− y| y definimos W = Br(x) ∩Br(y). Luego, si integramos sobre W y dividimos por
la medida del mismo resulta que:

|u(x)− u(y)| ≤ –
∫
–

W

|u(x)− u(z)| dz + –
∫
–

W

|u(z)− u(y)| dz

Llamaremos I1 = –
∫
–

W
|u(x)−u(z)| dz e I2 = –

∫
–

W
|u(z)−u(y)| dz. Vamos a acotar I1 usando la desigualdad

(2.1).

–
∫
–

W

|u(x)− u(z)| dz ≤|B(x, r)|
|W |

–
∫
–

B(x,r)

|u(x)− u(z)| dz ≤ C

∫
B(x,r)

|∇u(z)|
|x− z|n−1

dz

≤C
(∫

Rn

|∇u(z)|p dz
) 1

p

(∫
B(x,r)

1
|x− z|(n−1)p′

dz

) 1
p′

Además tenemos que:(∫
B(x,r)

1
|x− z|(n−1)p′

dz

) 1
p′

= C
(
rn−(n−1)p′

) 1
p′ = Cr1−

n
p

De manera análoga se acota I2. Por lo tanto, obtenemos que:

|u(x)− u(y)| ≤ C‖∇u‖Lp(Rn)|x− y|1−
n
p
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Es decir,

[u]1−n
p

= sup
x6=y

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|1−

n
p

}
≤ C‖∇u‖Lp(Rn)

Entonces hemos probado lo que necesitamos, pues juntando las acotaciones anteriores tenemos

‖u‖
C

1−n
p (Rn)

= ‖u‖∞ + [u]1−n
p
≤ C‖u‖W 1,p(Rn)

Probemos ahora, la desigualdad (2.1). Sea w ∈ ∂B(0, 1), 0 < s < r, y = x+ sw, entonces

|u(y)− u(x)| ≤|u(x+ sw)− u(x)| =
∣∣∣∣∫ s

0

d

dt
u(x+ tw) dt

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ s

0

∇u(x+ tw)w dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ s

0

|∇u(x+ tw)| dt

En la última desigualdad estamos usando Cauchy Schwartz y que |w| = 1. Integrando sobre ∂B(0, 1)
en la desigualdad anterior y usando el siguiente cambio de variables y = x+tw y t = |x−y|, obtenemos
que: ∫

∂B(0,1)

|u(x+ sw)− u(x)| dw ≤
∫

∂B(0,1)

∫ s

0

|∇u(x+ tw)| dtdw

=
∫

∂B(0,1)

∫ s

0

|∇u(x+ tw)| t
n−1

tn−1
dtdw

=
∫

B(x,s)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy

≤
∫

B(x,r)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy

Observemos que de acá se deduce fácilmente la desigualdad que queremos probar. En efecto,∫
B(x,r)

|u(y)− u(x)| dy =
∫ r

0

∫
∂B(0,1)

|u(x+ sw)− u(x)|sn−1 dw ds

≤
∫ r

0

sn−1 ds

∫
B(x,r)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy

≤r
n

n

∫
B(x,r)

|∇u(y)|
|x− y|n−1

dy

�

Teorema 2.31 (Estimaciones para W 1,p , n < p ≤ ∞). Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado
y suponemos ∂Ω ∈ C1. Sea n < p ≤ ∞ y u ∈ W 1,p(Ω). Existe entonces u∗ ∈ C0,γ(Ω), con γ = 1− n

p ,
un representante de u tal que se tiene la estimación

‖u∗‖C0,γ(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω).

La constante C depende sólo de p, n y Ω.

Demostración. Como ∂Ω es C1, por el Teorema de extensión 2.16 existe Eu = u ∈ W 1,p(Rn)
tal que 

u = u en Ω
u tiene soporte compacto
‖u‖W 1,p(Rn) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω)

Como u tiene soporte compacto, sabemos que existen funciones um ∈ C∞c (Rn) tal que um −→ u en
W 1,p(Rn).
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Ahora por la desigualdad de Morrey 2.30, tenemos que

‖um − ul‖
C

0,1−n
p (Rn)

≤ C‖um − ul‖W 1,p(Rn)

Luego um es de Cauchy en C0,1−n
p (Rn), por lo tanto, existe u∗ tal que um −→ u en C0,1−n

p (Rn).
Podemos concluir entonces que u = u∗ y como u = u en casi todo punto, tenemos que u∗ = u en casi
todo punto de Ω.

Además, por Desigualdad de Morrey 2.30 también sabemos que

‖um‖
C

0,1−n
p (Rn)

≤ C‖um‖W 1,p(Rn)

Pasando al limite obtenemos la siguiente desigualdad:

‖u∗‖
C

0,1−n
p (Rn)

≤ C‖u‖W 1,p(Rn)

Esto completa la demostración. �

El Teorema que enunciaremos a continuación no lo vamos a utilizar, lo enunciamos por completitud.
La demostración del mismo puede verse en el Evans.

Teorema 2.32 (Desigualdad general de Sobolev). Sea Ω ⊂ Rn un abierto acotado, con ∂Ω ∈ C1.
Suponemos u ∈W k,p(Ω).

Si k < n
p , entonces u ∈ Lq(Ω), donde 1

q = 1
p −

k
n . Además tenemos la siguiente acotación

‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖W k,p(Ω),

La constante C depende solo de k, p, n y de Ω.
Si k > n

p , entonces u ∈ Ck−[ n
p ]−1,γ(Ω), donde:

γ =

{
[n
p ] + 1− n

p , si n
p no es entero

Cualquier numero positivo < 1, si n
p no es entero

Además tenemos la acotación

‖u‖
C

k−[ n
p

]−1,γ
(Ω)

≤ C‖u‖W k,p(Ω)

Donde la constante C depende solo de k, p, n, γ y Ω.

Al probar el Teorema de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 2.22 sabemos que W 1,p(Ω) esta incluido
en Lp∗(Ω) para 1 ≤ p < n, p∗ = np

n−p . Ahora vamos a demostrar que W 1,p(Ω) esta compactamente
contenido en Lq(Ω) para 1 ≤ q < p∗.

Teorema 2.33 (Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov). Sea Ω ⊂ Rn abierto y acotado,
∂Ω ∈ C1 para 1 ≤ p < n. Entonces W 1,p(Ω) ⊂⊂ Lq(Ω) para 1 ≤ q < p∗.

Demostración. Sea {um} ⊂W 1,p(Ω) acotada. Por teorema 2.24 tenemos que

‖um‖Lq(Ω) ≤ C‖um‖W 1,p(Ω) < C <∞ ∀n para 1 ≤ q < p∗

Queremos ver que existe {umj} una sucesión de Cauchy en Lq(Ω).

Por el Teorema de extensión 2.16 podemos suponer que um ∈ W 1,p(Rn) y sop um ⊂ V acotado,
para todo m. Además supm ‖um‖W 1,p(Rn) <∞.

Sea uε
m = ρε ∗um ∈ C∞c (Rn), podemos suponer que sopuε

m ⊂ V . Veamos que uε
m −→ um en Lq(V )

uniformemente en m. Suponemos um ∈ C1
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uε
m(x)− um(x) =

∫
Bε

ρε(um(x− y)− um(x)) dy

=
∫

B1(0)

ρ(y)(um(x− εy)− um(x)) dy

=
∫

B1(0)

ρ(y)
∫ 1

0

d

dt
um(x− εty) dt dy

=− ε

∫
B1

ρ(y)
∫ 1

0

∇um(x− εty)y dt dy

Ahora integramos sobre V y hacemos la siguiente sustitución: z = x− εty∫
V

|uε
m(x)− um(x)| dx ≤ε

∫
B1(0)

ρ(y)
∫ 1

0

∫
V

|∇um(x− εty)| dx dt dy

≤ε
∫

B1(0)

ρ(y)
∫ 1

0

‖∇um‖L1(V ) dt dy

=ε‖∇um‖L1(V )

Si {um} no es C1, obtenemos la desigualdad anterior por densidad. Resumiendo, nos queda:∫
V

|uε
m(x)− um(x)| dx ≤ε

∫
V

|∇um(y)| dy

≤εC‖∇um‖Lp(V ) ≤ εC

Esta última desigualdad proviene del hecho que supm ‖um‖W 1,p(Ω) <∞. Entonces como C no depende
de m, sabemos que uε

m −→ um en L1(V ), uniformemente en m.

Por otro lado, recordemos la desigualdad de interpolación:

‖v‖Lθ(V ) ≤ ‖v‖θ
Ls(V )‖v‖

1−θ
Lr(V ) para

1
q

=
θ

s
+
θ

r
, 0 < θ < 1

Como 1 ≤ q < p∗, usando la desigualdad de interpolación, sabemos que:

‖uε
m − um‖Lq(V ) ≤ ‖uε

m − um‖θ
L1(V )‖u

ε
m − um‖1−θ

Lp∗ (V )

Donde 1
q = θ + (1−θ)

p∗ , 0 < θ < 1.

Además, por Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 2.22 tenemos que

‖uε
m − um‖Lp∗ (V ) ≤ C‖uε

m − um‖W 1,p(V ) ≤ C

Como C es uniforme en m y ‖uε
m − um‖θ

L1(V ) −→ 0. Podemos concluir que

(2.2) ‖uε
m − um‖Lq(V ) −→ 0

Por otra parte, si logramos ver que para todo ε > 0 fijo, la sucesión {uε
m} es equicontinua y equiacotada,

por el teorema de Arzela-Ascoli podemos garantizar que existe una subsucesión {uε
mj
} uniformemente

de Cauchy, es decir,
‖uε

mj
− uε

ml
‖L∞(V ) −→ 0

Luego, se deduce fácilmente que

ĺım sup
j,l−→∞

‖uε
mj
− uε

ml
‖Lq(V ) = 0

Notemos que por desigualdad triangular

‖umj
− uml

‖Lq(V ) ≤ ‖umj
− uε

mj
‖Lq(V ) + ‖uε

mj
− uε

ml
‖Lq(V ) + ‖uε

ml
− uml

‖Lq(V )
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Además, por (2.2) sabemos que, dado δ > 0 podemos elegir ε > 0 tal que:

‖umj − uε
mj
‖Lq(V ) <

δ

2
y ‖uε

ml
− uml

‖Lq(V ) <
δ

2
Juntando todo nos queda que

ĺım sup
jl−→∞

‖umj
− uml

‖Lq(V ) < δ ∀ δ > 0

Resumiendo para terminar la demostración resta ver que {uε
m} es equiacotada y equicontinua. Veamos

primero que es equiacotado, para esto vamos a usar Hölder y el Teorema 2.24.

|uε
m(x)| ≤

∫
Bε(x)

ρε(x− y)|um(y)| dy ≤ ‖ρε‖L∞(Rn)‖um‖L1(Rn)

≤C 1
εn
‖ρ‖L∞(Rn)‖um‖W 1,p(Rn) ≤

C

εn

Veamos ahora equicontinuidad

|∇uε
m(x)| ≤

∫
Bε(x)

|∇ρε(x− y)||um(y)| dy

Recordando que ∇ρε(z) = 1
εn+1∇ρ( z

ε ). Obtenemos aśı la siguiente acotación.

|∇uε
m(x)| ≤ 1

εn+1
‖∇ρ‖L∞(Rn)‖um‖L1(V ) ≤

C

εn+1

Con esto nos alcanza para probar la equicontinuidad.

�

2. Operadores de Nemitzki

Definición 2.34 (función de Carathéodory). Sea Ω ⊆ Rn un dominio acotado y sea g satisfacien-
do:

1. g ∈ C(Ω× R,R)
2. Existen constantes r, s ≥ 1 y a1, a2 ≥ 0 tales que

|g(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|
r
s ∀x ∈ Ω ξ ∈ R

Entonces decimos que g es una función de Carathéodory.

Dada una función de Carathéodory, se define el siguiente operador: Ng : ϕ(x) 7−→ g(x, ϕ(x)).

Respecto a este operador, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.35. Sea g una función de Carathéodory. Eentonces la aplicación Ng definida por
ϕ(x) 7→ g(x, ϕ(x)) verifica que Ng ∈ C(Lr(Ω), Ls(Ω)).

Demostración. Si u ∈ Lr(Ω) entonces,∫
Ω

|g(x, u(x))|s dx ≤
∫

Ω

(a1 + a2|u|
r
s )s dx ≤ a3

∫
Ω

(1 + |u|r) dx

Esto nos muestra que g : Lr(Ω) −→ Ls(Ω).

Para probar la continuidad observamos que g es continua en ϕ si y solo si f(x, z(x)) = g(x, z(x) +
ϕ(x))− g(x, ϕ(x)) es continua en z = 0.

Podemos suponer sin perdida de generalidad que g(x, 0) = 0. Queremos ver que, dado ε > 0 existe
δ > 0 tal que ‖u‖L2(Ω) ≤ δ entonces ‖g(·, u)‖Ls(Ω) ≤ ε.
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Debido a la continuidad de g y que g(x, 0) = 0, tenemos que dado ε̂ > 0 existe δ̂ > 0 tal que
|g(x, ξ)| ≤ ε̂ si x ∈ Ω y |ξ| ≤ δ̂.

Sea u ∈ Lr(Ω) con ‖u‖Lr(Ω) ≤ δ y definimos el siguiente conjunto

Ω1 = {x ∈ Ω : |u(x)| ≤ δ̂}

Luego, ∫
Ω

|g(x, u(x))|s dx ≤ ε̂s|Ω1| ≤ ε̂s|Ω|

Elegimos ε̂ tal que ε̂s|Ω| ≤ ε
2

s.

Sea Ω2 = Ω− Ω1 acotando, nos queda

(2.3)
∫

Ω

|g(x, u(x))|s dx ≤ a3(|Ω2|+ δr)

Además

δr ≥
∫

Ω2

|u|r dx ≥ δ̂r|Ω2|

Es decir |Ω2| ≤ (δ 1
δ̂
)r. Combinando con (2.3)∫

Ω2

|g(x, u(x))|s dx ≤ a3(1 + δ̂−r)δr

Elegimos δ tal que a3(1 + δ̂−r)δr < ε
2 .

Esto implica que
‖g(·, u)‖Ls(Ω) ≤ ε si ‖u‖Lr(Ω) ≤ δ

�

Corolario 2.36. Sea Ω ⊆ Rn un dominio acotado y sea g satisfaciendo:

1. g ∈ C(Ω× R,R)
2. Existen constantes s ≥ 1 y a1, a2 ≥ 0 tales que

|g(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|s ∀x ∈ Ω ξ ∈ R

Si uk ⇀ u en W 1,p(Ω) entonces g(x, uk(x)) −→ g(x, u(x)) en L
r
s (Ω) para todo r < p∗.

Demostración. Podemos reescribir |g(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|s como |g(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|
αs
α .Por el

teorema 2.35 sabemos que Ng ∈ C(Lαs(Ω), Lα(Ω)).

Por otra parte , sea un ⇀ u en W 1,p(Ω) usando el Teorema 2.33 tenemos que un −→ u en Lr(Ω)
para r < p∗.

En particular, si elegimos α = r
s , nos queda que Ng ∈ C(Lr(Ω), L

r
s (Ω)).

Concluimos por la continuidad de Ng, que g(x, un(x)) −→ g(x, u(x)) en L
r
s (Ω). �

3. Cálculo de variaciones

Suponemos Ω ⊂ Rn un abierto acotado con borde regular. Definimos la siguiente función:

L : Rn × R× Ω −→ R

Llamaremos a L Lagrangiano.
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Notaremos L = L(p, z, x) = L(p1, · · · , pn, z, x1, · · · , xn). Donde p es el nombre de la variable que
sera sustituida por Dw(x) y z es la variable que sera sustituida por w(x). Supongamos

Φ[w] =
∫

Ω

L(Dw(x), w(x), x) dx

Para w una función regular que satisface la condición de borde w = g en ∂Ω.

Supongamos u un punto cŕıtico de Φ, queremos ver que ecuación diferencial verifica u. Dada
ϕ ∈ C∞c (Ω), definimos i : R −→ R, i(t) = Φ(u+ tϕ). Como u es mı́nimo sabemos que i(u) ≤ i(t) ∀ t
luego i′(0) = 0. Por otro lado,

i(t) =
∫

Ω

L(∇u+ t∇ϕ, u+ tϕ, x) dx

Derivando, nos queda

i′(t) =
∫

Ω

n∑
i=1

Lpi
(∇u+ t∇v, u+ tv, x)vxi

+ Lz(∇u+ t∇v, u+ tv, x)v dx

Reemplazando t = 0

0 = i′(0) =
∫

Ω

n∑
i=1

Lpi
(∇u, u, x)vxi

+ Lz(∇u, u, x)v dx

Como v tiene soporte compacto podemos usar partes y obtenemos

0 =
∫

Ω

(
−

n∑
i=1

(Lpi
(∇u, u, x))xi

+ Lz(∇u, u, x)

)
v dx

Como vale para toda función test, obtenemos la siguiente ecuación

−
n∑

i=1

(Lpi(∇u, u, x))xi + Lz(∇u, u, x) = 0 en Ω

Esta es la ecuación de Euler Lagrange. Veamos algunos ejemplos de estas ecuaciones:

1. Si L(p, z, x) = 1
p |p|

p − f(x)z, su ecuación es −∆pu = f .
2. Si L(p, z, x) = 1

2

∑n
i,j=1 aijpipj − f(x)z, su ecuación es

−
n∑

ij=1

(aijpipjuxi
)xj

= f(x).

3. Si L(p, z, x) = 1
p |z|

p − F (z) con F ′ = f su ecuación es −∆pu = f(u)

¿Cuando podemos garantizar que el funcional posee un mı́nimo?

La respuesta la obtenemos del siguiente teorema.

Teorema 2.37. Sea E espacio de Banach reflexivo, f : E −→ R coerciva y acotada inferiormente,
si f es secuencialmente semicontinua inferiormente para la topoloǵıa débil, es decir, si uk ⇀ u0

entonces f(u0) ≤ ĺım inf f(uk). Entonces existe u0 ∈ E tal que f(u0) ≤ f(u) ∀u.

Demostración. Como f es acotada inferiormente tenemos que m = ı́nfRn f > −∞. Sea {uk} ⊆
Rn una sucesión minimizante f(uk) −→ m. Podemos suponer que {uk} es acotado, pues si no lo fuera,
existiŕıa una subsucesión {ukj} tal que ‖ukj‖ −→ ∞ entonces, por coercividad f(ukj ) −→ ∞. Esto
es una contradicción ya que f(ukj ) −→ m. Como {uk} es acotada sabemos que existe {ukj} tal que
ukj

⇀ u0 usando que f es secuencialmente semicontinua inferiormente para la topoloǵıa débil, nos
queda que f(uo) ≤ ĺım inf f(ukj

) = m. Concluimos entonces que f(u0) ≤ f(u) ∀u. �
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Veamos como garantizamos que Φ cumpla las hipótesis del teorema. Necesitamos L(p, z, x) ≥
α|p|q − β para algunos α, β > 0, q > 1. Veamos que es acotado inferiormente:

Φ(u) =
∫

Ω

L(∇u, u, x) dx ≥ α

∫
Ω

|∇u|q dx− β|Ω| = α‖∇u‖q
Lq(Ω) −B ≥ −B

Verifiquemos la coercividad, en la cuenta anterior vimos que Φ(u) −→∞ cuando ‖∇u‖Lq(Ω) −→∞. Sea
A = {v ∈W 1,q(Ω) : v = g en ∂Ω} queremos ver que si u ∈ A y ‖u‖ −→ ∞ entonces ‖∇u‖Lq(Ω) −→∞.
En efecto, se a w ∈ A fijo

‖∇u‖Lq(Ω) = ‖∇u−∇w +∇w‖Lq(Ω) ≥ ‖∇(u− w)‖Lq(Ω) − ‖∇w‖Lq(Ω)

≥ C‖u− w‖W 1,q(Ω) − ‖∇w‖Lq(Ω)

≥ C(‖u‖W 1,q(Ω) − ‖w‖W 1,q(Ω))− ‖∇w‖Lq(Ω)

Concluimos que Φ es coerciva, notemos que un momento de la acotación anterior usamos Poincaré y
esto se puede porque u− w ∈W 1,p

0 (Ω).

Veamos un lema

Lema 2.38. Si p 7−→ L(p, z, x) es convexo entonces Φ es débil semicontinuo inferiormente.

Demostración. Sea uk ⇀ u en W 1,p(Ω) lo primero que hay que chequear es que u ∈ A. En
efecto, A es cerrado fuerte porque el operador traza es continuo y además es convexo. Por lo tanto, es
cerrado débil y eso nos garantiza que u ∈ A.

Sea l = ĺım infk Φ(uk) queremos ver que Φ(u) ≤ l.

Pasando a una subsucesión podemos suponer que Φ(uk) −→ l.Por otro lado , como uk ⇀ u
entonces {uk} es acotada y por teorema de (R-K) tenemos que uk −→ u en Lq(Ω) via otra subsucesión
tenemos que uk −→ u en casi todo punto. Dado ε > 0 existe Eε > 0 tal que uk −→ u uniformemente
en Eε y |Ω− Eε| < ε.

Sea Fε = {x ∈ Ω : |u(x)|+ |∇u(x)| ≤ 1
ε} y |Ω−Fε| −→ 0. Sea Gε = Eε ∩Fε ⊂ Ω y |Ω−Gε| −→ 0.

Podemos L ≥ 0

(2.4) Φ(uk) =
∫

Ω

L(∇uk, uk, x) dx ≥
∫

Gε

L(∇uk, uk, x) dx

Por convexidad
L(p, z, x) ≥ L(p0, z, x) + Lp(p0, z, x)(p− p0)

Entonces podemos acotar de la siguiente forma

(2.4) ≥
∫

Gε

L(∇u, uk, x) dx+
∫

Gε

Lp(∇u, uk, x)(∇uk −∇u) dx

Usando convergencia uniforme, resulta que

Φ(uk) ≥
∫

Gε

L(∇u, u, x) dx ∀ ε > 0

Tomando limite cuando ε −→ 0.
Φ(uk) ≥ Φ(u)

Concluimos entonces que
l ≥ Φ(u)

�
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Definamos una solución débil para la ecuación de Euler Lagrange.

(2.5)

{
−
∑n

i=1(Lpi
(∇u, u, x))xi

+ Lz(∇u, u, x) = 0 en Ω
u = g en ∂Ω

Definición 2.39 (Solución Débil). Sea u ∈W 1,q
g (Ω) tal que∫

Ω

n∑
i=1

Lpi
(∇u, u, x)ϕxi

+ Lz(∇u, u, x)ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

Buscamos condiciones para que los minimizantes del funcional sobre W 1,q
g (Ω) sean soluciones

débiles de la ecuación (2.5).

1. Necesitamos que L(∇v, v, x) ∈ L1(Ω) ∀v ∈ A. Alcanza con pedir

|L(p, z, x)| ≤ C(|p|q + |z|q
∗

+ 1)

2. Necesitamos que
∫
Ω
Lp(∇u, u, x)ϕxi dx ∀ϕ ∈W 1,q

0 (Ω).Es suficiente con pedir

Lpi
(∇u, u, x) ∈ Lq′(Ω)

Dicho de otra forma

|Lpi
(∇u, u, x)| ≤ C(|p|q−1 + |z|

q∗
q′ + 1)

3. Necesitamos que Lz(∇u, u, x) ∈ Lq′ . Alcanza con pedir

|Lz(∇u, u, x)| ≤ C(|p|q−1 + |z|
q∗
q′ + 1)

Ahora si, estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema

Teorema 2.40. Si u es minimizante de Φ(v) =
∫
Ω
L(∇v, v, x) dx en A y L verifica 1,2 y 3.

Entonces u es solución débil de la ecuación (2.5)

Demostración. Sea ϕ ∈ C∞c (Ω) y definimos i(t) = Φ(u+ tϕ), por ser u un minimizante tenemos
que i′(0) = 0.

Por otro lado, por la condición 1 sabemos que |i(t)| <∞.

i(t)− i(0)
t

=
∫

Ω

L(∇u+ t∇ϕ, u+ tϕ, x)− L(∇u, u, x)
t

dx

Notemos Lt(x) = L(∇u+t∇ϕ,u+tϕ,x)−L(∇u,u,x)
t , tomando limite cuando t −→ 0 vemos que

Lt(x) −→
n∑

i=1

Lpi
(∇u, u, x)ϕxi

+ Lz(∇u, u, x)ϕdx en casi todo punto de Ω

Por otra parte

Lt(x) =
1
t

∫ t

0

d

ds
L(∇u+ s∇ϕ, u+ sϕ, x) ds

=
1
t

∫ t

0

n∑
i=1

Lpi
(∇u+ s∇ϕ, u+ sϕ, x)ϕxi

+ Lz(∇u+ s∇ϕ, u+ sϕ, x)ϕds
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Además

|Lt(x)| ≤
1
t

∫ t

0

( n∑
i=1

|Lpi
(∇u+ s∇ϕ, u+ sϕ, x)||ϕxi

|

+ |Lz(∇u+ s∇ϕ, u+ sϕ, x)||ϕ|
)
ds

≤ 1
t

∫ t

0

n∑
i=1

(|∇u+ s∇ϕ|q−1 + |u+ sϕ|
q∗
q′ + 1)|ϕxi

|

+ (|∇u+ s∇ϕ|q−1 + |u+ sϕ|
q∗
q′ + 1)|ϕ| ds

≤ C

t
t(|∇u|q−1|∇ϕ|+ |∇ϕ|q + |∇ϕ|+ |u|

q∗
q′ |∇ϕ|+ |ϕ|

q∗
q′ |∇ϕ|+ |∇u|q−1|ϕ|

+ |∇ϕ||ϕ|+ |ϕ|+ |u|
q∗
q′ |ϕ|+ |ϕ|

q∗
q′ |ϕ|)

Queda como ejercicio para el lector verificar que el último termino es integrable, luego por convergencia
mayorada terminamos la demostración. �

Veamos una aplicación.

(2.6)

{
−∆qu = f(x) x en Ω
u = 0 x en ∂Ω

El funcional asociado a esta ecuación resulta

J(u) =
1
q

∫
Ω

|∇u|q dx−
∫

Ω

f(x)u dx

Queremos ver que J tiene un punto cŕıtico. Para esto vamos a verificar que cumple las hipótesis del
Teorema 2.37. J es acotado inferiormente, en efecto, como por Poincaré podemos hacer la siguiente
acotación ∣∣∣∣∫

Ω

f(x)u dx
∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lq′ (Ω)‖u‖Lq(Ω) ≤ C‖u‖W 1,p

0 (Ω)

Podemos acotar inferiormente el funcional

(2.7) J(u) ≥ 1
q
‖u‖q

W 1,q
0 (Ω)

− C‖u‖W 1,q
0 (Ω)

Es fácil ver que ψ(t) = 1
q t

q −Ct es acotado inferiormente, más aún el mı́nimo lo alcanza en t = C
1

q−1 .

Además la ecuación (2.7) nos muestra claramente que J es coerciva. Es decir, si ‖u‖W 1,p
0 (Ω) −→∞

entonces J(u) −→ +∞. Para probar que J es débil semicontinua inferiormente, por Teorema 2.38
tenemos que ver que p 7−→ L(p, z, x) es convexo, lo que es inmediato. Hasta aqúı, vimos que el funcional
tiene un punto cŕıtico. Ahora, nos interesa probar que el punto cŕıtico es solución débil de la ecuación,
para esto vamos a utilizar el teorema 2.40. Veamos que L satisface las hipótesis de integrabilidad. Sea
v ∈ A

1. Como |f(x)z| ≤ |f |q
′

q′ + |z|q
q tenemos que

|L(p, z, x)| ≤ 1
q
|p|q + |f |q

′ 1
q′

+ |z|q 1
q

Por lo tanto, L(∇v, v, x) ∈ L1(Ω)
2. Como Lpi

= |p|q−2pi podemos acotar |Lpi
|q′ ≤ |p|(q−1)q′=q entonces L(∇v, v, x) ∈ Lq′(Ω)

3. Lz(∇v, v, x) = f(x) ∈ Lq′(Ω)
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Resumiendo, probamos que la ecuación (2.6) tiene una solución débil.

Veamos ahora un resultado que nos permite decidir cuando las soluciones débiles son puntos cŕıticos
del funcional

Teorema 2.41. Si el mapa (p, z) 7−→ L(p, z, x) es convexo en casi todo x y u ∈ A es solución
débil de (2.5) entonces u es un mı́nimo de Φ

Demostración. Por hipótesis tenemos que

L(p, z, x) ≥ L(p0, z0, x) + Lp(p0, z0, x)(p− p0) + Lz(p0, z0, x)(z − z0)

Sea w ∈ A elegimos: p0 = ∇u y z0 = u; p = ∇w y z = w nos queda que

Φ(w) ≥ Φ(u) +
∫

Ω

n∑
i=1

Lpi
(∇u, u, x)(w − u)xi

+ Lz(∇u, u, x)(z − z0) dx

Como w − u ∈W 1,p
0 (Ω) y u es solución débil tenemos que

Lpi
(∇u, u, x)(w − u)xi

+ Lz(∇u, u, x)(z − z0) = 0

Concluimos entonces que
Φ(w) ≥ Φ(u)

Que era lo que queŕıamos probar. �

No todas las ecuaciones pueden resolverse encontrando mı́nimos del funcional. Mostremos el sigu-
iente ejemplo,

(2.8)

{
−∆pu = |u|q−2u en Ω
u = 0 en ∂Ω

El funcional asociado a la ecuación (2.8) es

Φ(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u|p dx− 1
q

∫
Ω

|u|q dx

Fija u0 ∈W 1,p
0 (Ω)

Φ(tu0) =
tp

p

∫
Ω

|∇u0|p dx−
tq

q

∫
Ω

|u0|q dx

Si notamos C1 =
∫
Ω
|∇u0|p dx y C2 =

∫
Ω
|u0|q dx. Nos queda que

Φ(tu0) =
C1

p
tp − C2

q
tq

Esto nos dice que si q > p el funcional Φ no esta acotado inferiormente.

Veamos ahora unas definiciones previas al Teorema de paso de la montaña.

Definición 2.42. Decimos que Φ es diferenciable en u si existe v ∈ E tal que

Φ(w) = Φ(u) + (v, w − u) +O(‖v − w‖) ∀w
Donde (v, w − u) es el producto de dualidad. Notemos v = Φ′(u)

Definición 2.43. Decimos que u ∈ E es un punto cŕıtico si Φ′(u) = 0.

Consideramos los siguientes conjuntos:

Ac = {u ∈ E : Φ(u) ≤ c}
Kc = {u ∈ E : Φ(u) = c y Φ′(u) = 0}
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Definición 2.44. c ∈ R es un valor cŕıtico si Kc 6= 0





CAṔıTULO 3

El Teorema de paso de la montaña y algunas generalizaciones

En este caṕıtulo revisaremos el ya clásico Teorema del paso de la montaña. Veremos una aplicación
del mismo a la resolución de una ecuación eĺıptica cuasilineal y luego estudiaremos dos generalizaciones
del Teorema.

1. El Teorema de paso de la montaña

1.1. El Teorema.

Teorema 3.1 (Teorema de paso de la montaña). Sea Φ ∈ C que satisface (P-S) tal que:

1. Φ(0) = 0
2. Existe r, a > 0 tal que Φ(u) ≥ a ‖u‖ = r
3. Existe v ∈ H ‖v‖ > r tal que Φ(v) ≤ 0

Entonces
c = ı́nf

g∈Γ
máx
0≤t≤1

Φ(g(t))

Es un valor cŕıtico

Donde Γ = {g : [0, 1] −→ Hcontinua g(0) = 0 g(1) = v}

Observación 3.2. Pensemos en el gráfico de Φ(·) como un paisaje. Supongamos, que estamos
parados en el fondo de un valle ubicado en el 0 y hay un anillo de montañas que nos rodea. Más
allá del mismo, hay otro valle y ah́ı está la ubicación v a la que queremos llegar. ¿Qué camino nos
conviene elegir?.

Respuesta: Elegimos, entre todos los pasos de la montaña posibles, aquél que sea el más bajo de
todos.

1.2. Una aplicación. Veamos una aplicación. Consideramos la siguiente ecuación

(3.9)

{
−∆pu = f(u) enΩ
u = 0 enΩ

Donde |f(s)| ≤ C(1 + |s|q) y |f ′(s)| ≤ C(1 + |s|q−1). Definimos F (s) =
∫ s

0
f(t) dt. Pedimos que

0 ≤ F (s) ≤ γf(s)s con γ < 1
p y que existan a,A tales que a|s|q+1 ≤ |F (s)| ≤ A|s|q+1. Recordemos

que estamos considerando W 1,p
0 (Ω) y su norma es ‖u‖ =

(∫
Ω
|∇u|p dx

) 1
p . Queda definido entonces el

siguiente funcional,

Φ(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u|p dx−
∫

Ω

F (u) dx

Queremos que nuestro funcional este definido de W 1,p
0 en R, para eso necesitamos que q+1 ≤ p∗ = pn

n−p ,

es decir, q ≤ n(p−1)+p
n−p .

31
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Sea

J(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u|p dx

Podemos reescribir Φ como

Φ(u) = J(u)− F(u)

Donde F(u) =
∫
Ω
F (u) dx, por la condiciones que cumple F podemos asegurar que

F (a+ b) = F (a) + f(a)b+
∫ 1

0

(1− s)f ′(a+ sb) dsb2

. Integrando, nos queda que

F(u+ v) = F(u) +
∫

Ω

f(u)v dx+
∫

Ω

∫ 1

0

(1− s)f ′(u+ sv) ds |v|2 dx

Por otro lado, usando la acotación para f ′, notamos que∣∣∣∣∫
Ω

∫ 1

0

(1− s)f ′(u+ sv) ds |v|2 dx
∣∣∣∣ ≤ Cp

∫
Ω

(|u|q−1 + |v|q−1)|v|2 dx

= Cp

(∫
Ω

|u|q−1|v|2 dx+
∫

Ω

|v|q+1 dx

)
Además, usando Hölder y Poincaré,∫

Ω

|u|q−1|v|2 dx ≤
(∫

Ω

|u|q+1 dx

) q−1
q+1
(∫

Ω

|v|q+1 dx

) 2
q+1

= ‖u‖q−1
Lq+1(Ω)‖v‖

2
Lq+1(Ω) ≤ ‖u‖q−1

Lq+1(Ω)‖v‖
2
W 1,p

0 (Ω)

= o(‖v‖W 1,p
0 (Ω))

Resumiendo, tenemos que

(F′(u), v) =
∫

Ω

f(u)v dx

Por otra parte, Φ′(u) = J ′(u)− F′(u).

Veamos que F′ es Lipschitz

‖F′(u1)− F′(u2)‖W 1,p
0 (Ω) = sup

v∈W 1,p
0 (Ω) ; ‖v‖=1

|(F′(u1)− F′(u2), v)|

Además, usando la acotación de f ′ podemos obtener que

(F′(u1)− F′(u2), v) = (F′(u1), v)− (F′(u2), v) =
∫

Ω

f(u1)v dx−
∫

Ω

f(u2)v dx∫
Ω

f ′(ζ)(u1 − u2)v dx ≤
∫

Ω

Cp(1 + |ζ|q−1)(u1 − u2)v dx

≤
∫

Ω

Cp(1 + |u1|q−1 + |u2|q−1)(u1 − u2)v dx

≤
∫

Ω

Cp(u1 − u2)v dx+
∫

Ω

Cp(|u1|q−1 + |u2|q−1)(u1 − u2)v dx
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Acotemos la segunda integral usando Hölder, la cuenta de la primera es análoga∫
Ω

Cp(|u1|q−1 + |u2|q−1)(u1 − u2)v dx

≤ ‖v‖Lp∗ (Ω)

(∫
Ω

(|u1|q−1 + |u2|q−1)
np

n(p−1)+p |u1 − u2|
np

n(p−1)+p dx

)n(p−1)+p
np

≤ C

(∫
Ω

(|u1|q−1 + |u2|q−1)
n(p−2)+2p
n(p−1)+p dx

) n(p−1)+p
n(p−2)+2p

(∫
Ω

|u1 − u2|p
∗
dx

) 1
p∗

Podemos concluir entonces que

‖F′(u1)− F′(u2)‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C‖u1 − u2‖W 1,p

0 (Ω)

También se puede probar que

‖J ′(u1)− J ′(u2)‖W 1,p
0 (Ω) ≤ C‖u1 − u2‖W 1,p

0 (Ω)

En efecto,
‖J ′(u1)− J ′(u2)‖W 1,p

0 (Ω) = sup
v∈W 1,p

0 (Ω) ; ‖v‖=1

|(J ′(u1)− J ′(u2), v)|

Es claro que J ′(u) = |∇u|p−2∇u, luego

|(J ′(u1)− J ′(u2), v)| ≤
∫

Ω

|∇u1|p−2∇u1 − |∇u2|p−2∇u2||v| dx

≤
∫

Ω

(|∇u1|p−2 + |∇u2|p−2)(∇(u1 − u2))|v| dx

≤
(∫

Ω

(|∇u1|p−2 + |∇u2|p−2)
np

n(p−1)+p |∇(u1 − u2)|
np

n(p−1)+p dx

)n(p−1)+p
np

‖v‖Lp∗ (Ω)

≤ C

(∫
Ω

(|∇u1|p−2 + |∇u2|p−2)
np

n(p−2)+p dx

)n(p−2)+p
np

‖∇(u1 − u2)‖Lp(Ω)

Resumiendo
‖Φ′(u1)− Φ′(u2)‖W 1,p

0 (Ω) ≤ C‖u1 − u2‖W 1,p
0 (Ω)

Acabamos de probar que el funcional es continuo.

Verifiquemos que Φ satisface (P-S).

Sea {uk} ⊂W 1,p
0 (Ω) tal que:

1. |Φ(uk)| ≤ c ∀ k
2. Φ′(uk) −→ 0

Queremos ver que tiene una subsucesión convergente.

Dado ε > 0 existe un k0 tal que ‖Φ′(uk)‖ < ε ∀ k ≥ k0.Como ‖Φ′(uk)‖ = supv 6=0
(Φ′(uk),v)

‖v‖ . Esto
nos dice que, |(Φ′(uk), v)| ≤ ε‖v‖.Entonces∣∣∣∣∫

Ω

|∇uk|p−1∇v dx−
∫

Ω

f(uk)v dx
∣∣∣∣ ≤ ε‖v‖ ∀ v

Elegimos v = uk, nos queda ∣∣∣∣∫
Ω

|∇uk|p dx−
∫

Ω

f(uk)uk dx

∣∣∣∣ ≤ ε‖uk‖

Como Φ(uk) =
∫
Ω

1
p |∇uk|p − F (uk) dx ≤ C.
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Recordemos 0 ≤ F (s) ≤ γf(s)s γ < 1
p . Multiplicando la ecuación por 1

γ nos queda∫
Ω

1
p

1
γ
|∇uk|p −

1
γ
F (uk) dx ≤ C.

Sumando la dos ecuaciones, tenemos que∫
Ω

(
1
p

1
γ
− 1)|∇uk|p dx+

∫
Ω

f(uk)uk −
1
γ
F (uk) dx ≤ C + ε‖uk‖

Como
∫
Ω
f(uk)uk − 1

γF (uk) dx ≤ 0, eligiendo ε = 1 tenemos que∫
Ω

(
1
p

1
γ
− 1)|∇uk|p dx ≤ C + ‖uk‖

Es decir,

C‖uk‖p ≤ c+ ‖uk‖

Acabamos de probar que {uk} es acotada en W 1,p
0 (Ω). Entonces existe u ∈ W 1,p

0 (Ω) tal que uk ⇀ u,
podemos afirmar que uk −→ u en Lq+1(Ω) pedimos que q + 1 < p∗ para poder aplicar R-K. Tenemos
que f(uk) −→ f(u) en Lp∗(Ω).

Sea w = F′(u), veamos que F′(uk) −→ w.

‖F′(uk)− F′(u)‖2 = (F′(uk)− F′(u), wk − w) =
∫

Ω

(f(uk)− f(u))(wk − w) dx

≤
(∫

Ω

(f(uk)− f(u))
q+1

q dx

) q
q+1
(∫

Ω

|wk − w|q+1 dx

) 1
q+1

Además

‖wk − w‖Lq+1(Ω) ≤ ‖wk − w‖W 1,p
0 (Ω) = ‖F′(uk)− F′(u)‖W 1,p

0 (Ω)

Simplificando la norma a ambos lados de la desigualdad, nos queda que

‖F′(uk)− F′(u)‖ ≤ ‖f(uk)− f(u)‖
L

q+1
q (Ω)

≤ C‖f(uk)− f(u)‖Lp∗ (Ω) −→ 0

Veamos que Φ satisface las hipótesis geométricas del teorema.

Que Φ(0) = 0 es claro. Si ‖u‖W 1,p
0 (Ω) = r entonces Φ(u) = 1

pr
p−
∫
Ω
F (u) dx. Por otro lado, usando

que a|s|q+1 ≤ F (s) ≤ A|s|q+1

∫
Ω

F (u) dx ≤
∫

Ω

A|u|q+1 dx ≤ C

(∫
Ω

|∇u|p dx
) q+1

p

= Crq+1

Reemplazando, nos queda que

Φ(u) ≥ 1
p
rp − Crq+1 = rp(

1
p
− Crq+1−p)

Si elegimos, por ejemplo r tal que 1
2p = 1

p − Crq+1−p, despejando resulta que r = ( 1
2p C )

1
q+1−p y para

este r se verifica que Φ(u) ≥ ( 1
2p C )

p
q+1−p 1

2p . Si definimos a = ( 1
2p C )

p
q+1−p 1

2p nos construimos a y r que
satisfacen lo pedido.
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Sea u0 ∈W 1,p
0 (Ω) tal que ‖u0‖W 1,p

0 (Ω). Entonces

Φ(tu0) =
tp

p

∫
Ω

|∇u0|p dx−
∫

Ω

F (t u0) dx

≤ tp

p

∫
Ω

|∇u0|p dx− a

∫
Ω

|t u0|q+1 dx

≤ tp

p
− C tq+1 = tp(

1
p
− C tq+1−p)

Si elegimos t > 0 y ( 1
p −C t

q+1−p) < 0 despejando t nos queda que t > ( 1
p C )

1
q+1−p . Resumiendo, vimos

que si ‖u‖ = t con t > ( 1
p C )

1
q+1−p t > ( 1

p C )
1

q+1−p entonces Φ(u) < 0.

Acabamos de verificar que el funcional satisface las hipótesis del Teorema de paso de la montaña.
Concluimos, entonces que c es un valor cŕıtico.

2. El método de Ljusternik-Schnirelman

En esta sección, estudiaremos el método de Ljusternik–Schnirelman. El mismo consiste en en-
contrar distintos valores cŕıticos de enerǵıa para los cuales se tenga un punto cŕıtico asociado y, por
consecuencia, una solución débil de la ecuación. Este método es una extensión no lineal e infinito-
dimensional de la fórmula de min-max para el cálculo de autovalores de matrices simétricas de Rn×n.

2.1. Una herramienta topológica. En esta sub-sección, definiremos una herramienta topoló-
gica, el género, que nos será de utilidad para la demostración del teorema de existencia de multiplicidad
de soluciones.

Comencemos con la definición.

Definición 3.3. Sea E un espacio de Banach Real, sea A la siguiente clase de conjuntos:

A = {A ⊂ E − {0} : A es cerrado en E y simétrico respecto del 0}

Para A ∈ A decimos que el género de A es n, si existe ϕ ∈ C(A,Rn − {0}), impar, y n es el mı́nimo
con esa propiedad. Lo notamos γ(A) = n

Si no existe tal n, entonces γ(A) = ∞ y definimos γ(∅) = 0.

Demostremos ahora algunas propiedades básicas del género.

Lema 3.4. Propiedades del género

1. Si existe f impar, f ∈ C(A, f(A)) entonces γ(A) ≤ γ(f(A))
2. Si A ⊂ B entonces γ(A) ≤ γ(B)
3. γ(A ∪B) ≤ γ(A) + γ(B)
4. Sea A un conjunto compacto de M . Entonces γ(A) ≤ k y existe un entorno Nδ(A) ∈ ξ tal

que γ(Nδ(A)) = γ(A)

Demostración. Veamos 1 si γ(f(A)) = ∞ listo.

Si γ(f(A)) = n, entonces existe ϕ impar, ϕ ∈ C(f(A),Rn − {0}). Considero ϕ ◦ f , ϕ ◦ f ∈
C(A,Rn − {0}) y ϕ ◦ f es impar. Podemos concluir que γ(A) ≤ γ(f(A)).

Para ver 2 tomamos f = id y aplicamos el item 1.
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Ahora, demostremos 3, sabemos que ϕ imparϕ ∈ C(A,Rm − {0}) y ψ imparψ ∈ C(A,Rn − {0}).
Usando el Teorema de extensión de Tietze, tenemos que ϕ̂ ∈ C(E,Rm), ϕ̂|A = ϕ y ψ̂ ∈ C(E,Rn),
ψ̂|B = ψ.

Reemplazando ϕ̂ y ψ̂ por sus partes impares. Entonces, puedo suponerlas impares, defino f = (ϕ̂, ψ̂)
que cumple que f ∈ C(A ∪ B),Rn+m − {0}) e impar. Acabamos de probar que γ(A ∪ B) ≤ m+ n =
γ(A) + γ(B)

Por último demostremos 4. Para cada x ∈ A defino Tx = B 1
2‖x‖

(x)∪B 1
2‖x‖

(−x). Es fácil ver que,

γ(Tx) = 1.Por otra parte, A ⊂
⋃

x∈A Tx, por compacidad de A podemos suponer que A ⊂
⋃k

i=1 Txi

entonces por 3 concluimos que γ(A) <∞.

Si γ(A) = n entonces existe ϕ ∈ C(A,Rn−{0}) impar extiendo ϕ a ϕ̂ una función impar como en
3. Como A es compacto entonces existe δ > 0 tal que ϕ̂ 6= 0 en Nδ(A) entonces γ(Nδ(A)) ≤ n = γ(A).

Por 2 vale γ(A) ≤ γ(Nδ(A)). �

Veamos ahora que γ(Sn−1) = n.

Sea h : Rn−0 −→ Sn−1 tal que x 7−→ x
‖x‖ . Consideramos ϕ = h−1, notemos que ϕ ∈ C(Sn−1,Rn−

{0}) e impar. Esto nos dice γ(Sn−1) ≤ n. Veamos que no puede ser menor que n, para esto vamos a
usar el Teorema de Borsuk-Ulam, que dice que dada una aplicación continua f : Sn+1 −→ Rn+1 existe
un x ∈ Sn+1 tal que f(−x) = f(x).

Supongamos γ(Sn−1) < n entonces podemos construirnos una f : Sn−1 −→ Rn−1−{0} continua e
impar, pero por el Teorema de Borsuk-Ulam, existe x tal que f(x) = f(−x) lo cual es una contradicción.

2.2. Primera generalización del TPM.

Definición 3.5. Sea E = Rn para 1 ≤ j ≤ n definimos

γj = {A ∈ A : A ⊂ Sn−1y γ(A) ≥ j}

Veamos algunas propiedades de los conjuntos definidos en 3.5.

Lema 3.6 (Propiedades). 1. γj 6= ∅
2. γ1 ⊃ γ2 ⊃ ... ⊃ γn

3. Supongo ϕ ∈ C(Sn−1, Sn−1) e impar, entonces ϕ : γj −→ γj

4. Sean A ∈ γj y B ∈ A con γ(B) ≤ s < j entonces A−B ∈ γj−s

Demostración. Para demostrar 1 alcanza con elegir A = Sn−1. La propiedad 2 es inmediata de la
definición. Demostremos 3, seaA ∈ γj , sabemos que ϕ ∈ C(A;ϕ(A)), si γ(ϕ(A)) = ∞ listo. Si γ(A) = k,
entonces, existe h ∈ C(ϕ(A),Rk − {0}) e impar. Consideramos h ◦ ϕ dicha función resulta impar y
continua. Esto nos dice que γ(ϕ(A)) ≤ k = γ(A). Como A ∈ γj tenemos que j ≤ γ(A) ≤ γ(ϕ(A)),
además como A ⊂ Sn−1 entonces ϕ(A) ⊆ Sn−1. Por lo tanto, ϕ(A) ∈ γj . Veamos 4, necesitamos la
propiedad del Lema 3.4 item 3. Usando esto, tenemos que

γ(A) = γ(A−B ∪B) ≤ γ(A−B) + γ(B)

Es decir,
γ(A−B) ≥ γ(A)− γ(B) ≥ j − s

Esto concluye la demostración. �

Definición 3.7. Sea cj = ı́nfA∈γj
máxu∈A Φ(u) para 1 ≤ j ≤ n
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Observemos que por la propiedad 3.6 item 2 tenemos que:

c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ cn

Ahora estamos en condiciones de ver el teorema.

Teorema 3.8. Supongo Φ ∈ C1(Rn,R) y par entonces Φ|Sn−1 tiene por lo menos n pares distintos
de puntos cŕıticos.

Lo primero que queremos es saber porque los c′js son valores cŕıticos.Para esto necesitamos recordar
el siguiente teorema de deformación

Teorema 3.9. Sea E un espacio de Banach real, Φ ∈ C1(E,R) y que satisface (P-S). Si c ∈ R,
ε̄ > 0 y O es un entorno de Kc entonces existe an ∈ (0, ε̄) y η ∈ ([0, 1]xE,E), tales que:

1. η(0, u) = u ∀u ∈ E
2. η(t, u) = u ∀t ∈ [0, 1] Φ(u) 6∈ [c− ε̄, c+ ε̄]
3. η(t, u) es un homeomorfismo de E en E para cada t ∈ [0, 1].
4. ‖η(t, u)− u‖ ≤ 1 ∀ t ∈ [0, 1] y u ∈ E.
5. Φ(η(t, u)) ≤ Φ(u) ∀ t ∈ [0, 1] y u ∈ E
6. η(1, Ac+ε −O) ⊂ Ac− ε
7. Si Kc = ∅ entonces η(1, Ac+ε) ⊂ Ac−ε

8. Si Φ(u) es par en u entonces η(t, u) es impar en u.

Por el item 7 si K̂c = ∅ entonces η(1, Âcj+ε) ⊂ Âcj−ε. Por definición 3.7 sabemos que existe A ∈ γj

tal que máxu∈A Φ(u) ≤ cj + ε. Esto nos dice que A ⊂ Âcj+ε. Esto nos dice que η(1, A) ⊆ Âcj−ε. Por lo
tanto, máxη(1,A) Φ(u) ≤ cj − ε. Como η(1, .) es continua e impar, usando el lema 3.6 item 3 sabemos
que η(1, A) ∈ γj . Esto resulta una contradicción.

Nuestro problema radica en responder las dos preguntas siguientes:

¿Cómo sé que tengo suficientes puntos cŕıticos?
¿Qué pasa si los minimax coinciden?

Para responder estas propiedades vamos a formular el siguiente lema.

Lema 3.10. Si c1 = c2 = · · · = cj+p = c entonces γ(K̂c) ≥ p+ 1

Demostración. Supongo γ(K̂c) ≤ p usando la propiedad 4 de 3.4, como K̂c es compacto podemos
asegurar que existe δ > 0 tal que γ(Nδ(K̂c)) ≤ p. Vamos a notar N̂ = Nδ(K̂c), por 3.6 item 2 sabemos
que γ(N̂) ≤ p. Aplicando el teorema 3.9 con O = intN̂ y ε̄ = 1. Tenemos que existe un ε ∈ (0, 1) y
η ∈ C([0, 1]xSn−1, Sn−1) con η(t, u) impar en u, satisfaciendo que η(1, Âc+ε −O) ⊂ Âc−ε.

Elegimos A ∈ γj+p tal que máxA Φ ≤ c+ ε, esto se puede pues

c = ı́nf
A∈γj+p

máx
u∈A

Φ(u)

, esto nos dice que A ⊆ Âc+ε.

Por otro lado, usando 3.6 item 4, para γ(N̂) ≤ p y A ∈ γj+p tenemos que A− N̂ ∈ γj . Además

por la propiedad de 3.6 item 3 sabemos que η(1, A− N̂) ∈ γj y como A− N̂ ⊆ Âc+ε −O sabemos que

η(1, A− N̂) ⊆ Âc−ε. Resumiendo, nos queda

c ≤ máx
u∈ η(1,A−N̂)

Φ(u) ≤ c− ε

Esto es una contradicción. �
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Para entender porque el lema anterior responde las pregunta debemos hacer la siguiente obser-
vación.

Observación 3.11. Si γ(A) > 1 entonces A tiene infinitos puntos distintos.

Demostración. Si A tuviera finitos puntos escribo A = B ∪ −B con B cerrado y B ∩ −B = ∅.
Defino

ϕ(x) =

{
1 x ∈ B
−1 x ∈ −B

Entonces, ϕ es impar y continua entonces γ(A) = 1. �

Observación 3.12. Si p ≥ 1 entonces γ(K̂c) ≥ 2 > 1 y por la observación anterior concluimos
que K̂c tiene infinitos puntos distintos.

Veamos una generalización del teorema 3.8

Teorema 3.13. Sea E un espacio de Hilbert de dimensión infinita y tenemos Φ ∈ C1(E,R) par.
Supongo r > 0, Φ|∂Br

satisface (P-S) y Φ|∂Br
es acotado inferiormente. Entonces Φ|∂Br

posee infinitos
pares distintos de puntos cŕıticos.

Demostración. Definimos los conjuntos γj como antes reemplazando Sn−1 por ∂Br. Valen las
mismas propiedades que en 3.6, con las mismas demostraciones cambiando Sn−1 por ∂Br.

Ahora, definimos cj = ı́nfA∈γj
supu∈A Φ(u) como Φ|∂Br

es acotado inferiormente c1 > −∞.

Además, (P-S) implica que K̂c es un conjunto compacto ∀ c ∈ R. Con esto, análogamente probamos
: que si cj = · · · = cj+p = c y K̂c = {x ∈ ∂Br : Φ(x) = c y Φ|′∂Br

(u) = 0} entonces γ(K̂c) ≥ p+ 1.
Por lo tanto, K̂c contiene infinitos puntos distintos. �

2.3. Una aplicación. Consideramos la siguiente ecuación

(3.10)

{
−∆u = λp(x, u) x ∈ Ω
u = 0 x ∈ ∂Ω

Donde p satisface:

1. p(x, ξ) ∈ C(Ω× R,R)
2. Existen constantes a1, a2 > 0 tales que |p(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|s donde 0 ≤ s < n+2

n−2 si n ≥ 3.
3. ξp(x, ξ) > 0 si ξ 6= 0.
4. p(x, ξ) es impar en ξ.

Definimos
Φ(u) := −

∫
Ω

P (x, u) dx

Donde

P (x, ξ) =
∫ ξ

0

p(x, t) dt

El funcional Φ verifica:

Φ ∈ C1(H1
0 (Ω),R)

Φ′(u)ϕ =
∫
Ω
−p(x, u)ϕdx ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω)
Φ es par pues p es impar.
u es punto cŕıtico de Φ|Sn−1
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El último item nos dice que (Φ|Sn−1)′(u) = 0. Sea ϕ ∈ E = H1
0 (Ω), tomamos ψ = ϕ− 〈ϕ, u〉u.Luego,

0 = 〈(Φ|Sn−1)′(u), ψ〉 =
d

dt
Φ(γ(t))|t=0 = Φ′(γ(t))γ′(t)|t=0

= Φ′(u)ψ = Φ′(u)(ϕ− 〈ϕ, u〉u)
= Φ′(u)ϕ− 〈ϕ, u〉Φ′(u)u

Donde |γ(t)| = 1 , γ(0) = u y γ′(0) = ψ. Notemos 〈ψ, u〉 = 0. Sea µ = Φ′(u)u, nos queda que

0 = Φ′(u)ϕ− µ(u, ϕ) = −
∫

Ω

p(x, u)ϕdx− µ

∫
Ω

∇u∇ϕdx

Esto nos dice que ∫
Ω

∇u∇ϕdx =
−1
µ

∫
Ω

p(x, u)ϕdx

Es decir, u es solución del problema (3.10) con λ = − 1
µ .

Por otro lado, usando la propiedad 3 que cumple p, sabemos que:

µ = Φ′(u)u = −
∫

Ω

p(x, u)u dx < 0

Para aplicar el Teorema 3.8 necesitamos hacer previamente la siguiente observación.

Observación 3.14. Observemos que Φ resulta débil continuo y que Φ′ resulta compacto.

Demostración. Como |p(x, ξ)| ≤ a1+a2|ξ|s entonces |P (x, ξ)| ≤ a1+a2|ξ|s+1 con s+1 < 2∗.Por
el teorema 2.35 sabemos que NP ∈ C(Ls+1(Ω), L1(Ω)).

Veamos que Φ es débil continuo, sea un ⇀ u en H1
0 (Ω) usando el Teorema (R-K) tenemos que

un −→ u en Ls+1(Ω). Concluimos entonces, por la continuidad de NP , que Φ(un) −→ Φ(u).

Demostremos que Φ′ es compacto.

‖Φ′(un)− Φ′(u)‖ = sup
‖ϕ‖≤1

∣∣∣∣∫
Ω

(p(x, un(x))− p(x, u(x)))ϕ(x) dx
∣∣∣∣

≤ a7‖p(·, un)− p(·, u)‖
L

s+1
s (Ω)

Análogamente, sabemos que Np ∈ C(Ls+1(Ω), L
s+1

s (Ω)). Sea {un} acotada, entonces existe u tal
que para una subsucesión un ⇀ u, luego un −→ u en Ls+1(Ω). Nuevamente por continuidad de Np,
concluimos que Φ′(un) −→ Φ′(u). Resumiendo, vimos que {Φ′(un)} tiene una subsucesión convergente.

�

Suponemos que Φ|∂B1 no es acotado inferiormente, entonces existe {um} ⊆ ∂B1 tal que Φ(um) <
−m pero um tiene una subsucesión tal que um ⇀ u con u ∈ B1. Como Φ es débil continuo sabemos
que Φ(um) −→ Φ(u) = −∞, lo que es una contradicción pues Φ ∈ C(E,R).

Veamos que Φ verifica (P-S). Sea {un} ⊂ ∂B1 tal que

Φ(un) es acotada
Φ|′∂B1

(un) −→ 0

Este último item nos dice que:

Φ|′∂B1
(un) = Φ′(un)− (Φ′(un)un)un −→ 0

Como {un} es acotada, sabemos que un ⇀ u y Φ es débil continuo, tenemos que Φ(un) −→ Φ(u).
Si Φ(u) 6= 0 entonces u 6= 0. Además, como vimos que un ⇀ u y Φ′ es compacto tenemos que
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Φ′(un) −→ Φ′(u) , se sigue entonces que (Φ′(un), un) −→ (Φ′(u), u), usando que Φ′(u)u 6= 0 podemos
asegurar que a partir de un n grande Φ′(un)un 6= 0. Despejando nos queda

un = (Φ′(un)un)−1(Φ|′∂B1
(un)− Φ′(un)).

Usando que Φ′ es compacto, sabemos que para una subsucesión Φ′(un) converge. Podemos concluir
que, si Φ(u) 6= 0 entonces {un} posee una subsucesión convergente, es decir, tenemos probado que
verifica (P-S).

Notemos que el Teorema 3.8 vale también si en vez de pedir (P-S) pedimos que Φ verifique (P-S)cj

para cada cj . Alcanza con probar que cj < 0 para todo j. Por el item 3 de las propiedades de p,
sabemos que: {

p(s) > 0 si s > 0
p(s) < 0 si s < 0.

Luego,

P (u) =
∫ u

0

p(s) ds > 0

Por lo tanto, Φ(u) < 0 entonces cj < 0 ∀ j.
Resumiendo, hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.15. Si p satisface:

1. p(x, ξ) ∈ C(Ω× R,R)
2. Existen constantes a1, a2 > 0 tales que |p(x, ξ)| ≤ a1 + a2|ξ|s donde 0 ≤ s < n+2

n−2 si n ≥ 3.
3. ξp(x, ξ) > 0 si ξ 6= 0.
4. p(x, ξ) es impar en ξ.

Entonces (3.10) posee una sucesión de pares distintos de soluciones débiles (λk,±uk) en R × ∂Br,
donde λk = −(Φ′(uk)uk)−1.

3. Un teorema de Schwartz

En esta sección veremos una generalización del Teorema 3.8 debida a J.T. Schwartz [22] que
extiende el teorema al caso de variedades diferenciales en espacios de Banach.

3.1. Un poco de geometŕıa. Sea E un espacio de Banach y ϕ : E → R una función de clase
C1. Definimos M el conjunto de nivel 0 de ϕ,

M := {x ∈ E : ϕ(x) = 0}.

Como es sabido, para que M sea una variedad diferenciable, necesitamos que 0 sea un valor regular.

Definición 3.16. Sea ϕ : E → R una función de clase C1. Decimos que 0 es un valor regular de
ϕ si ∇ϕ(x) 6= 0 para todo x ∈M .

Recordemos que ∇ϕ : E → E′.

Si 0 es un valor regular de ϕ y x ∈M se define el espacio tangente a M en x como el conjunto

Mx := {v ∈ E : 〈∇ϕ(x), v〉 = 0},

donde 〈·, ·〉 es la aplicación de dualidad entre E′ y E.

Tenemos el siguiente Lema
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Lema 3.17. Con las notaciones de esta sección, se tiene que

Mx = {v ∈ E : existe γ : (−δ, δ) →M con γ(0) = x y γ′(0) = v}.

Demostración. Esta demostración es una aplicación inmediata del Teorema de la Función Im-
pĺıcita. En efecto, sea v ∈Mx y consideremos w ∈ E tal que

〈∇ϕ(x), w〉 6= 0.

Sea g(t, s) := ϕ(x+ tv + sw). Observemos que g(0, 0) = ϕ(x) = 0 y

∂g

∂s
(0, 0) = 〈∇ϕ(x), w〉 6= 0.

Luego, por el Teorema de la Función Impĺıcita, existe α : (−δ, δ) → R tal que α(0) = 0, g(t, α(t)) ≡
0 para t ∈ (−δ, δ) y

α′(0) = − 〈∇ϕ(x), v〉
〈∇ϕ(x), w〉

= 0.

Luego, si definimos γ(t) := x+ tv + α(t)w, γ verifica que γ : (−δ, δ) →M , γ(0) = x y γ′(0) = v.

Rećıprocamente, si existe γ : (−δ, δ) → M tal que γ(0) = x y γ′(0) = v se tiene que ϕ(γ(t)) = 0
para todo t ∈ (−δ, δ). Derivando y evaluando en t = 0 se obtiene

0 = 〈∇ϕ(x), v〉.

Esto completa la demostración. �

En lo que resta de esta sección trabajaremos en un espacio de Hilbert dado que la estructura
hilbertiana simplifica muchos de los argumentos. Fundamentalmente, en un espacio de Hilbert, el
gradiente de una aplicación C1 es un elemento del mismo espacio.

En el caso general, es decir cuando se trabaja en espacios de Banach, se debe reemplazar el uso del
gradiente por el llamado pseudo-gradiente. Dado que no va a ser esencial en lo que resta de la Tesis,
preferimos dejar la demostración en el contexto de espacios de Hilbert.

Sea M una variedad C2 Riemanniana en un espacio de Hilbert separable. Si u ∈ M , obtenemos
Mu el espacio tangente a M en u y 〈, 〉 el producto interno en este espacio tangente con |v| = 〈v, v〉 1

2

su norma. Si u,w ∈M definimos una distancia ρ(u,w) = ı́nf
∫ 1

0
|σ′(t)| dt donde el ı́nfimo esta tomado

sobre todos los caminos que conectan a u con w.En el caso de dimensión finita ρ es una métrica en
M que me da una variedad topológica en M . Si M es completo con esta métrica, M es llamada una
variedad Riemanniana Completa.

Sea Φ una función a valores reales definida en M . Vamos a interpretar los vectores tangentes a
M como funcionales lineales definidos en el espacio C1(M), el gradiente de Φ notado ∇Φ debe ser
definido como el único vector de M tal que v(Φ) = 〈v,∇Φ〉 para cada v ∈Mu.

Como las variedades de un Hilbert no son necesariamente localmente compactas, vamos a centrar
nuestra atención en los pares (M,Φ) que satisfacen la condición de compacidad formulada a contin-
uación.

Decimos que (M,Φ) satisface (P − S)c si:

1. M es una variedad C2 Riemanniana completa de borde regular en un espacio de Hilbert
separable.

2. Si {un} ⊂ M es una sucesión de puntos tal que Φ(un) es acotado y (∇Φ)(un) converge a 0;
entonces {un} contiene una sucesión convergente.
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Definición 3.18. Sea v un campo de vectores tangentes a M . Una curva solución σ de v, es una
función de un intervalo abierto a M tal que σ′(t) = v(σ(t)).

Si 0 esta en el dominio de σ nosotros llamamos el valor inicial de la curva solución al valor σ(0).

Veamos ahora algunos lemas sobre las propiedades de la curva solución.

Lema 3.19. Sea v un campo C1 de vectores tangentes a M para cada u hay una curva solución
σu de v con valor inicial u. Tal que cada curva solución de v con valor inicial u es una restricción de
σu.

La curva solución de σu que existe por el lema es llamada la curva solución maximal para v con
valor inicial u.

Definimos t−(u) < 0 y t+(u) > 0 los bordes del intervalo que es el dominio de σu.

Lema 3.20. Si t−(u) < s < t+(u) y w = σu(s) entonces σw(t) = σu(t + s) y en particular
t±(w) = t±(u)− s.

Lema 3.21. La función t+ es semi-continua superiormente y t− es semicontinua inferiormente.
Si t+(u) <∞ entonces σu(t) no tiene punto limite cuando t −→ t+(u). Si t−(u) > −∞ entonces σu(t)
no tiene punto limite cuando t −→ t−(u).

Lema 3.22. Supongo que M es Ck+1 variedad y que v es Ck campo de vectores, la función (u, t) 7−→
σu(t) (con dominio t−(u) < s < t+(u)) es una función Ck.

Si v es como en los lemas anteriores un campo de vectores C1 tangentes y σu la curva solución con
valor inicial u, nosotros vamos a notar ϕt(u) = σu(t) para t−(u) < t < t+(u). La familia de funciones
ϕt constituyen el flujo definido por v. Por lema 3.20 tenemos que ϕs+t(u) = ϕs(ϕt(u)) cuando los dos
lados de la desigualdad anterior están definidos.

Lema 3.23. Supongo (M,Φ) satisface la condición de (P-S). Tenemos α(t) una función a valores
reales definida para t ≥ 0, tal que α(t) = 1 para 0 ≤ t ≤ 1, t2α(t) es monótona creciente para t > 0
y tal que t2α(t) = 2 para t > 2. Si V (u) = −α(|∇Φ(u)|)∇Φ(u) entonces V es un campo de vectores
tangentes a M y obtenemos ηt(u) el flujo definido por V . Entonces ηt(u) es definido ∀ u ∈ M y
∀ −∞ < t < +∞

Esto me dice que el flujo resulta completo.

Demostración. Por la definición de α el campo de vectores V (u) resulta uniformemente acotado.

Por otro lado, dηt(u)
dt = V (ηt(u)) y ahora usando la definición de distancia en la variedad M

podemos concluir que ρ(ηt(u), ηs(u)) ≤ |s − t| para t−(u) < s, t < t+(u). En efecto, sea σ(t) =
ηt(s−t)+t(u), notemos que σ(0) = ηt(u) y σ(1) = ηs(u). Entonces,

ρ(ηt(u), ηs(u)) ≤
∫ 1

0

|σ′(τ)| dτ =
∫ 1

0

∣∣ d
dτ

(ητ(s−t)+τ (u))
∣∣ dτ

=
∫ 1

0

∣∣ d
dτ
ητ(s−t)+τ (u)(s− t)

∣∣ dτ ≤ K|s− t|

Ahora, si t+(u) < ∞ y {tn} es una sucesión que aproxima a t+(u) por izquierda. Por la acotación
anterior tenemos que {ηtn

(u)}, en otras palabras, me dice que {σu(tn)} es una sucesión de Cauchy,
pero esto contradice el Lema 3.21.Por lo tanto, acabamos de ver que t+(u) = ∞. Análogamente, se
prueba que t−(u) = ∞. �
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Lema 3.24. Tenemos ηt(u) como en el lema anterior. Sea c un número real y un conjunto

(3.11) Kc = {u ∈M : Φ(u) = 0, (∇Φ)(u) = 0}

Entonces Kc es compacto. Además para cada ε > 0 tenemos el conjunto

(3.12) Nε = {u ∈M : |Φ(u)− c| < ε y |(∇Φ)(ηt(u))| < ε para algún t tal que 0 ≤ t ≤ 1}

Entonces cualquier entorno U de K contiene a cualquier entorno Nε de K.

Demostración. La afirmación que Kc es compacto se sigue inmediato de la condición de (P-S),
entonces solo hay que demostrar la segunda afirmación.

Supongo que la segunda afirmación es falsa. Entonces existe un entorno U de Kc que no contiene
ninguno de los conjuntos Nε, y existe una sucesión de puntos un ∈ M y una sucesión de números,
0 ≤ tn ≤ 1 tales que Φ(un) −→ 0 y ∇Φ(ηtn

(un)) −→ 0 cuando t −→∞.

Pasando a una subsucesión, podemos suponer sin perdida de generalidad, que tn −→ t∗ cuando
n −→∞. Ahora,

d

dt
Φ(ηt(u)) = ∇Φ(ηt(u))

d

dt
ηt(u) = ∇Φ(ηt(u))V (ηt(u))

= ∇Φ(ηt(u))− α(|∇Φ(ηt(u))|)∇Φ(ηt(u))

= −α(|∇Φ(ηt(u))|)|∇Φ(ηt(u))|2

De la cuenta anterior y de la definición de α podemos concluir que dΦ(ηtn (u))
dt es uniformemente acotada

∀u ∈M y t ∈ R.

Entonces existe una constante finita K tal que

|Φ(ηt(u))− Φ(η0(u))| = |Φ(ηt(u))− Φ(u)| ≤ K|t|

Como Φ(un) −→ c, podemos concluir que Φ(ηtn
(un)) es uniformemente acotado porque Φ(un) y tn

son acotados.

Por la condición de (P-S), {ηtn
(un)} tiene una subsucesión convergente y podemos suponer sin

perdida de generalidad que {ηtn
(un)} converge a un punto w ∈ M . Como (∇Φ)(ηtn

(un)) −→ 0, w es
evidentemente un punto cŕıtico.

Tenemos que
un = η−tn

(ηtn
(un)) −→ η−t∗(w) = w

Como w ∈ Kc es el limite de un y un 6∈ U , tenemos una contradicción que completa la prueba. �

Corolario 3.25. Sea 0 < ε < 1, sea ηt y Nε como en el Lema 3.24. Entonces si Φ(u) ≤ c+ ε2

2 y
u 6∈ Nε tenemos que Φ(η1(u)) ≤ c− ε2

2 .

Demostración. Por el calculo de la derivada, hecho en el lema anterior, podemos afirmar que

Φ(η1(u))− Φ(u) = −
∫ 1

0

α(|∇Φ(ηt(u))|)|∇Φ(ηt(u))|2 dt

Si Φ(u) < c − ε no tenemos nada que probar. Podemos suponer sin perdida de generalidad que
|Φ(u)− c| < ε entonces si u 6∈ Nε implica que |∇Φ(ηt(u))| ≥ ε 0 ≤ t ≤ 1 y como t2α(t) es monótona
creciente podemos concluir que

Φ(η1(u))− Φ(u) = −
∫ 1

0

α(|∇Φ(ηt(u))|)|∇Φ(ηt(u))|2 dt ≤ −α(ε)|ε|2 = −ε2
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Pero entonces,

Φ(η1(u)) ≤ c+
ε2

2
− ε2 ≤ c− ε2

2
Que era lo que queŕıamos probar �

3.2. La demostración del Teorema.

Definición 3.26. Sea N un espacio topológico y Φ una función continua en N . Sea

cm(Φ) = ı́nf
γ(A)≥m

[sup{Φ(u) : u ∈ A}] m ≤ γ(N)

Teorema 3.27. Sea (M,Φ) que satisface (P-S) y cm(Φ) definida como en 3.26. Supongo que
m ≤ n y −∞ < c = cm(Φ) = cn(Φ) < +∞. Entonces el conjunto Kc de puntos cŕıticos es de genus
por lo menos n−m+ 1.

Demostración. Supongo n > m y γ(Kc) ≤ n − m usando 3.4 item 4 podemos encontrar un
entorno de Kc tal que γ(U) ≤ n−m. Usando 3.4 item 2 y el Lema 3.24 podemos suponer sin perdida
de generalidad que U es un entorno de Nε. Por definición de cn existe un conjunto A cerrado γ(A) ≥ n
y tal que sup{Φ(u) : u ∈ A} ≤ c+ ε

2 .

Sea A0 = A−Nε , calculemos γ(A0).

γ(A) ≤ γ(A0) + γ(Nε)

Reemplazando, nos queda
γ(A0) ≥ n− (n−m) = m

Por el Lema 3.4 item 1 sabemos que γ(η1(A0)) ≥ m.

Por otro lado, como sup{Φ(u) : u ∈ A} ≤ c+ ε
2 . Usando el Corolario 3.25 tenemos que Φ(η1(u)) ≤

c − ε2

2 esto contradice la definición de cm. Esto completa la prueba en el caso n > m.Si n = m y Kc

es vaćıo, podemos obtener U y llegamos a la misma contradicción. �

4. El principio variacional de Ekeland

La presentación de esta sección, sigue las notas de [21], Apéndice C. El resultado original, se debe
a I. Ekeland y se encuentra en [8].

La idea del principio variacional de Ekeland es la siguiente: Suponemos Φ una función a valores
reales definida en un espacio métrico (M, d) semicontinua inferiormente tal que Φ(x) ≥ β para toda
x ∈M.

El principio asegura la construcción de una sucesión minimizante con algún control, más precisa-
mente, la sucesión verifica

ı́nf
x∈M

{Φ(x)}+ ε > Φ(xε)

Y
Φ(y) ≥ Φ(xε)− εd(xε, y)

Teorema 3.28. Sea M un espacio métrico y tenemos

Φ : M−→ (−∞,∞]

una función tal que:

1. Φ(y) ≥ β
2. Φ es semicontinuo inferiormente
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Dado ε > 0 y u ∈M tal que:
Φ(u) ≤ ı́nf

M
Φ + ε

Entonces existe una v ∈M tal que:

1. Φ(u) ≥ Φ(v),
2. d(u, v) ≤ 1
3. Si v 6= w ∈M entonces Φ(w) ≥ Φ(v)− εd(v, w).

Demostración. Fijado ε > 0 definimos la relación de orden en M, decimos:

w ≤ v, si y solo si Φ(w) + εd(v, w) ≤ Φ(v).

Consideramos u0 = u y por recurrencia definimos la sucesión {un}, como sigue:

Sn = {w ∈M : w ≤ un},

Eligiendo un+1 ∈ Sn tal que

Φ(un+1) ≤ ı́nf
Sn

{Φ}+
1

n+ 1
,

Esto es posible por la definición de ı́nf, además tenemos que un+1 ≤ un y Sn+1 ⊂ Sn. Por la semi-
continuidad inferior de Φ sabemos que Sn es un conjunto cerrado. Ahora, si w ∈ Sn+1, tenemos que
w ≤ un+1 ≤ un y entonces por la relación de orden tenemos que,

εd(w, un+1) ≤ Φ(un+1)− Φ(w) ≤ ı́nf
Sn

{Φ}+
1

n+ 1
− ı́nf

Sn

{Φ} =
1

n+ 1
.

Llamamos δn+1 al diámetro de Sn+1. Nos queda que,

δn+1 ≤
2

ε(n+ 1)

Claramente,
ĺım

n−→∞
δn+1 = 0

Como M es completo
⋂∞

n=1 Sn = {v} para alguna v ∈M.

En particular si v ∈ S0, tenemos que v ≤ u0,entonces v ≤ u0, es decir, Φ(v) ≤ Φ(v) + εd(u, v) ≤
Φ(u) y

d(u, v) ≤ Φ(u)− Φ(v)
ε

≤ 1
ε
(́ınf
M
{Φ}+ ε− ı́nf

M
Φ) = 1

Entonces,
d(u, v) ≤ 1

Para obtener 3, suponemos que w ≤ v.Entonces para todo n ∈ N, w ≤ un, es decir,

w ∈
∞⋂

n=1

Sn

Entonces w = v.Por lo tanto sabemos que si w 6= v entonces v ≤ w luego

Φ(w) ≥ Φ(v)− εd(v, w)

�

Los resultados que explicaremos a continuación nos mostraran como usar el principio variacional
para encontrar puntos cŕıticos del funcional.
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Corolario 3.29. Sea E un espacio de Banach y ϕ : E −→ R una función diferenciable y acotada
inferiormente en E. Entonces para todo ε > 0 y para toda u ∈ E tal que

ϕ(u) ≤ ı́nf
E
ϕ+ ε,

existe v ∈ E que verifica:

ϕ(v) ≤ ϕ(u)
‖u− v‖E ≤ ε

1
2

‖ϕ′(v)‖E′ ≤ ε
1
2 .

Demostración. Si en el teorema 3.28 tomamos M = E,Φ = ϕ, ε > 0, λ = 1

ε
1
2
, d = ‖ · ‖. Tenemos

que v ∈ E tal que:

ϕ(v) ≤ ϕ(u)
‖u− v‖E ≤ ε

1
2

Y para toda w 6= v

ϕ(w) > ϕ(v)− ε
1
2 ‖(v − w)‖.

En particular, tomando w = v + th con t > 0 y h ∈ E,‖h‖ = 1, entonces

ϕ(v + th)− ϕ(v) > −ε 1
2 t

Que implica que
−ε 1

2 ≤ 〈ϕ′(v), h〉 para toda h ∈ E
Luego,

‖ϕ′(v)‖E′ ≤ ε
1
2

�

Corolario 3.30. Sea M una variedad diferenciable en un espacio de Banach y ϕ : M −→ R una
función diferenciable y acotada inferiormente en M . Entonces para todo ε > 0 y para toda u ∈ M tal
que

ϕ(u) ≤ ı́nf
M
ϕ+ ε,

existe v ∈Mu que verifica:

ϕ(v) ≤ ϕ(u)
‖u− v‖M ≤ ε

1
2

‖ϕ′(v)‖M ′
u
≤ ε

1
2 .

Demostración. La demostración es análoga a la del corolario anterior. Sólo se debe tomar, en
lugar de w = v + th a w = γ(t) con γ : (−δ, δ) →M , γ(0) = v y γ′(0) = h. �

Corolario 3.31. Si M y ϕ son como en el corolario 3.30, entonces para toda sucesión minimizante
de ϕ, {uk} ⊂ E existe una sucesión minimizante {vk} ⊂ E tal que:

ϕ(vk) ≤ ϕ(uk)
‖uk − vk‖M −→ 0 cuando k −→∞
‖ϕ′(vk)‖M ′

uk
−→ 0 cuando k −→∞

Demostración. Si ϕ(uk) −→ c = ı́nfM ϕ considerando εk = ϕ(uk)− c si es positiva y εk = 1
k si

ϕ(uk) = c. Entonces para εk tomamos vk como en el corolario 3.30. �



CAṔıTULO 4

Caso subcŕıtico

Consideraremos el siguiente problema eĺıptico no lineal

(4.1)

{
−∆pu+ |u|p−2u = f(x, u) en Ω
u = 0 en ∂Ω,

donde Ω es un dominio suave y acotado en RN , ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) es el p−laplaciano.

Entendemos como solución débil del problema∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇v + |u|p−2uv − f(x, u)v dx = 0 ∀ v εW 1,p
0 (Ω)

Nos interesa encontrar puntos cŕıticos del funcional de enerǵıa asociado, actuando en el espacio de
Sobolev W 1,p

0 (Ω).

Φ(v) =
∫

Ω

1
p
(|∇v|p + |v|p)− F (x, v)dx

En donde F (x, u) =
∫ u

o
f(x, z)dz.

Nuestro objetivo es ver que bajo ciertas condiciones, hay tres soluciones débiles del problema (4.1)
no triviales. Más aún,una positiva,una negativa y una que cambia de signo.

Vamos a construir tres conjuntos disjuntos Ki 6= ∅ que no contienen al 0 tales que Φ |Ki tenga un
punto cŕıtico.

SeanMi conjuntos,Mi ⊆W 1,p(Ω) construidos imponiéndole un restricción de signo y una condición
de normalización.

Definición 4.1. Definimos los siguientes conjuntos en el espacio de Sobolev W 1,p
0 (Ω).

M1 =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω):
∫

Ω

u+ > 0 y
∫

Ω

|∇u+|p + |u+|pdx =
∫

Ω

f(x, u)u+dx

}
,

M2 =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω):
∫

Ω

u− > 0 y
∫

Ω

|∇u−|p + |u−|pdx =
∫

Ω

f(x, u)u−dx
}
,

M3 = M1 ∩M2.

Donde u+ = máx{u, 0} y u− = máx{−u, 0} son las partes positivas y negativas de u, respectivamente.

Observación 4.2. El hecho de que estos conjuntos son no vaćıos es una consecuencia más o menos
inmediata de la definición y de la hipótesis F3 del Teorema 4.9. En efecto, para ver que M1 es no vaćıo,
se toma una función u0 ∈W 1,p

0 (Ω), u0 ≥ 0, u0 6≡ 0 y se calcula:∫
Ω

|∇tu0|p + |tu0|pdx = tp‖u0‖p
W 1,p(Ω),

c3‖u0‖q
Lq(Ω)t

q ≤
∫

Ω

f(x, tu0)tu0 dx ≤ c4‖u0‖q
Lq(Ω)t

q

donde las desigualdades son consecuencia de la hipótesis F3 del Teorema 4.9.

47
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Ahora, es inmediato a partir del Teorema de Bolzano, dado que q > p, que existe t̄ tal que t̄u0 ∈M1.

De manera completamente análoga se ve que M2 6= ∅.

Para ver que M3 6= ∅, se toma u1 ∈ W 1,p
0 (Ω) tal que u1,+, u1,− 6≡ 0 y se toman t̄ y t tales que

t̄u1,+ ∈M1 y tu1,− ∈M2. Luego, u = t̄u1,+ − tu1,− ∈W 1,p
0 (Ω) y u ∈M3.

Finalmente, definimos los siguientes conjuntos.

Definición 4.3.

K1 = {u ∈M1 : u ≥ 0}, K2 = {u ∈M2 : u ≤ 0}, K3 = M3.

1. Algunos lemas técnicos

Necesitamos ahora, ver un par de lemas previos, para poder verificar la condición de Palais-Smale.

Lema 4.4. Existen constantes Cj > 0 tales que, dada u ∈ Ki para i = 1, 2, 3 se tienen las siguientes
desigualdades

‖u‖p
W 1,p(Ω) ≤ C1

(∫
Ω

f(x, u)u dx
)
≤ C2Φ(u) ≤ C3‖u‖p

W 1,p(Ω)

Demostración. Para probar la primera desigualdad podemos suponer que u εK1,pues el resto de
los casos son analogos.Tenemos que u ≥ 0, por lo que u+ = u y que u+ verifica la siguiente desigualdad∫

Ω

|∇u+|p + |u+|p dx =
∫

Ω

f(x, u)u+ dx

Es inmediato entonces que

‖u‖p
W 1,p(Ω) =

∫
Ω

f(x, u)u dx

Esto prueba la primera desigualdad con C1 = 1.

Para probar la tercera desigualdad necesitamos que ∃ c2 tal que∫
Ω

F (x, u)dx ≤ 1
c2

∫
Ω

f(x, u)udx

Recordemos que la definición de Φ es la siguiente:

Φ(v) =
∫

Ω

1
p
|∇v|p +

1
p
|v|p − F (x, v)dx

Además, notamos que,∣∣∣∣∫
Ω

F (x, u) dx
∣∣∣∣ = ∫

Ω

F (x, u) dx ≤ 1
c2

∫
Ω

f(x, u)u dx =
1
c2
‖u‖p

W 1,p(Ω)

Entonces, esto me dice que,

(4.2) −
∫

Ω

F (x, u)dx ≤ 1
c2
‖u‖p

W 1,p(Ω)

Por lo tanto, de (4.2), tenemos la siguiente acotación:



1. ALGUNOS LEMAS TÉCNICOS 49

Φ(u) =
1
p
‖u‖p

W 1,p(Ω) −
∫

Ω

F (x, u) dx

≤ 1
p
‖u‖p

W 1,p(Ω) +
1
c2
‖u‖p

W 1,p(Ω)

≤
(

1
c2

+
1
p

)
‖u‖p

W 1,p(Ω)dx

Notemos que C3 = 1
c2

+ 1
p .

Para probar la desigualdad del medio necesitamos que:

(4.3)
∫

Ω

F (x, u)dx ≤ 1
c2

∫
Ω

f(x, u)u dx y
1
c2
≤ 1
p

Recordemos, que como u ∈ Ki, podemos afirmar que

‖u‖p
W 1,p(Ω) =

∫
Ω

f(x, u)u dx

Utilizando esto y (4.3) nos queda que:

Φ(u) =
1
p
‖u‖p

W 1,p(Ω) −
∫

Ω

F (x, u) dx

≥ 1
p

∫
Ω

f(x, u)u dx−
∫

Ω

F (x, u) dx

≥ (
1
p
− 1
c2

)
∫

Ω

f(x, u)u dx

�

Lema 4.5. Existen constantes positivas tales que:

‖u+‖W 1,p(Ω) ≥ C ∀u ∈ K1

‖u−‖W 1,p(Ω) ≥ C ∀u ∈ K2

‖u+‖W 1,p(Ω) , ‖u−‖W 1,p(Ω) ≥ C ∀u ∈ K3

Demostración. Por definición de Ki tenemos que:

‖u±‖p
W 1,p(Ω) =

∫
Ω

f(x, u)u± dx

Necesitamos que: ∫
Ω

f(x, u)u± dx ≤ C‖u±‖q
L

q
(Ω)

para p∗ ≥ q > p

Entonces, nos queda que:
‖u±‖p

w1,p(Ω) ≤ C‖u±‖q
L

q
(Ω)

Como q > p dividiendo a los dos lados de la desigualdad anterior por la norma a la p,obtenemos la
acotación que queŕıamos probar. �

Lema 4.6. Existe una constante C > 0 tal que Φ(u) ≥ C‖u‖p
w1,p(Ω) para toda

u ∈W 1,p(Ω) con ‖u‖W 1,p
0 (Ω) suficientemente pequeña.
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Demostración. Para probar este lema necesitamos que:∫
Ω

F (x, u) dx ≤ C‖u‖q
L

q
(Ω)

para p∗ ≥ q > p

Usando esto podemos realizar la siguiente acotación:

Φ(u) =
1
p
‖u‖p

W 1,p(Ω) −
∫

Ω

F (x, u)dx ≥ 1
p
‖u‖p

W 1,p(Ω) − C‖u‖q
L

q
(Ω)

≥ 1
p
‖u‖p

W 1,p(Ω) − C1‖∇u‖q
L

p
(Ω)

En la segunda desigualdad estamos usando Poincaré pues u ∈W 1,p
0 (Ω).

Si ‖∇u‖L
p
(Ω) es suficientemente pequeño podemos acotar el último termino por C‖∇u‖p

L
p
(Ω)

dado
que p < q. �

El siguiente lema describe las propiedades de las variedades Mi.

Lema 4.7. Mi es una subvariedad de W 1,p
0 (Ω) de codimensión 1, si i = 1, 2 y 2, si i = 3 respecti-

vamente. Los conjuntos Ki son completos. Además ∀u ∈Mi tenemos la descomposición TuW
1,p
0 (Ω) =

TuMi

⊕
span{u+, u−} donde TuM es el espacio tangente a la variedad M en u. Finalmente, la proyec-

ción a la primer coordenada es uniformemente continua en conjuntos acotados de Mi.

Demostración. Definamos,

M1 =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω):
∫

Ω

u+ dx > 0
}

M2 =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω):
∫

Ω

u− dx > 0
}

M3 = M1 ∩M2

Observemos que Mi ⊆M i

Como los conjuntosM i son abiertos enW 1,p
0 (Ω), es suficiente con probar queMi es una subvariedad

regular de M i.

Vamos a construir una función C1,1, ϕi : M i → Rd con d = 1 si i = 1, 2 o d = 2 si i = 3 tal
que Mi sea la imagen inversa del valor regular de ϕi. Dicho de otra manera, lo que queremos es que
Mi = ϕ−1

i (0).

De hecho, definamos para u ∈M1

ϕ1(u) =
∫

Ω

|∇u+|p + |u+|p − f(x, u)u+ dx.

Para u ∈M2

ϕ2(u) =
∫

Ω

|∇u−|p + |u−|p − f(x, u)u− dx.

Para u ∈M3

ϕ3(u) = (ϕ1(u), ϕ2(u))

Obviamente, tenemos que Mi = ϕ−1
i (0). Necesitamos mostrar que 0 es un valor regular de ϕi pues

en ese caso Mi resulta una subvariedad.

Calculemos 〈∇ϕ1(u), u+〉 para u ∈M1.
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d

dε
ϕ1(u+ εu+) =

=
d

dε

∫
Ω

|∇(u+ εu+)+|p + |(u+ εu+)+|p

− f(x, u+ εu+)(u+ εu+)+ dx

=
d

dε

∫
Ω

(1 + ε)p|∇u+|p + (1 + ε)p|u+|p

− f(x, u+ εu+)(1 + ε)u+ dx

=
∫

Ω

p(1 + ε)p−1|∇u+|p + p(1 + ε)p−1|u+|p − f(x, u+ εu+)u+

− fu(x, u+ εu+)u+(1 + ε)u+ dx

Luego
d

dε
ϕ1(u+ εu+)

∣∣∣
(ε=0)

=
∫

Ω

p|∇u+|p + p|u+|p − f(x, u)u+ − fu(x, u)u2
+ dx.

Es decir

〈∇ϕ1(u), u+〉 = p‖∇u+‖p + p‖u+‖p −
∫

Ω

f(x, u)u+ − fu(x, u)u2
+ dx

≤ p (‖∇u+‖p + ‖u+‖p)−
∫

Ω

f(x, u)u+ − fu(x, u)u2
+ dx

Como u ∈M1, el último termino se puede acotar por

(p− 1)
∫

Ω

f(x, u)u+ dx−
∫

Ω

fu(x, u)u2
+ dx.

Necesitamos que:

(4.4)
∫

Ω

f(x, u)u dx ≤ C1

∫
Ω

fu(x, u)u2 dx ≤ C4‖u‖q
Lq(Ω)

Usando (4.4) y que u ∈M1 nos queda que:

(p− 1)
∫

Ω

f(x, u)u+ dx−
∫

Ω

fu(x, u)u2
+ dx ≤ (p− 1− 1

C1
)
∫

Ω

f(x, u)u+ dx

=
(
p− 1− 1

C1

)(
‖∇u+‖p

Lp(Ω) + ‖u+‖p
Lp(Ω)

)
≤
(
p− 1− 1

C1

)
‖∇u+‖p

Lp(Ω)

Nos interesa que: (
p− 1− 1

C1

)
< 0

Para que se cumpla esto, necesitamos que:

C1 <
1

p− 1

Usando ahora el Lema 4.5 sabemos que 〈∇ϕ1(u), u+〉 es estrictamente negativo y por lo tanto,
∇ϕ1(u) 6= 0.

El mismo argumento se aplica a M2.
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Notemos, que si probamos que 〈∇ϕ1(u), u−〉 = 〈∇ϕ2(u), u+〉 = 0 para u ∈ M3 entonces por lo
anterior sabemos que 〈∇ϕ1(u), u〉 < 0 y 〈∇ϕ2(u), u〉 < 0. Razón por la cual podemos afirmar que
∇ϕ3(u) 6= 0 para u ∈M3.

Veamos que 〈∇ϕ1(u), u−〉 = 0 para u ∈M3. En efecto,

d

dε
ϕ1(u+ εu−) =

=
d

dε

∫
Ω

|∇(u+ εu−)+|p + |(u+ εu−)+|p − f(x, u+ εu−)(u+ εu−)+ dx

=
d

dε

∫
Ω

|∇u+|p + |u+|p − f(x, u+ εu−)u+ dx

=−
∫

Ω

fu(x, u+ εu−)u+u− dx

=0

Por lo que

d

dε
ϕ1(u+ εu−)

∣∣∣
(ε=0)

= 0.

Análogamente 〈∇ϕ2(u), u+〉 = 0. Por lo tanto,M3 resulta una subvariedad regular.

Veamos ahora que,Ki es completo. Lo vamos a probar para K1,los otros casos son análogos.

Sea {uk}k∈N una sucesión de Cauchy. Como W 1,p
0 (Ω) es completo, sabemos que uk −→ u en

W 1,p
0 (Ω) y además (uk)± −→ u± en W 1,p

0 (Ω). Entonces ∇(uk)+ −→ ∇u+ en Lp(Ω) y esto me dice que∫
Ω

|∇(uk)+|p dx −→
∫

Ω

|∇u+|p dx

Además usando la continuidad de la inclusión W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) tenemos que (uk)+ −→ u+ en

Lp(Ω) y por lo tanto, ∫
Ω

|(uk)+|p dx −→
∫

Ω

|u+|p dx.

Necesitamos que ∫
Ω

f(x, uk)uk+ dx −→
∫

Ω

f(x, u)u+ dx.

Alcanza con pedir que:∫
Ω

f(x, u)u±dx ≤ C‖u±‖q
L

q
(Ω)

para p < q ≤ p∗,

porque sabemos que (uk)+ −→ u+ en Lq(Ω).

Como uk ∈ K1, se tiene que∫
Ω

|∇uk+ |p + |uk+ |p
∗
dx =

∫
Ω

f(x, uk)uk+ dx

y pasando al ĺımite obtenemos que como uk ∈ K1, se tiene que∫
Ω

|∇u+|p + |u+|p
∗
dx =

∫
Ω

f(x, u)u+ dx



2. LA CONDICIÓN DE PALAIS-SMALE 53

Resta ver que
∫
Ω
u+ dx > 0 pero por el Lema 4.5 sabemos que ‖(uk)+‖W 1,p(Ω) ≥ C entonces

‖u+‖W 1,p(Ω) ≥ C y por esto u+ 6≡ 0. Esto me dice que
∫
Ω
u+ dx > 0 y por lo tanto u ∈M1.

Además, uk ≥ 0 ∀k y como ukj
−→ u en casi todo punto concluimos que u ≥ 0.

Resumiendo, acabamos de probar que M1 es completo.

Falta ver que TuW
1,p
0 (Ω) = TuM1⊕〈u+〉, dondeM1 = {u : ϕ1(u) = 0} y TuM1 = {v : 〈∇ϕ1(u), v〉 =

0}.

Sea v ∈ TuW
1,p
0 (Ω) y escribimos v = v1 + v2, donde v2 = αu+ y v1 = v − v2. Nos interesa elegir α

de manera tal que v1 ∈ TuM1.

0 = 〈∇ϕ1(u), v〉 = 〈∇ϕ1(u), αu+〉 = 〈∇ϕ1(u), v1〉.

Si elegimos

α =
〈∇ϕ1(u), v〉
〈∇ϕ1(u), u+〉

,

reemplazando en la ecuación anterior nos queda que

〈∇ϕ1(u), v1〉 = 0.

Análogamente, TuW
1,p(Ω) = TuM2 ⊕ 〈u−〉 y TuW

1,p(Ω) = TuM3 ⊕ 〈u+, u−〉. �

2. La condición de Palais-Smale

Lema 4.8. El funcional Φ|Ki
satisface la condición de Palais-Smale.

Demostración. Sea uk ⊂ Ki una sucesión tal que:

1. Φ(uk) es uniformemente acotada
2. ∇Φ|Ki

(uk) −→ 0 fuertemente

Necesitamos mostrar que existe una subsucesión que converge fuerte en Ki.

Sea vj ∈ Tuj
W 1,p(Ω) un vector unitario tal que:

〈∇Φ(uj), vj〉 = ‖∇Φ(uj)‖W−1,p′ (Ω).

Ahora por el Lema 4.7, vj = wj + zj con wj ∈ TujMi y zj ∈ 〈(uj)+, (uj)−〉.
Además, los zj son uniformemente acotados y como los vj también lo son, podemos concluir que

los wj también son uniformemente acotados.

Por otro lado,

‖∇Φ(uj)‖W−1,p′ (Ω) = 〈∇Φ(uj), vj〉 = 〈∇Φ|ki(uj), wj〉

La desigualdad anterior proviene de que zj ∈ 〈(uj)+, (uj)−〉 y al demostrar el Lema 4.7 vimos que
zj ∈ 〈(uj)+, (uj)−〉 es ortogonal a TujMi. Y recordando que, wj es uniformemente acotado y que
uk verifica la condición 2 que mencionamos al principio, notamos que la igualdad anterior tiende
fuertemente a 0.

Ahora, estamos bajo las condiciones de (P-S) para el funcional Φ. �
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3. Fin de la demostración

Teorema 4.9. Suponiendo que f cumple:

F1: f : Ω×R −→ R, es una función medible respecto de la primer variable y continua respecto
de la segunda variable para casi todo x ∈ Ω. Además, f(x, 0) = 0 para cada x ∈ Ω.

F2: Existen constantes p < q < p∗ = Np
(N−p) , s > p∗

p∗−q , t = sq
(2+(q−2)s) y funciones a ∈ Ls(Ω),

b ∈ Lt(Ω), tal que para x ∈ Ω, u, v ∈ R.

|fu(x, u)| ≤ a(x)|u|q−2 + b(x)

F3: Existen constantes c1 ∈ (0, 1
p−1 ), k2 > p , 0 < c3 < c4 tal que ∀u ∈ Lq(Ω) para p < q < p∗

c3‖u‖q
Lq(Ω) ≤ k2

∫
Ω

F (x, u) dx ≤
∫

Ω

f(x, u)u dx

≤ c1

∫
Ω

fu(x, u)u2 dx ≤ c4‖u‖q
Lq(Ω)

Existen tres soluciones no triviales débiles del problema.

(4.5)

{
−∆pu+ |u|p−2u = f(x, u) en Ω
u = 0 en ∂Ω

Donde Ω es un dominio regular y acotado, ∆pu = div(|∇u|p−2∇u).
Más aún, estas soluciones son una negativa, una positiva y una que cambia de signo.

Demostración. Para probar el Teorema, verificaremos que el funcional Φ |Ki
verifica las hipótesis

del Principio Variacional de Ekeland 3.28.

El hecho de que Φ sea acotado inferiormente sobre Ki es una consecuencia inmediata de la con-
strucción de la variedad Ki.

Luego, por el Corolario 3.31, existe vk ∈ Ki tal que

Φ(vk) → ı́nf
Ki

Φ y (Φ |Ki)
′(vk) → 0.

Como (Ki,Φ |Ki) verifica (P-S), se tiene que vk posee una subsucesión convergente, que denominamos
vk.

Luego Φ posee un punto cŕıtico en Ki, i = 1, 2, 3 y, por construcción de las variedades Ki, uno de
ellos resulta positivo, otro negativo y el último cambia de signo. �



CAṔıTULO 5

Compacidad por concentración

1. El método de compacidad por concentración

En este capitulo mostraremos el método de compacidad por concentración, basado en dos lemas
de Lions.Que nos permitirá verificar que un funcional satisface la condición de Palais Smale (la que
generaliza la propiedad que tiene Rn de que cualquier sucesión acotada posee una subsucesión conver-
gente) para el caso cŕıtico.Es decir, esta técnica se aplica en los casos en los que la inclusión de Sobolev
no resulta compacta.

Dada una sucesión acotada en W 1,p
0 (Ω) tomando una subsucesión conveniente podemos suponer

que:

1. uj ⇀ u en W 1,p
0 (Ω)

2. uj −→ u en Lr(Ω) ∀1 ≤ r < p∗

3. |uj |p
∗
⇀ dν débil*

4. |∇uj |p ⇀ dµ débil*

Donde ν y µ son medidas finitas. Con estas suposiciones y considerando que extiendo las funciones uj

por 0 a todo Rn y para fijar ideas suponemos que µ = 0. Podemos obtener la desigualdad inversa de
Hölder. (∫

Rn

|φ|p
∗
dν

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
Rn

|φ|p dµ
) 1

p

∀φ ∈ C∞0 (Rn)

En donde S es la mejor constante en la inclusión de Sobolev, es decir:

S = ı́nf
{
‖u‖p

W 1,p
0 (Ω)

tales que ‖u‖p∗ = 1 y∇u ∈ Lp(Ω)
}

Notemos que dicha desigualdad me esta diciendo que las medidas µ y ν están relacionadas.

Para la prueba, usamos que por la desigualdad de Sobolev, aplicada a φuj , tenemos que:(∫
Rn

|φuj |p
∗
dx

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
Rn

|∇φuj |p dx
) 1

p

∀φ ∈ C∞0 (Rn)

Por 3 obtenemos que

ĺım
(∫

Rn

|φuj |p
∗
dx

) 1
p∗

=
(∫

Rn

|φ|p
∗
dν

) 1
p∗

Por otra parte (∫
Ω

|∇(φuj)|p dx
) 1

p

=
(∫

Ω

|∇φuj + φ∇uj |p dx
) 1

p

Por lo que tenemos que:

| ‖∇(φuj)‖Lp(Ω) − ‖φ∇uJ‖Lp(Ω)| ≤ ‖uj∇φ‖Lp(Ω)

55
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Usando que φ ∈ C∞0 (Ω) y que uj −→ 0 en Lp(Rn) podemos afirmar que:

ĺım
∫

Rn

|∇(φuj)|p dx = ĺım
∫

Rn

|φ∇uj |p dx

Por 4 sabemos que

ĺım
∫

Rn

|φ|p|∇uj |p dx =
∫

Rn

|φ|p dµ

Podemos concluir entonces que

ĺım
∫

Rn

|∇(φuj)|p dx =
∫

Rn

|φ|p dµ

Pasando al limite en la Desigualdad de Sobolev ya mencionada, obtenemos la desigualdad inversa de
Hölder.

Lema 5.1. Si ν y µ son dos medidas finitas y no negativas tales que para 1 ≤ q < r < ∞.Existe
C > 0 tal que (∫

Ω

|φ|r dν
) 1

r

≤ C

(∫
Ω

|φ|p dµ
) 1

p

∀φ ∈ C∞c

Entonces existe {xi}i∈I y {νi}i∈I νi ∈ R νi > 0 con I a lo sumo numerable tal que

ν =
∑
i∈I

νiδxi
y µ ≥ C−p

∑
i∈I

ν
p
r
i δxi

Para entender la demostración del Lema 5.1 vamos a utilizar algunos lemas previos.

Lema 5.2. Sea ν una medida finita y no negativa que cumple que para todo δ > 0 tal que para
todo A Boreliano se tiene que ν(A) = 0 o ν(A) ≥ δ. Entonces existe {xi}i∈I y νi > 0 donde I es a lo
sumo numerable tal que ν =

∑
i∈I νiδxi .

Demostración. Sea A tal que ν(A) ≥ δ veamos que existe xi tal que ν(xi) ≥ δ.En efecto, cubro
A por cubos, existe un cubo al que denominamos Q1 tal que ν(Q1) ≥ δ. Pues, si todos los cubitos
miden 0 entonces ν(A) = 0, que seria una contradicción.

Repitamos el mismo procedimiento con Q1, lo dividimos en 2n cubitos y alguno de ellos tiene
medida mayor que δ > 0. Llamemos Q2 a uno de esos cubos.

Repitiendo este proceso obtenemos una sucesión de cubitos encajados

Q1 ⊂ Q2 ⊂ ... ⊂ Qn ⊂ ...

que cumplen que ν(xi) ≥ δ ∀ i. Por otro lado, sabemos que existe xi =
⋂

i∈N Qi y además

ν(xi) = ĺım ν(Qi) ≥ δ

Sea {xi} el conjunto de todos los puntos de Rn tales que ν(xi) ≥ δ. Descomponemos A de la siguiente
forma

A = A ∩
⋃
xi ∪A \

⋃
xi

Si A ∩
⋃
xi = ∅ entonces ν(A) = 0. En efecto, si ν(A) ≥ δ por la parte anterior existe x ∈ A tal que

ν(x) ≥ δ. Contradicción.

Si usamos esto y notamos νi = ν(xi). Nos queda la siguiente igualdad

ν(A) = ν
(
A ∩

⋃
xi

)
+ ν

(
A \

⋃
xi

)
=
∑
i∈I

νi.
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Observemos que I es a lo sumo numerable porque

δ]I ≤
∑
i∈I

ν(xi) ≤ ν(Rn) <∞.

Esto termina la demostración. �

Lema 5.3. Sea ν una medida que cumple que

(5.1)
(∫

Ω

|ψ|r dν
) 1

r

≤ C

(∫
Ω

|ψ|p dν
) 1

p

∀ψ ∈ C∞c (Ω)

Podemos asegurar que existe δ > 0 tal que para todo A Boreliano se cumple que ν(A) = 0 o ν(A) ≥ δ

Demostración. Sea ψ = χA para A Boreliano.

Por (5.1) tenemos que

ν(A)
1
r ≤ Cν(A)

1
p .

Si ν(A) = 0 listo. Si no, tengo la siguiente desigualdad

1
C
≤ ν(A)

1
p−

1
r .

Es decir

ν(A) ≥
(

1
C

) pr
r−p

= δ,

como queŕıamos demostrar. �

Veamos ahora la demostración del Lema 5.1

Demostración. Es claro que por Hölder inversa sabemos que µ(A) = 0 entonces ν(A) = 0, es
decir, ν � µ. Por Teorema de Radon Nikodyn sabemos que existe f ∈ L1(dµ) tal que dν = f dµ.

Por otra parte, por Hölder inversa tenemos que para A Boreliano ν(A) ≤ Crµ(A)
r
p y ahora

realizamos la siguiente acotación.

1
µ(A)

∫
A

f dµ =
1

µ(A)
ν(A) ≤ Crµ(A)

r
p−1 ≤ Crµ(Rn)

r
p−1 <∞.

Notemos que esto me dice que f ∈ L∞(dµ), pues por el Teorema de Diferenciación de Lebesgue
sabemos que

ĺım
1

µ(Qx)

∫
Qx

f dµ = f(x)

Entonces f(x) ≤ Crµ(Rn)
r
p−1 en casi todo punto.

Por otro lado, por Teorema de descomposición de Lebesgue tenemos que µ se puede escribir como
µ = gν + σ con g ∈ L1(dν) g ≥ 0 y σ⊥ν.
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Aplicando Hölder inverso a φ = g
1

r−pχ{g≤n}ψ ∀ψ ∈ C∞c (Rn), obtenemos la siguiente desigualdad(∫
Rn

g
r

r−pχ{g≤n}|ψ|r dν
) 1

r

≤ C

(∫
Rn

g
p

r−pχ{g≤n}|ψ|p dµ
) 1

p

= C

(∫
Rn

g
p

r−pχ{g≤n}|ψ|p (gdν + dσ)
) 1

p

= C

(∫
Rn

g
r

r−pχ{g≤n}|ψ|p dν

+
∫

Rn

g
p

r−pχ{g≤n}|ψ|p dσ
) 1

p

.

Usando que σ⊥ν, concluimos que(∫
Rn

g
r

r−pχ{g≤n}|ψ|r dν
) 1

r

≤ C

(∫
Rn

g
r

r−pχ{g≤n}|ψ|p dν
) 1

p

.

Si definimos dνn = g
r

r−pχ{g≤n}dν, la desigualdad anterior nos dice que(∫
Rn

|ψ|r dνn

) 1
r

≤
(∫

Rn

|ψ|p dνn

) 1
p

∀ψ ∈ C∞c

Ahora, aplicando los Lemas 5.2 y 5.3 respectivamente podemos afirmar que existen xn
i i ∈ In y Kn

i > 0
tales que νn =

∑
i∈In

Kn
i δ

n
xi

.

Por otra parte, sab́ıamos que νn = g
r

r−pχ{g≤n}ν, notemos que, νn tiende en forma monótona a
g

r
r−p ν. Esto, además, nos dice que

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · ·

y que
Kn

i = Kj
i ∀j ≥ n siempre que xi ∈ In.

En otras palabras, sabemos que In+1 tiene los mismos xi que tenia In y eventualmente alguno más y
que Kn

i tiende a Ki, pues a partir de un momento la sucesión es constante.

Sea I =
⋃

n∈N In, es claro, por unicidad del limite, que g
r

r−p ν =
∑

i∈I Kiδxi
. Más aún, se tiene

que Ki = g
r

r−p (xi)ν(xi). �

Por último, necesitamos el siguiente Lema.

Lema 5.4. fn −→ f en casi todo punto y fn ⇀ f en Lp(Ω) entonces

ĺım
j−→∞

(
‖fn‖p

Lp(Ω) − ‖f − fn‖p
Lp(Ω)

)
= ‖f‖p

Lp(Ω)

Demostración. Observemos primero que, dados a, b ∈ R, dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que se
verifica la siguiente desigualdad:

(5.2) | |a+ b|p − |a|p| ≤ ε|a|p + Cε|b|p.

La demostración de esta desigualdad es elemental y la dejamos para el lector.

Definimos
Wε,n(x) = (||fn(x)|p − |f(x)− fn(x)|p − |f(x)|p| − ε|fn(x)|p)+ .

Notemos que Wε,n(x) −→ 0 en casi todo punto.



1. EL MÉTODO DE COMPACIDAD POR CONCENTRACIÓN 59

Por otro lado, por (5.2),

| |fn(x)|p − |f(x)− fn(x)|p − |f(x)|p| ≤ | |fn(x)|p − |fn(x)− f(x)|p|+ |f(x)|p

≤ ε|fn(x)|p + Cε|f(x)|p + |f(x)|p.
Es decir, tenemos que

||fn(x)|p − |f(x)− fn(x)|p − |f(x)|p| − ε|fn(x)| ≤ (Cε + 1)|f(x)|p.
Como el lado derecho de la desigualdad es no negativo podemos asegurar que:

0 ≤Wε,n(x) ≤ (Cε + 1)|f(x)|p

Por lo tanto usando el Teorema de Convergencia Mayorada podemos asegurar que
∫
Ω
Wε,n(x) dx −→ 0.

Por otro lado,

| |fn(x)|p − |f(x)− fn(x)|p − |f(x)|p| ≤Wε,n(x) + ε|fn(x)|p,
entonces, si notamos

In =
∫

Ω

| |fn(x)|p − |f(x)− fn(x)|p − |f(x)|p dx,

resulta que

In ≤
∫

Ω

Wε,n(x) dx+ ε‖fn(x)‖p
Lp(Ω) ≤

∫
Ω

Wε,n(x) dx+ Cε

Podemos concluir que ĺım sup In ≤ Cε ∀ε > 0 �

Con estos preliminares, ya estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta sección.
Es decir, el Principio de Compacidad por Concentración.

Teorema 5.5 (Principio de Compacidad por Concentración). Sea {uj}j∈N una sucesión débil
convergente en W 1,p

0 (Ω) con limite débil u, tal que:

|∇uj |p ⇀ µ débil * en el sentido de las medidas.
|uj |p

∗
⇀ ν débil * en el sentido de las medidas.

Entonces para un conjunto finito de indices I tenemos que:

1. ν = |u|p∗ +
∑

j∈I νjδxj
νj > 0

2. µ ≥ |∇u|p +
∑

j∈I µjδxj µj > 0 xj ∈ Ω

3. ν
p

p∗

j ≤ µj

S

Demostración. Sea vj = uj − u. Aplicando el lema 5.4 a φuj obtenemos que

(5.3) ĺım
(∫

Ω

|φ|p
∗
|uj |p

∗
dx−

∫
Ω

|φ|p
∗
|vj |p

∗
dx

)
=
∫

Ω

|φ|p
∗
|u|p

∗
dx

Por otro lado, por hipótesis,tenemos que |vj |p
∗
⇀∗ ν1 y|∇vj |p ⇀∗ µ1.Además, tenemos la desigual-

dad de Hölder Inversa que relaciona a ν1 y µ1.Es decir(∫
Rn

|φ|p
∗
dν

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
Rn

|φ|p dµ
) 1

p

∀φ ∈ C∞0 (Rn)

Aplicando el lema 5.1 podemos asegurar que:

ν1 =
∑
i∈I

νiδxi y µ1 ≥
∑
i∈I

µiδxi
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. Además

1. ĺımj−→∞
∫
Ω
|φ|p∗ |uj |p

∗
dx =

∫
Ω
|φ|p∗ dν

2. ĺımj−→∞
∫
Ω
|φ|p∗ |vj |p

∗
dx =

∫
Ω
|φ|p∗ dν1

Pasando al limite en 5.3 concluimos entonces que∫
Ω

|φ|p
∗
dν =

∫
Ω

|φ|p
∗
dν1 +

∫
Ω

|φ|p
∗
|u|p

∗
dx

Esto me dice ν = |u|p∗ + ν1.

Por otra parte, (∫
Ω

|φuj |p
∗
dx

) 1
p∗

S
1

p∗ ≤
(∫

Ω

|∇φuj |p dx
) 1

p

El lado derecho de la desigualdad, calculando ∇φuj , lo podemos acotar por(∫
Ω

|∇φ|p|uj |p dx
) 1

p

+
(∫

Ω

|φ|p|∇uj |p dx
) 1

p

Notemos que

ĺım
(∫

Ω

|∇φ|p|uj |p dx
) 1

p

=
(∫

Ω

|∇φ|p|u|p dx
) 1

p

Pues como uj ⇀ u en W 1,p
0 (Ω) podemos suponer que uj −→ u en Lp(Ω) y sabemos que

ĺım
(∫

Ω

|φ|p|∇uj |p dx
) 1

p

=
(∫

Ω

|φ|p dµ
) 1

p

Resumiendo, nos queda(∫
Ω

|φ|p
∗
dν

) 1
p∗

S
1
p ≤

(∫
Ω

|φ|p dµ
) 1

p

+
(∫

Ω

|∇φ|p|u|p dx
) 1

p

Sea φ ∈ C∞c (Rn), 0 ≤ φ ≤ 1, φ(0) = 1 y sop φ ⊂ B1(0). Consideremos φi,ε(x) = φ(x−xi

ε ).Claramente
φi,ε satisface que sop φi,ε ⊆ Bε(xi) yφi,ε(xi) = 1.Puedo considerar que ε tal que Bε(xi) si i 6= j.Usando
que ν = |u|p∗ + ν1. Nos queda que∫

Ω

|φi0,ε|p
∗
dν =

∫
Ω

|φi0,ε|p
∗
dx+

∫
Ω

|φi0,ε|p
∗
dν1

=
∫

Ω

|φi0,ε|p
∗
|u|p

∗
dx+

∑
i∈I

νiφi0,ε(xi) ≥ νi0

Por esto podemos afirmar que

ν
1

p∗

i S
1
p ≤

(∫
Ω

|φi,ε|p
∗
dν

) 1
p∗

S
1
p

≤
(∫

Ω

|φi,ε|p
∗
dµ

) 1
p

+
(∫

Ω

|∇φi,ε|p|u|p dx
) 1

p
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Acotando el lado derecho de la desigualdad usando Hölder obtenemos que:(∫
Ω

|∇φi,ε|p|u|p dx
) 1

p

=

(∫
Bε(xi)

|∇φi,ε|p|u|p dx

) 1
p

≤

(∫
Bε(xi)

|u|p
∗

) 1
p∗
(∫

Bε(xi)

|∇φi,ε|n
) 1

n

Notemos que

∇φi,ε(x) = ∇φ
(
x− xi

ε

)
= ∇φ

(
x− xi

ε

)
1
ε

Entonces (∫
Bε(xi)

|∇φi,ε|n dx

) 1
n

=

(∫
Bε(xi)

∣∣∇φ(x− xi

ε

) ∣∣n 1
εn
dx

) 1
n

=

(∫
B1(0)

|∇φ(y)|n dy

) 1
n

= C

Gracias a esto podemos realizar la siguiente acotación(∫
Ω

|∇φi,ε|p|u|p dx
) 1

p

≤ C

(∫
Bε(xi)

up∗ dx

) 1
p∗

Observemos que el termino de la derecha tienda a 0, cuando ε −→ 0. Por otro lado,(∫
Ω

|∇φi,ε|p dµ
) 1

p

≤ µ(Bε(xi))
1
p

Además ĺımµ(Bε(xi))
1
p = µ(xi)

1
p = µ

1
p

i .

Concluimos juntando ambas acotaciones que ν
1

p∗

i S
1
p ≤ µ

1
p

i .

Veamos ahora que µ ≥ |∇u|p +
∑

i∈I µiδxi .

Teńıamos que µ ≥
∑
µiδxi . Por otro lado, como uj ⇀ u en W 1,p

0 (Ω) entonces ∇uj ⇀ ∇u en
Lp(A) ∀A ⊂ Ω y usando que la norma es débil semicontinua inferiormente tenemos que ‖∇u‖p

Lp(A) ≤
ĺım inf ‖∇uj‖p

Lp(Ω).

Es decir, ∫
A

|∇u|p dx ≤ ĺım inf
∫

A

|∇uj |p dx = µ(A).

Esto me dice que dµ ≥ |∇u|p dx. Además |∇u|p ⊥
∑

i∈I µiδxi
entonces µ ≥ |∇u|p +

∑
i∈I µiδxi

.
Aśı finaliza la demostración. �

2. Una aplicación

Estudiemos la existencia de soluciones para el siguiente problema

(5.4)

{
−∆pu = |u|p∗−2u+ λf(x, u) en Ω
u = 0 en ∂Ω,

donde Ω es un dominio regular y acotado.
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Para esto nos interesa buscar puntos cŕıticos del siguiente funcional.

J(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u|p dx− 1
p∗

∫
Ω

|u|p
∗
dx− λ

∫
Ω

F (x, u) dx

Donde F (x, u) =
∫ u

0
f(x, z) dz.

Nuestro problema es que en el caso cŕıtico la inclusión de Sobolev ya no resulta compacta.

Vamos a decir que uj ⊂ W 1,p
0 (Ω) es una sucesión de Palais-Smale de nivel c, que abreviaremos

(P-S)c si:

1. J(uj) −→ c

2. J ′(uj) −→ 0 en W−1,p′(Ω)

Decimos que J satisface la condición de Palais-Smale si para cualquier sucesión de Palais-Smale de
nivel c, verifica que tiene una subsucesión convergente en sentido fuerte.

Lo primero que observamos es el siguiente lema.

Lema 5.6. Si {vj}j∈N ⊂ W 1,p
0 (Ω) es una sucesión de (P-S)c. Entonces {vj}j∈N es acotada en

W 1,p
0 (Ω).

Demostración. Tenemos que vj que cumple que

1. J(vj) −→ c

2. J ′(vj) −→ 0 en W−1,p′(Ω)

Entonces,

(5.5) c+ 1 ≥ J(vj) = J(vj)−
1
k2
〈J ′(vj), vj〉+

1
k2
〈J ′(vj), vj〉

Además
〈J ′(vj), vj〉 =

∫
Ω

|∇vj |p−2∇v2
j dx−

∫
Ω

|vj |p
∗−2v2

j dx− λ

∫
Ω

f(x, vj)vj dx

Reemplazando nos queda

(5.5) =
(

1
p
− 1
k2

)∫
Ω

|∇vj |p dx+
(

1
k2
− 1
p∗

)∫
Ω

|vj |p
∗
dx

− λ

∫
Ω

F (x, vj) dx+
λ

k2

∫
Ω

f(x, vj)vj dx+
1
k2
〈J ′(vj), vj〉

Como ∫
Ω

F (x; vj) dx ≤
1
k2

∫
Ω

f(x, vj)vj dx.

Afirmamos que

−λ
∫

Ω

F (x; vj) dx+
λ

k2

∫
Ω

f(x, vj)vj dx ≥ 0.

Además como
(

1
k2
− 1

p∗

) ∫
Ω
|vj |p

∗
dx es positivo puedo acotarlo de las siguiente manera.

(5.6) (5.5) ≥
(

1
p
− 1
k2

)
‖vj‖p

W 1,p
0 (Ω)

− 1
k2
|〈J ′(vj), vj〉|

Por otro lado
|〈J ′(vj), vj〉| ≤ ‖J ′(vj)‖W−1,p′ (Ω)‖vj‖W 1,p

0 (Ω) ≤ C‖vj‖W 1,p
0 (Ω)

Porque ‖J ′(uj)‖W−1,p′ (Ω) es acotado.
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Acotando resulta que

(5.6) ≥
(

1
p
− 1
k2

)
‖vj‖p

W 1,p
0 (Ω)

− 1
k2
C‖vj‖W 1,p

0 (Ω)

De esto se deduce que vj es acotado en W 1,p
0 (Ω). �

Sea {vj} una sucesión de Palais-Smale de nivel de enerǵıa c. Por el lema anterior podemos asegurar
que {vj} es acotada en W 1,p

0 (Ω) y por lo tanto, posee una subsucesión débil convergente.Aplicando el
Lema de compacidad por concentración, obtenemos que:

1. |vj |p
∗
⇀ dν = |v|p∗ +

∑
j∈I νjδxj

débil-*
2. |∇vj |p ⇀ dµ ≥ |∇vj |p +

∑
j∈I µjδxj débil-*

3. Además, µj

S > ν
p

p∗

j

Observemos que si I = ∅ tenemos que vj −→ v en Lp∗(Ω). Veamos que si c < 1
nS

n
2 y {vj} satisface

(P − S)c entonces I = ∅.
Supongamos I 6= ∅ y sea φ ∈ C∞c (Rn) con sop φ ⊂ B1(0). Consideramos φi,ε(x) = φ

(
x−xi

ε

)
. Es

claro que sop φi,ε ⊂ Bε(xi).

Notemos que, por un lado 〈J ′(vj), φi,εvj〉 esta acotado por ‖J ′(vj)‖W−1,p′ (Ω)‖φi,εvj‖W 1,p
0 (Ω) y, por

otro lado ‖φi,εvj‖W 1,p
0 (Ω) esta acotado uniformemente en j y ‖J ′(vj)‖W−1,p′ (Ω) −→ 0. Luego, podemos

concluir que,
ĺım

j→∞
〈J ′(vj), φi,εvj〉 = 0.

Por otro lado,

〈J ′(vj), φi,εvj〉 =
∫

Ω

|∇vj |p−2∇vj∇(φi,εvj) dx− λ

∫
Ω

f(x, vj)vjφi,ε dx

−
∫

Ω

|vj |p
∗
φi,ε dx

Por lo visto antes sabemos que

ĺım
j−→∞

∫
Ω

|vj |p
∗
φi,ε dx =

∫
Ω

φi,ε dν

Necesitamos que

ĺım
j−→∞

λ

∫
Ω

f(x, vj)vjφi,ε dx = λ

∫
Ω

f(x, v)vφi,ε dx

Además, calculando ∇(φi,εvj), tenemos que:∫
Ω

|∇vj |p−2∇(φi,εvj)∇vj dx =
∫

Ω

|∇vj |p−2∇φi,ε∇vjvj dx+
∫

Ω

|∇vj |pφi,ε dx

Usando que ĺımj−→∞
∫
Ω
|∇vj |pφi,ε dx =

∫
Ω
φi,ε dµ. Obtenemos que

0 =
(

ĺım
j−→∞

∫
Ω

|∇vj |p−2∇vj∇φi,εvj dx

)
+
∫

Ω

φi,ε dµ−
∫

Ω

φi,ε dν

− λ

∫
Ω

f(x, v)vφi,ε dx
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Observemos que ĺımj−→∞
∫
Ω
|∇vj |p−2∇vj∇φi,εvj dx = 0. En efecto,

0 ≤ ĺım sup
∣∣ ∫

Ω

|∇vj |p−2∇vj∇φi,εvj dx
∣∣ ≤ ĺım sup

∫
Ω

|∇vj |p−1|∇φi,ε||vj | dx

≤ ĺım sup
(∫

Ω

|∇vj |p dx
) p−1

p
(∫

Ω

|∇φi,ε|p|vj |p dx
) 1

p

≤ C ĺım sup
(∫

Ω

|∇φi,ε|p|vj |p dx
) 1

p

= C

(∫
Bε(xi)

|∇φi,ε|p|v|p dx

) 1
p

≤ C

(∫
Bε(xi)

|∇φi,ε|n dx

) 1
n
(∫

Bε(xi)

|v|p
∗
dx

) 1
p∗

≤ C
1
ε
|Bε|

1
n

(∫
Bε(xi)

|v|p
∗
dx

) 1
p∗

= C

(∫
Bε(xi)

|v|p
∗
dx

) 1
p∗

Como ĺımε−→0

(∫
Bε(xi)

|v|p∗ dx
) 1

p∗
= 0. Podemos concluir que

ĺım
ε−→0

(∫
Ω

φi,ε dµ−
∫

Ω

φi,ε dν − λ

∫
Ω

f(x, v)vφi,ε dx

)
= 0

Notemos que:

ĺımε−→0−λ
∫
Ω
f(x, v)vφi,ε dx = 0

ĺımε−→0

∫
Ω
φi,ε dµ = µ({xi})φ({0}) = µiφ(0)

ĺımε−→0

∫
Ω
φi,ε dν = ν({xi})φ({0}) = νiφ(0)

Tenemos que (µi − νi)φ(0) = 0, es decir, µi = νi. Como sab́ıamos que ν
p

p∗

i S ≤ µi podemos concluir

que µ
p

p∗

i S ≤ µi por lo que se deduce que µi = 0 o S ≤ µ
1− p

p∗

i = µ
p
n
i .

Por otro lado, si pedimos que 1
p >

1
k2

podemos obtener la siguiente acotación

c = ĺım
j−→∞

J(vj) = ĺım
j−→∞

J(vj)−
1
p
〈J ′(vj), vj〉

= ĺım
j−→∞

(
1
p
− 1
p∗

)∫
Ω

|vj |p
∗
dx− λ

∫
Ω

F (x, vj) dx+
λ

p

∫
Ω

f(x, vj)vj dx

≥ ĺım
j−→∞

(
1
p
− 1
p∗

)∫
Ω

|vj |p
∗
dx− λ

∫
Ω

F (x, vj) dx+
λ

k2

∫
Ω

f(x, vj)vj dx

Recordando que pedimos que

−λ
∫

Ω

F (x, vj) dx+
λ

k2

∫
Ω

f(x, vj)vj dx ≥ 0

Podemos acotar el último termino de la siguiente forma

ĺım
j−→∞

(
1
p
− 1
p∗

)∫
Ω

|vj |p
∗
dx =

1
n

(∫
Ω

|v|p
∗
dx+

∑
i∈I

νiδxi

)
≥ 1
n
νi0 ≥

1
n
S

n
2

Resumiendo, probamos que c ≥ 1
nS

n
2 . Ahora estamos en condiciones de ver el siguiente teorema.
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Teorema 5.7. Sea {vj} ⊂W 1,p
0 (Ω) una sucesión de (P−S)c con c < 1

nS
n
2 y p < q < p∗. Entonces

existe v ∈W 1,p
0 (Ω) y {vjk

} ⊂ {vj} subsucesión tal que vjk
−→ v en W 1,p

0 (Ω).

Demostración. Sabemos que {vj} es acotada y vj −→ v en Lp∗(Ω).

Definimos J ′(vj) := φj , notemos que como {vj} satisface (P − S)c tenemos que φj −→ 0 en
W−1,p′(Ω).

Por definición 〈J ′(vj), z〉 = 〈φj , z〉 ∀ z ∈W 1,p
0 (Ω). Es decir,∫

Ω

|∇vj |p−2∇vj∇z dx−
∫

Ω

|vj |p
∗−2vjz dx− λ

∫
Ω

f(x, vj)z dx = 〈φj , z〉

Por lo tanto {vj} es solución débil de la siguiente ecuación

(5.7)

{
−∆pvj = |vj |p

∗−2vj + λf(x, vj) + φj en Ω
vj = 0 en ∂Ω,

Vamos a notar fj = |vj |p
∗−2vj + λf(x, vj) + φj .

Definimos S : W−1,p′(Ω) −→ W 1,p
0 (Ω) como S(f) := u donde u es solución débil de la siguiente

ecuación

(5.8)

{
−∆pu = f en Ω
u = 0 en ∂Ω,

Notemos que el operador S esta bien definido pues la existencia y unicidad de solución de la ecuación
(5.8) esta garantizada.

En efecto, las soluciones de la misma son los puntos cŕıticos del funcional

I(u) =
1
p

∫
Ω

|∇u|p dx− 〈f, u〉

El mismo verifica que es secuencialmente semicontinuo inferiormente para la topoloǵıa débil, estricta-
mente convexo y acotado inferiormente. Con estas propiedades, es fácil ver que todo punto cŕıtico de
I es un mı́nimo y que I posee un único mı́nimo. Ver [10], Teorema 3, página 449 y el Remark de la
página 452.

Por otro lado, S resulta continuo. Para probarlo vamos a necesitar la siguiente desigualdad, que
quedara como ejercicio para el lector.(

|x|p−2x− |y|p−2y, x− y
)
≥

{
Cp|x− y|p si p ≥ 2

Cp
|x−y|2

(|x|+|y|)2−p si p ≤ 2

Sean φ1, φ2 ∈W−1,p′(Ω) consideramos u1, u2 ∈W 1,p(Ω), las correspondientes soluciones del problema
(5.8). Entonces tenemos que∫

Ω

|∇ui|p−2∇ui(∇u1 −∇u2)− φi(u1 − u2) dx = 0 i = 1, 2

Si restamos y usamos la desigualdad para p ≥ 2 obtenemos que

Cp

∫
Ω

|∇u1 −∇u2|p dx ≤ 〈(φ1 − φ2), (u1 − u2)〉 ≤ ‖φ1 − φ2‖W−1,p′ (Ω)‖u1 − u2‖W 1,p(Ω)

Se deduce que,

‖S(φ1)− S(φ2)‖W 1,p(Ω) ≤ C
(
‖φ1 − φ2‖W−1,p′ (Ω)

) 1
p−1
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Para el caso p ≤ 2 observamos que∫
Ω

|∇(u1 − u2)|p dx =
∫

Ω

|∇(u1 − u2)|p

(|∇u1|+ |∇u2|)
(2−p)p

2

(|∇u1|+ |∇u2|)
(2−p)p

2 dx

≤

(∫
Ω

|∇(u1 − u2)|p

(|∇u1|+ |∇u2|)
(2−p)p

2

dx

) p
2

×
(∫

Ω

(|∇u1|+ |∇u2|)p dx

) 2−p
2

Igual que antes restando las dos ecuaciones y utilizando la desigualdad tenemos que

Cp

∫
Ω

|∇u1 −∇u2|2

(|∇u1|+ |∇u2|)2−p
dx ≤ 〈(φ1 − φ2), (u1 − u2)〉

≤ ‖φ1 − φ2‖W−1,p′ (Ω)‖u1 − u2‖W 1,p(Ω)

Como  ∫
Ω
|∇(u1 − u2)|p dx(∫

Ω
(|∇u1|+ |∇u2|)p dx

) 2−p
p

 2
p

≤
∫

Ω

|∇(u1 − u2)|2

(|∇u1|+ |∇u2|)2−p
dx

Obtuvimos que
‖u1 − u2‖W 1,p(Ω)(

‖u1‖W 1,p(Ω) + ‖u2‖W 1,p(Ω)

)2−p ≤ C‖φ1 − φ2‖W−1,p′ (Ω)

Por otra parte como ui es solución débil de la ecuación sabemos que

‖ui‖p
W 1,p(Ω) ≤ ‖φi‖W−1,p′ (Ω)‖ui‖w1,p(Ω)

Juntando las dos acotaciones, tenemos que

‖S(φ1)− S(φ2)‖W 1,p(Ω) ≤ C

(
‖φ1‖

1
p−1

W−1,p′ (Ω)
+ ‖φ2‖

1
p−1

W−1,p′ (Ω)

)2−p

‖φ1 − φ2‖W−1,p′ (Ω)

Podemos concluir que el operador S es continuo. Sabiendo esto y usando que vj = S(fj) nos alcanza
con probar que fj converge en W−1,p′(Ω).

Como al comienzo vimos que φj −→ 0 en W−1,p′(Ω), pidiendo que λf(x, vj) −→ λf(x, v) en
W−1,p′(Ω), lo único que tenemos que ver es que |vj |p

∗−2vj −→ |v|p∗−2v en W−1,p′(Ω).〈
|vj |p

∗−2vj − |v|p
∗−2v, ψ

〉
=
∫

Ω

(
|vj |p

∗−2vj − |v|p
∗−2v

)
ψ dx

≤
(∫

Ω

|ψ|p
∗
) 1

p∗
(∫

Ω

(
|vj |p

∗−2vj − |v|p
∗−2v

)(p∗)′
) 1

(p∗)′

Usando la desigualdad ||a|p∗−2a− |b|p∗−2b| ≤ C|a− b|, notamos que

‖|vj |p
∗−2vj − |v|p

∗−2v‖W−1,p′ (Ω) = sup
A
〈|vj |p

∗−2vj − |v|p
∗−2v, ψ〉

≤
(∫

Ω

(
|vj |p

∗−2vj − |v|p
∗−2v

)(p∗)′
) 1

(p∗)′

≤ C‖vj − v‖
p∗

(p∗)′

Lp∗ (Ω)

Donde A = {ψ ∈W 1,p
0 (Ω) : ‖ψ‖W 1,p

0 (Ω) = 1}.

Por lo tanto, |vj |p
∗−2vj converge a |v|p∗−2v en W−1,p′(Ω) que era lo que queŕıamos probar �
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Veamos que tan grande debe ser λ para que podamos garantizar que (P − S)c se satisface para
c < 1

nS
n
2 .

Por la caracterización de minimax de c sabemos que c ≤ supt∈[0,1] J(tw0).

Por otra parte,

J(tw0) =
1
p

∫
Ω

|∇tw0|p dx− λ

∫
Ω

F (x, tw0) dx−
1
p∗

∫
Ω

|tw0|p
∗
dx

≤ 1
p

∫
Ω

|∇tw0|p dx− λ
C3

k2

∫
Ω

|tw0|q dx−
1
p∗

∫
Ω

|tw0|p
∗
dx

≤ 1
p
tp
∫

Ω

|∇w0|p dx− λ
C3

k2
tq
∫

Ω

|w0|q dx

Observemos, que para hacer esta cuenta, necesitamos que valga la siguiente acotación

C3‖u‖q
Lq(Ω) ≤ K2

∫
Ω

F (x, u) dx

Notemos a1 =
∫
Ω
|∇w0|p dx y a2 = C3

K2

∫
Ω
|w0|q dx. Por lo tanto J(tw0) se acota por tp

p a1 − λa2t
q.

Además J ′(t) = a1t
p−1 − λa2qt

q−1 = tp−1(a1 − λa2t
q−p) y esto me dice que el máximo se alcanza

en tλ =
(

a1
λa2

) 1
q−p

y notemos que ĺımλ−→∞ J(tλ) = 0, razón por la cual, puedo asegurar que existe

un λ0 tal que para todo λ ≥ λ0 J(t) < 1
nS

n
2 . Como c ≤ máxt∈[0,1] J(tw0) podemos concluir que

c < 1
nS

n
2 pidiendo que λ > λ0 donde λ0 = λ0(n, q, w0).





CAṔıTULO 6

Caso cŕıtico

Consideraremos el siguiente problema eĺıptico no lineal

(6.1)

{
−∆pu = |u|p∗−2u+ λf(x, u) en Ω
u = 0 en ∂Ω,

donde Ω es un dominio suave y acotado en RN , ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) es el p−laplaciano y p∗ :=
pN/(N − p). Recordar que p∗es el exponente cŕıtico en la inmersión de Sobolev

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω)

(la inmersión es compacta si 1 ≤ q < p∗ y es continua pero no compacta si q = p∗).

Entendemos como solución débil del problema∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇v − |u|p
∗−2uv − λf(x, u)v dx = 0 ∀ v εW 1,p

0 (Ω)

Nos interesa encontrar puntos cŕıticos del funcional de enerǵıa asociado, actuando en el espacio de
Sobolev W 1,p(Ω).

Φ(v) =
∫

Ω

1
p
|∇v|p − 1

p∗
|v|p

∗
− λF (x, v)dx

En donde F (x, u) =
∫ u

o
f(x, z)dz.

Nuestro objetivo es ver que bajo ciertas condiciones, hay tres soluciones débiles del problema (6.1)
no triviales. Más aún,una positiva,una negativa y una que cambia de signo.Notar que no impondremos
condiciones de imparidad y que estamos considerando el caso de exponente cŕıtico.

Vamos a construir tres conjuntos disjuntos Ki 6= ∅ que no contienen al 0 tales que Φ |Ki
tenga un

punto cŕıtico.

Las técnicas que utilizaremos para atacar el problema son dos

1. Principio Variacional de Ekeland (ver Caṕıtulo 3, Sección 4).
2. El principio de compacidad por concentración (ver [19]).

SeanMi conjuntos,Mi ⊆W 1,p(Ω) construidos imponiéndole un restricción de signo y una condición
de normalización.

Definición 6.1. Definimos los siguientes conjuntos en el espacio de Sobolev W 1,p
0 (Ω).

M1 =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω):
∫

Ω

u+ > 0 y
∫

Ω

|∇u+|p − |u+|p
∗
dx =

∫
Ω

λf(x, u)u+dx

}
,

M2 =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω):
∫

Ω

u− > 0 y
∫

Ω

|∇u−|p − |u−|p
∗
dx =

∫
Ω

λf(x, u)u−dx
}
,

M3 = M1 ∩M2.

Donde u+ = máx{u, 0} y u− = máx{−u, 0} son las partes positivas y negativas de u, respectivamente.

69
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Finalmente, definimos los siguientes conjuntos.

Definición 6.2.

K1 = {u ∈M1 : u ≥ 0}, K2 = {u ∈M2 : u ≤ 0}, K3 = M3.

1. Algunos lemas técnicos

Necesitamos ahora, ver un par de lemas previos, para poder verificar la condición de Palais-Smale.

Lema 6.3. Existen constantes Cj > 0 tales que, dada u ∈ Ki para i = 1, 2, 3 se tienen las siguientes
desigualdades∫

Ω

|∇u|p dx ≤ C1

(
λ

∫
Ω

f(x, u)u dx+
∫

Ω

|u|p
∗
dx

)
≤ C2Φ(u) ≤ C3

(∫
Ω

|∇u|p dx
)

Demostración. Para probar la primera desigualdad podemos suponer que u εK1,pues el resto de
los casos son analogos.Tenemos que u ≥ 0, por lo que u+ = u y que u+ verifica la siguiente desigualdad∫

Ω

|∇u+|p − |u+|p
∗
dx =

∫
Ω

λf(x, u)u+dx

Es inmediato entonces que ∫
Ω

|∇u|pdx =
∫

Ω

λf(x, u)u+ |u|p
∗
dx

Esto prueba la primera desigualdad con C1 = 1.

Para probar la tercera desigualdad necesitamos que ∃ c2 tal que∫
Ω

F (x, u)dx ≤ 1
c2

∫
Ω

λf(x, u)udx

Recordemos que la definición de Φ es la siguiente:

Φ(v) =
∫

Ω

1
p
|∇v|p − 1

p∗
|v|p

∗
− λF (x, v)dx

Además, notamos que,∣∣∣∣λ ∫
Ω

F (x, u)dx
∣∣∣∣ = λ

∫
Ω

F (x, u)dx ≤ 1
c2

∫
Ω

λf(x, u)udx =
1
c2

(∫
Ω

|∇u|p − |u|p
∗
dx

)
Entonces, esto me dice que,

(6.2) −λ
∫

Ω

F (x, u)dx ≤ 1
c2

(∫
Ω

|∇u|p − |u|p
∗
dx

)
Por lo tanto, de (6.2), tenemos la siguiente acotación:

Φ(u) =
∫

Ω

1
p
|∇u|p − 1

p∗
|u|p

∗
− λF (x, u) dx

≤
∫

Ω

1
p
|∇u|p − 1

p∗
|u|p

∗
dx+

1
c2

(∫
Ω

|∇u|p − |u|p
∗
dx

)
≤
(

1
c2

+
1
p

)∫
Ω

|∇u|p dx

Notemos que C3 = 1
c2

+ 1
p .
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Para probar la desigualdad del medio necesitamos que:

(6.3)
∫

Ω

F (x, u)dx ≤ 1
c2

∫
Ω

λf(x, u)u dx y
1
c2
≤ 1
p

Ahora,procedemos de la siguiente forma:

Φ(u) =
∫

Ω

1
p
|∇u|p − 1

p∗
|u|p

∗
− λF (x, u)dx ≥

∫
Ω

1
p
(|∇u|p − |u|p

∗
)− λF (x, u)dx

Recordemos, que como u ∈ Ki, podemos afirmar que∫
Ω

|∇u|p − |u|p
∗
dx =

∫
Ω

λf(x, u)udx

Utilizando esto en la desigualdad anterior y (6.3) nos queda que:

Φ(u) ≥ 1
p

∫
Ω

λf(x, u)udx− λ

∫
Ω

F (x, u)dx ≥ (
1
p
− 1
c2

)λ
∫

Ω

f(x, u)dx

�

Lema 6.4. Existen constantes positivas tales que:

‖∇u+‖L
p
(Ω) ≥ C ∀u ∈ K1

‖∇u−‖L
p
(Ω) ≥ C ∀u ∈ K2

‖∇u+‖L
p
(Ω) , ‖∇u−‖L

p
(Ω) ≥ C ∀u ∈ K3

Demostración. Por definición de Ki tenemos que:

‖∇u±‖p
L

p
(Ω)

=
∫

Ω

λf(x, u)u± + |u±|p
∗
dx

Necesitamos que: ∫
Ω

λf(x, u)u±dx ≤ C‖u±‖q
L

q
(Ω)

para p∗ ≥ q > p

Entonces, nos queda que:

‖∇u±‖p
L

p
(Ω)

≤ C‖u±‖q
L

q
(Ω)

+ ‖u±‖p∗

Lp∗ (Ω)
≤ C1‖∇u±‖q

L
p
(Ω)

+ C2‖∇u±‖p∗

L
p
(Ω)

En la segunda desigualdad, estamos utilizando Poincaré, que en este caso es válido porque u± εW
1,p
0 (Ω).

Resumiendo, la acotación anterior me dice que:

‖∇u±‖p
L

p
(Ω)

≤ C‖∇u±‖r
L

p
(Ω)

En donde,
r = q si ‖∇u±‖L

p
(Ω) < 1 o r = p∗ si ‖∇u±‖L

p
(Ω) ≥ 1

Como r > p dividiendo a los dos lados de la desigualdad anterior por la norma a la p,obtenemos la
acotación que queŕıamos probar. �

Lema 6.5. Existe una constante C > 0 tal que Φ(u) ≥ C‖∇u‖p
L

p
(Ω)

para toda

u ∈W 1,p(Ω) con ‖u‖W 1,p
0 (Ω) suficientemente pequeña.
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Demostración. Para probar este lema necesitamos que:∫
Ω

λF (x, u) dx ≤ C‖u‖q
L

q
(Ω)

para p∗ ≥ q > p

Usando esto podemos realizar la siguiente acotación:

Φ(u) =
∫

Ω

1
p
|∇u|p − 1

p∗
|u|p

∗
− λF (x, u)dx

≥ 1
p
‖∇u‖p

Lp(Ω) −
1
p∗
‖u‖p∗

Lp∗ (Ω)
− C‖u‖q

L
q
(Ω)

≥ 1
p
‖∇u‖p

Lp(Ω) − C1(‖∇u‖p∗

L
p
(Ω)

+ ‖∇u‖q
L

p
(Ω)

)

En la segunda desigualdad estamos usando Poincaré pues u ∈W 1,p
0 (Ω).

Si ‖∇u‖L
p
(Ω) es suficientemente pequeño podemos acotar el último término por C‖∇u‖p

L
p
(Ω)

porque p < q y p < p∗. �

El siguiente lema describe las propiedades de las variedades Mi.

Lema 6.6. Mi es una subvariedad de W 1,p
0 (Ω) de codimensión 1, si i = 1, 2 y 2, si i = 3 respecti-

vamente. Los conjuntos Ki son completos. Además ∀u ∈Mi tenemos la descomposición TuW
1,p
0 (Ω) =

TuMi

⊕
span{u+, u−} donde TuM es el espacio tangente a la variedad M en u. Finalmente, la proyec-

ción a la primer coordenada es uniformemente continua en conjuntos acotados de Mi.

Demostración. Definamos,

M1 =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω):
∫

Ω

u+ dx > 0
}

M2 =
{
u ∈W 1,p

0 (Ω):
∫

Ω

u− dx > 0
}

M3 = M1 ∩M2

Observemos que Mi ⊆M i

Como los conjuntosM i son abiertos enW 1,p
0 (Ω), es suficiente con probar queMi es una subvariedad

regular de M i.

Vamos a construir una función C1,1, ϕi : M i → Rd con d = 1 si i = 1, 2 o d = 2 si i = 3 tal
que Mi sea la imagen inversa del valor regular de ϕi. Dicho de otra manera, lo que queremos es que
Mi = ϕ−1

i (0).

De hecho, definamos para u ∈M1

ϕ1(u) =
∫

Ω

|∇u+|p − |u+|p
∗
− λf(x, u)u+ dx.

Para u ∈M2

ϕ2(u) =
∫

Ω

|∇u−|p − |u−|p
∗
− λf(x, u)u− dx.

Para u ∈M3

ϕ3(u) = (ϕ1(u), ϕ2(u))
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Obviamente, tenemos que Mi = ϕ−1
i (0). Necesitamos mostrar que 0 es un valor regular de ϕi pues

en ese caso Mi resulta una subvariedad.

Calculemos 〈∇ϕ1(u), u+〉 para u ∈M1.

d

dε
ϕ1(u+ εu+) =

=
d

dε

∫
Ω

|∇(u+ εu+)+|p − |(u+ εu+)+|p
∗
− λf(x, u+ εu+)(u+ εu+)+ dx

=
d

dε

∫
Ω

(1 + ε)p|∇u+|p − (1 + ε)p∗ |u+|p
∗
− λf(x, u+ εu+)(1 + ε)u+ dx

=
∫

Ω

p(1 + ε)p−1|∇u+|p − p∗(1 + ε)p∗−1|u+|p
∗
− λf(x, u+ εu+)u+

− λfu(x, u+ εu+)u+(1 + ε)u+ dx

Luego
d

dε
ϕ1(u+ εu+)

∣∣∣
(ε=0)

=
∫

Ω

p|∇u+|p − p∗|u+|p
∗
− λf(x, u)u+ − λfu(x, u)u2

+ dx.

Es decir

〈∇ϕ1(u), u+〉 = p‖∇u+‖p − p∗‖u+‖p∗ − λ

∫
Ω

f(x, u)u+ − fu(x, u)u2
+ dx

≤ p∗
(
‖∇u+‖p − ‖u+‖p∗

)
− λ

∫
Ω

f(x, u)u+ − fu(x, u)u2
+ dx

Como u ∈M1, el último termino se puede acotar por

(p∗λ− λ)
∫

Ω

f(x, u)u+ dx−
∫

Ω

fu(x, u)u2
+ dx.

Necesitamos que:

(6.4)
∫

Ω

f(x, u)u dx ≤ C1

∫
Ω

fu(x, u)u2 dx ≤ C4‖u‖q
Lq(Ω)

Usando (6.4) y que u ∈M1 nos queda que:

(p∗λ− λ)
∫

Ω

f(x, u)u+ dx−
∫

Ω

fu(x, u)u2
+ dx

≤ (p∗λ− λ− λ

C1
)
∫

Ω

f(x, u)u+ dx

=
(
p∗ − 1− 1

C1

)(
‖∇u+‖p

Lp(Ω) − ‖u+‖p∗

Lp∗ (Ω)

)
≤
(
p∗ − 1− 1

C1

)
‖∇u+‖p

Lp(Ω)

Nos interesa que: (
p∗ − 1− 1

c1

)
< 0
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Para que se cumpla esto, necesitamos que:

C1 <
1

p∗ − 1
Usando ahora el Lema 6.4 sabemos que 〈∇ϕ1(u), u+〉 es estrictamente negativo y por lo tanto,
∇ϕ1(u) 6= 0.

El mismo argumento se aplica a M2.

Notemos, que si probamos que 〈∇ϕ1(u), u−〉 = 〈∇ϕ2(u), u+〉 = 0 para u ∈ M3 entonces por lo
anterior sabemos que 〈∇ϕ1(u), u〉 < 0 y 〈∇ϕ2(u), u〉 < 0. Razón por la cual podemos afirmar que
∇ϕ3(u) 6= 0 para u ∈M3.

Veamos que 〈∇ϕ1(u), u−〉 = 0 para u ∈M3. En efecto,
d

dε
ϕ1(u+ εu−) =

=
d

dε

∫
Ω

|∇(u+ εu−)+|p − |(u+ εu−)+|p
∗
− λf(x, u+ εu−)(u+ εu−)+ dx

=
d

dε

∫
Ω

|∇u+|P − |u+|p
∗
− λf(x, u+ εu−)u+ dx

=− λ

∫
Ω

fu(x, u+ εu−)u+u− dx

=0

Por lo que
d

dε
ϕ1(u+ εu−)

∣∣∣
(ε=0)

= 0.

Análogamente 〈∇ϕ2(u), u+〉 = 0. Por lo tanto,M3 resulta una subvariedad regular.

Veamos ahora que,Ki es completo. Lo vamos a probar para K1,los otros casos son análogos.

Sea {uk}k∈N una sucesión de Cauchy. Como W 1,p
0 (Ω) es completo, sabemos que uk −→ u en

W 1,p
0 (Ω) y además (uk)± −→ u± en W 1,p

0 (Ω). Entonces ∇(uk)+ −→ ∇u+ en Lp(Ω) y esto me dice que∫
Ω

|∇(uk)+|p dx −→
∫

Ω

|∇u+|p dx

Además usando la continuidad de la inclusión W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp∗(Ω) tenemos que (uk)+ −→ u+ en

Lp∗(Ω) y por lo tanto, ∫
Ω

|(uk)+|p
∗
dx −→

∫
Ω

|u+|p
∗
dx.

Necesitamos que

λ

∫
Ω

f(x, uk)uk+ dx −→ λ

∫
Ω

f(x, u)u+ dx.

Alcanza con pedir que:∫
Ω

λf(x, u)u±dx ≤ C‖u±‖q
L

q
(Ω)

para p < q ≤ p∗,

porque sabemos que (uk)+ −→ u+ en Lq(Ω).

Como uk ∈ K1, se tiene que∫
Ω

|∇uk+ |p − |uk+ |p
∗
dx = λ

∫
Ω

f(x, uk)uk+ dx
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y pasando al ĺımite obtenemos que Como uk ∈ K1, se tiene que∫
Ω

|∇u+|p − |u+|p
∗
dx = λ

∫
Ω

f(x, u)u+ dx

Resta ver que
∫
Ω
u+ dx > 0 pero por el Lema 6.4 sabemos que ‖(uk)+‖W 1,p(Ω) ≥ C entonces

‖u+‖W 1,p(Ω) ≥ C y por esto u+ 6≡ 0. Esto me dice que
∫
Ω
u+ dx > 0 y por lo tanto u ∈M1.

Además, uk ≥ 0 ∀k y como ukj −→ u en casi todo punto concluimos que u ≥ 0.

Resumiendo, acabamos de probar que M1 es completo.

Falta ver que TuW
1,p
0 (Ω) = TuM1⊕〈u+〉, dondeM1 = {u : ϕ1(u) = 0} y TuM1 = {v : 〈∇ϕ1(u), v〉 =

0}.

Sea v ∈ TuW
1,p
0 (Ω) y escribimos v = v1 + v2, donde v2 = αu+ y v1 = v − v2. Nos interesa elegir α

de manera tal que v1 ∈ TuM1.

0 = 〈∇ϕ1(u), v〉 = 〈∇ϕ1(u), αu+〉 = 〈∇ϕ1(u), v1〉.

Si elegimos

α =
〈∇ϕ1(u), v〉
〈∇ϕ1(u), u+〉

,

reemplazando en la ecuación anterior nos queda que

〈∇ϕ1(u), v1〉 = 0.

Análogamente, TuW
1,p(Ω) = TuM2 ⊕ 〈u−〉 y TuW

1,p(Ω) = TuM3 ⊕ 〈u+, u−〉. �

2. La condición de Palais-Smale

Lema 6.7. El funcional Φ|Ki satisface la condición de Palais-Smale.

Demostración. Sea uk ⊂ Ki una sucesión tal que:

1. Φ(uk) es uniformemente acotada
2. ∇Φ|Ki

(uk) −→ 0 fuertemente

Necesitamos mostrar que existe una subsucesión que converge fuerte en Ki.

Sea vj ∈ Tuj
W 1,p(Ω) un vector unitario tal que:

〈∇Φ(uj), vj〉 = ‖∇Φ(uj)‖W−1,p′ (Ω).

Ahora por el Lema 6.6, vj = wj + zj con wj ∈ TujMi y zj ∈ 〈(uj)+, (uj)−〉.
Además, los zj son uniformemente acotados y como los vj también lo son, podemos concluir que

los wj también son uniformemente acotados.

Por otro lado,
‖∇Φ(uj)‖W−1,p′ (Ω) = 〈∇Φ(uj), vj〉 = 〈∇Φ|ki(uj), wj〉

La desigualdad anterior proviene de que zj ∈ 〈(uj)+, (uj)−〉 y al demostrar el Lema 6.6 vimos que
zj ∈ 〈(uj)+, (uj)−〉 es ortogonal a TujMi. Y recordando que, wj es uniformemente acotado y que
uk verifica la condición 2 que mencionamos al principio, notamos que la igualdad anterior tiende
fuertemente a 0.

Ahora, estamos bajos las condiciones de (P-S) para el funcional Φ. �
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3. Fin de la demostración

Teorema 6.8. Suponiendo que f cumple:

F1: f : Ω×R −→ R, es una función medible respecto de la primer variable y continua respecto
de la segunda variable para casi todo x ∈ Ω. Además, f(x, 0) = 0 para cada x ∈ Ω.

F2: Existen constantes p < q < p∗ = Np
(N−p) , s > p∗

p∗−q , t = sq
(2+(q−2)s) y funciones a ∈ Ls(Ω),

b ∈ Lt(Ω), tal que para x ∈ Ω, u, v ∈ R.

|fu(x, u)| ≤ a(x)|u|q−2 + b(x)

F3: Existen constantes c1 ∈ (0, 1
p∗−1 ), k2 ∈ (p, p∗) , 0 < c3 < c4 tal que ∀u ∈ Lq(Ω) para

p < q < p∗

c3‖u‖q
Lq(Ω) ≤ k2

∫
Ω

F (x, u) dx ≤
∫

Ω

f(x, u)u dx

≤ c1

∫
Ω

fu(x, u)u2 dx ≤ c4‖u‖q
Lq(Ω)

Existen tres soluciones no triviales débiles del problema.

(6.5)

{
−∆pu = λf(x, u) + |u|p∗−2u en Ω
u = 0 en ∂Ω

Donde Ω es un dominio regular y acotado, ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) , p∗ = np
n−p y λ ≥ λ0 donde

λ0 = λ0(n, q, w0) y ‖w0‖W 1,p
0 (Ω) = 1.

Mas aún, estas soluciones son una negativa, una positiva y una que cambia de signo.

Demostración. En este punto, la demostración se termina de manera análoga a la del Teorema
4.9. �
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