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CAPiTULO 1

Introduccién

1. Resumen
En esta Tesis se estudian algunas ecuaciones diferenciales elipticas que aparecen en diversas apli-
caciones que comentaremos mas adelante.

Maés precisamente los problemas a los que nos dedicaremos, son los de determinar condiciones
suficientes que garanticen la existencia de (una o multiples) soluciones de ecuaciones del tipo

Au= f(z,u) en§
u =0 en 0N)

donde Q es una regién abierta, conexa y acotada de R™, f : @ x R — R es una funcién y A es un
operador diferencial eliptico de segundo orden.

2. Motivaciones

Las ecuaciones que nos dedicaremos a estudiar en esta Tesis aparecen en un sinnimero de aplica-
ciones. Haremos ahora una deduccién muy general de las mismas a partir de lo que se conoce como
Leyes de Conservacion.

Consideremos una porcion del espacio fisico €2 C R" fija y para un volumen arbitrario U C €2 de
material se plantea como valida la siguiente relacién de balance energético o principio de conservacion:

d
aQ(U) =—-90U) + F(U),
donde Q(U) representa la energia contenida en U a tiempo ¢, ®(9U) es el flujo de energia saliente por

unidad de tiempo a través de la frontera OU y F(U) es la energia creada (o gastada) dentro de U por
unidad de tiempo.

De estas cantidades asumiremos que vienen dadas por las relaciones
o) = /Ue(x, t)p(z,t) dx
o0U) = ¢(z,t) -ndS
FU)= [ f(z,t)dx

donde e(x,t) representa una densidad de energfa por unidad de masa, p(z,t) es la densidad de masa
del material, ¢(x,t) es la tasa del flujo por unidad de superficie por unidad de tiempo y f(x,t) es la
densidad de energia creada por unidad de tiempo.

3



4 1. INTRODUCCION

Asumiremos que estamos en una situacién de equilibrio con lo que la variacién de energia es cero
(i.e. %Q(U) = 0). Por ende se tiene

0=— ¢(m)~ndS—|—/f(x)dm.
U U
Aplicando el Teorema de la Divergencia, se obtiene

/ [divcé + f} dr =0, para todo U C €.
U

de donde se deduce que
divg + f =0, en €.
Esta es la llamada Ecuacion de Continuidad.
Para estudiar esta ecuacion, se utilizan las Leyes constitutivas. La mas usual es la llamada Ley de

Fourier que establece que el flujo ¢ viene dado como un muiltiplo del gradiente de un cierto potencial
u, i.e.

(1.1) ¢ = —kVu,
donde k& > 0 es la llamada constante de difusividad térmica.

Esta ley constitutiva aparece en distintas ramas de la fisica y lleva diferentes nombre de acuerdo
a la interpretacién que se haga de las variables. Por ejemplo

= Si u representa una concentracién quimica, (1.1) es la Ley de difusién de Fick.
» Si u representa una temperatura, (1.1) es la Ley de conduccién térmica de Fourier.
» Si u representa un potencial electrostético, (1.1) es la Ley de conduccién eléctrica de Ohm.

Ver [17] para una discusién mds detallada de estas aplicaciones.

Tanto la constante de difusividad k como la densidad de energia f pueden depender de diversas
cantidades. La suposiciéon méas amplia es que ambas dependan tanto de la ubicacién espacial x, como
del valor de la temperatura en ese punto u(x) y del valor del gradiente de temperaturas Vu(z). Es
decir, que

kar(x,u,Vu), fo(x,u,Vu)
Luego, llegamos a la siguiente ecuacién
—div(k(x,u, Vu)Vu) + f(x,u, Vu) =0, en Q.
que es una ecuaciéon diferencial de segundo orden eliptica cuasilineal en forma de divergencia.

La elipticidad significa que el coeficiente k£ es no negativo. Si 0 < inf & < supk < oo la ecuacién
se dice uniformemente eliptica. Si inf k = 0 se dice eliptica degenerada y si sup k = oo se dice eliptica
singular.

El término cuasilineal, hace referencia a que la ecuacion es lineal en las derivadas segundas de
u, pero los coeficientes que aparecen junto a esas derivadas segundas dependen (de manera no lineal)
tanto de u como de Vu.

Del término de reaccién f, nosotros haremos la suposicion adicional de que es independiente de
Vu. Es decir que

[= f(ac,u)

Al estudiar cierto tipo de fluidos, se observa que el coeficiente de difusion k£ depende exclusivamente
del gradiente Vu. Estos son los llamados Fluidos No Newtonianos (ver, por ejemplo, [2]). Dentro de



3. HISTORIA DEL PROBLEMA 5

estas dependencias, la més simple es asumir que k viene dado por una potencia del valor absoluto del
gradiente, i.e.
k(x,u, Vu) = |Vul*.

Con estas hipdtesis, la ecuacién a estudiar se reduce a
—div(|Vu|*Vu) + f(z,u) =0, en €.

Lo usual en la literatura matematica es llamar o = p — 2 con lo que la ecuacién se re escribe como
—div(|Vu[P~2Vu) + f(z,u) =0, en (.
Este operador, div(|Vu[P~2Vu), se lo denomina el p—Laplaciano y se lo nota como A,u.

Observemos que cuando p = 2 coincide con el Laplaciano usual y es uniformemente eliptica. Si
p > 2 la ecuacién resulta eliptica degenerada, mientras que si 1 < p < 2 la ecuacién resulta eliptica
singular.

3. Historia del Problema

Es de imaginar que, visto la inmensa variedad de aplicaciones que tiene, este problema posee una
extensa historia y la lista de autores que han hecho contribuciones al mismo es interminable. Por lo
tanto, nos limitaremos a comentar sobre los resultados que més se relacionan con los de esta Tesis.

Los métodos variacionales para el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales, se remontan a
los trabajos de Euler del siglo XVIII. Sin embargo, los teoremas de min-max que se van a utilizar en
esta Tesis, pueden rastrearse al trabajo fundacional de L. Ljusternick y L. Schnirelman de 1934 [20].

Este Teorema fue luego ampliamente utilizado y generalizado en innumerables direcciones. Quizés
el articulo mds importante sobre el tema es de V. Benci y P.H. Rabinowitz de 1979 [4].

En directa relaciéon con nuestro trabajo, no podemos dejar de mencionar el Teorema de J.T.
Schwartz de 1963 [22] en la que se generaliza el Teorema de Ljusternick-Schirelman a variedades
completas en un espacio de Banach.

En el capitulo 2 y subsiguientes damos muestra de la relacion existente entre los problemas varia-
cionales y las soluciones de las ecuaciones diferenciales descritas en la seccion anterior.

Los métodos variacionales que describimos, precisan que las no-linealidades tengan un crecimiento
limitado por las inmersiones de Sobolev (cf. Capitulo 2, seccién 1). Mds precisamente, se necesita que,
entre otras hipdtesis,

[z, 6)] < CL+ e,

donde p* = np/(n — p).

Para el caso modelo, f(x,t) = ", es bien sabido que si r > p* y el dominio  es estrellado con
respecto a un punto, la ecuacién
~Apu=u""
no tiene soluciones positivas (ver [10], Capitulo 9, seccién 4.2). Por lo cual el estudio del problema
cuando la no linealidad f(z,t) presenta un crecimiento critico posee una dificultad extra e intrinseca.

Los trabajos fundamentales en el estudio de problemas con crecimiento critico son los de H. Brézis
y L. Nirenberg [5] y P.L. Lions [19] de 1983 y 1985 respectivamente. Ver también el trabajo de J.
Garcia-Azorero e I. Peral [18] de 1991.

Queremos volver a remarcar que esta lista es sélo un listado, muy incompleto por cierto, de
los trabajos més relevantes para esta Tesis. Seguramente estamos olvidando muchas colaboraciones
fundamentales en el estudio de este problema.
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4. Descripcion de la Tesis

Esta Tesis, después de este capitulo introductoéreo, se divide en 5 capitulos que pasamos a describir.

En el capitulo 2, damos los preliminares necesarios para la comprensién de esta Tesis. Muchos de
los temas que ahi se incluyen son vistos en algunas materias de grado, pero hemos decidido incluirlos
para hacer que este trabajo sea lo més autocontenido posible.

En el capitulo 3, demostramos uno de los teoremas fundamentales en el Célculo de Variaciones, el
Teorema de Paso de la Montana. Luego damos algunas extensiones y aplicaciones del mismo.

En el capitulo 4, probamos un teorema debido a M. Struwe de 1981 [23] donde se dan condiciones
en la funcién f(z,t) para la existencia de, al menos, tres soluciones no triviales para la ecuacién

—div(|Vul|P~?Vu) + f(x,u) =0, en €,
complementada con condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas.

En el capitulo 5, estudiamos lo que hoy es conocido como el Método de Compacidad por Concen-
tracion que fuera introducido por P.L. Lions en 1995, [19] (ver también el articulo clasico de H. Brézis
y L. Nirenberg [5] de 1983). Finalizando este capitulo damos una primera aplicacién del método a la
resolucién de un problema semilineal con crecimiento critico (ver seccién 2).

Finalmente, en el capitulo 6, combinamos las ideas del Teorema de Struwe visto en el capitulo 4 y
el Método de Compacidad por Concentracion visto en el capitulo 5 para estudiar el problema

—div(|VuP~2Vu) = [ulP "2u + M (2, u), en {2,

complementado con condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas, donde p* = np/(n — p) es el
exponente critico en la inmersién de Sobolev (cf. Capitulo 2, seccién 1) y la no linealidad f(z,t) tiene
crecimiento subcritico.

En este capitulo, en la seccién 3, probamos la existencia de al menos tres soluciones no triviales.
Una positiva, una negativa y otra que cambia de signo.

Los resultados de este tltimo capitulo son originales de esta Tesis.



CAPiTULO 2

Preliminares

1. Espacios de Sobolev

Para desarrollar el tema de Espacios de Sobolev, nos guiaremos del libro de Evans. Veamos primero
algunas definiciones basicas de los espacios de Sobolev.

DEFINICION 2.1 (Derivada débil). Sea u € L}, () decimos que u tiene derivada débil con respecto
de z; si existe v € L} (Q) tal que

loc
/uqﬁmi dr = —/ vpdr V¢ e CHQ)
Q Q
Dicho v es inico y lo notamos v = ug,.

Por induccion dada o € N" definimos D®u, si existe, a la tnica funcién en L}, () tal que
/ uD®¢pdx = (—1)l° / D%u¢pdr V¢ € CHQ)
Q Q
DEFINICION 2.2. Sea k € N y 1 < p < oo. Definimos el espacio de Sobolev
WHhP(Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q) V]a| < k}
Notamos WF2(Q) = H*(Q).

La norma de este espacio es:

e DN LA I D S N

la|<k la|<k

P

Si p = oo definimos la norma como:

HUHka(Q) = Z ||DauHL°°(Q)
la|<k

DEFINICION 2.3. Decimos que u,, converge a u en W*P?(Q). Si ||u — uy,| — 0.

DEFINICION 2.4. Notamos con WeP(Q) a la clausura de C°(2) en Wr2(Q).

Enunciaremos un par de propiedades béasicas la demostracién queda como ejercicio para el lector.
TEOREMA 2.5. Sean u,v € W*P(Q) tenemos que:
1. D € Wk=lelr(Q) y ademds
DP(D%u) = D*(DPu) = D**Py,
2. Au+ v € WFP(Q) y ademds
DY(Au+ pv) = AD“u + pw

7



8 2. PRELIMINARES

3. V C Q abierto, entonces u € WEP(V)
4. Dada ¢ € C2°(Q) entonces pu € W*P(Q) y ademds vale que

D(gu) =Y ( e )D%Da—ﬁu
B
BLa
TEOREMA 2.6. W*P(Q) es una espacio de Banach. Mds aiin, si p =2 es un Hilbert.
DEMOSTRACION. Queremos ver que si {u,,} es una sucesién de Cauchy en W*P(Q) entonces existe
u € WEP(Q) tal que u,, — u.

Como {u,} es de Cauchy entonces

> I, — D[}y — 0
lal<k

Esto nos dice que {D%u,} es de Cauchy en LP(£2). Como LP(2) es completo podemos afirmar que
existe v, € LP(2) tal que D%u,, — v, en LP(f) y existe u € LP(Q) tal que u, — wu en LP(Q).
Alcanza con ver que v, = D%u. Para ver que v, = D*u tomamos ¢ € C§°(Q2)

/uDo‘godx:h’m/unDo‘godx
Q Q

=1lim(—1)ll / D%unpdx
Q
. Es decir,
/ uD%p dx = lim(—1)!*! / D%, pdx
Q Q
Concluimos, que v, = D%u, que era lo que queriamos probar. O
Veamos ahora un teorema que nos permite aproximar una funcién en un espacio de Sobolev por
funciones regulares.
DEFINICION 2.7. Dado 2 C R"™ abierto y € > 0, definimos el siguiente conjunto
Q. ={xeU:d(z,00) >c¢}
DEFINICION 2.8. Consideramos la siqguiente funcidn
—1
cel=le> en |x| >1
n(z) =
0 en |x| >1
Donde ¢ es tal que [g, n(x)dx = 1. Notemos que n € C°(R") y que Sop(n) = B1(0).
Dado & > 0 definimos ne () := Z=n(%).

DEFINICION 2.9. Decimos que V' esta compactamente contenido en Q si V. .C Q y ademds V es
compacto. La notacion que utilizaremos es V CC €.

DEFINICION 2.10. Decimos que w,, — u en WP (Q) sity — u en WEP(V) para cada V CC Q.

loc
TEOREMA 2.11 (Aproximacién local por funciones regulares). Sea u € W*P(Q) para algin 1 <
p<ooyut =mn.xu en . Entonces:

1. u® € C*(Q.) para cada € > 0.
2. U — u en WP(Q) cuando e — 0.



1. ESPACIOS DE SOBOLEV 9

DEMOSTRACION. Para ver 2, vamos a probar primero que si |a| < k entonces D®u® = 7. * D%u
en .. Dado z € Q.

Du* :Da/ﬂns(xfy)u(y) dy
— [ Do~ yputw)dy
Q
=(—1)l Ne(r —y)u
(0! [ Dyt = yyuty) dy

Para z € Q. la funcién ¢(y) := n.(z — y) pertenece a C°(Q2). Entonces tenemos que

/ Dene(x — yyu(y)dy = (~1)1° [ ne(z - y)Duly) dy
Q Q

Juntando las dos nos queda
DR () =(-1) 1) [ (o =)D uly) dy
Q
=[ne * D%u](x)

Sea V CC Q entonces D*u® — D%y en LP(Q2) cuando ¢ — 0,para cada |a| < k. Concluimos

[[u — u||€Vk,p(V) = Z [ D%u® — DO‘uH’Zp(V) —0
la| <k

Esto prueba el item 2. O

TEOREMA 2.12 (Aproximacién global por funciones regulares). Sea Q acotado y sea u € WP (Q)
para 1 < p < o0.

Entonces existen funciones u, € C=(Q) N W,P(Q) tal que u,, — u en WFP(Q)

DEMOSTRACION. Tenemos la siguiente descomposicién Q = |J€2;, donde
. 1 .
Q ={re€Q:dist(z,00) > =} para (i =1,2,--)
i

Escribimos V; = Q43 — Q;41. Elegimos un conjunto abierto V5 C € tal que Q = UinVZ-. Ahora
tomamos {¢;} una particién de la unidad subordinada a los conjuntos abiertos {V;}, es decir,

0<G<1  GelX(V)
Yeoti=1 enQ

Por las propiedades 2.5 sabemos ¢; € W*P?(Q), ademas sop(¢;u) C V;.

Fijo 6 > 0, elegimos &; > 0 suficientemente pequefio para que u’ := 1., * (¢;u) cumpla que

[u' = Gullwrs) < 755 (i=0,1,--+)
sopu’ C W; (i=1,--+)

Para W; := Qq — Q; D Vi(i=1,---)
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Escribimos v := Y2 u’ , esta funcién es C°°(Q) pues cada z esta en finitos sumandos. Como
u=>:2,Cu, para cada V CC 2, tenemos que:

lu —vllwrry < Z [ = Coullwrn (o

i=0
— 1
<6 g =9
i=0
Tomando supremo sobre todos los conjuntos V' CC €2, concluimos entonces [[v — ullyyr.pq) < 6 O

OBSERVACION 2.13. u,, en general no son regulares hasta 9

DEFINICION 2.14. Sea Q C R™ abierto, decimos que 02 es C*, si para todo xo € OQ existe
B = B,(x) yv:R"™ — R de clase C* tal que

QNB={zeB:x,>v(x1 - Tpn_1)}

TEOREMA 2.15. sea SlC R™ abierto acotado y 0Q de clase C*, u € W*P(Q) para 1 < p < oo
entonces existe um € C™(Q) N WHP(Q) tal que ||u — up |ywr.@) — 0

DEMOSTRACION. Fijo un punto 2° € 9. Como 09 es C!, existe » > 0 y una funcién v : R*~! —

R tal que
QNB@,r)={zxec B’ r):z, >y, - ,rp_1)}

Sea V :=QnN B(2°,%).

Por otro lado, definimos z° := © +¢ce,, (x € V,e > 0), para un A fijo tenemos que B(z®,¢) vive
en QN B(2%,r), para x € V para £ > 0.

Ahora, definimos u(z) = u(z®) (z € V),esta es la funcién u trasladada Ae en la direccién de e,,.
Luego, v = 1 * u. y tenemos que v. € C°().

Veamos que v — u en W*P(V). En efecto, ¥ |a| < k

Hl)ac’l)E — Da’U,HLp(V) S HDa & — DQUEHL;@(V) =+ ||Da’ll,5 — Do‘uHLp(V).

El lado derecho del segundo termino tiende a cero con € debido a que la norma LP es continua y el

primer termino tiende a 0 por argumentos similares a la demostracién del Teorema 2.11.

Elegimos § > 0. Como 9% es compacta, podemos encontrar una cantidad finita de puntos z? € 99,

radio r; > 0, correspondiente a los conjuntos V; = QOB(SU?, %) y funciones v; € C*(V;) (i =1,--- ,N)
N i
tales que 9Q C J,_, B°(2?, %) y

lvi = ullwrw(viy <6
Elegimos Vo CC Q2 tal que 2 C U?LO V; y usando el Teorema 2.11 tenemos que existe vy € C (V)
que satisface:

lvo — ullww.p(vy) <6
Tomamos {(;} una particién de la unidad subordinada a los conjuntos abiertos {V;}¥; en Q. Definimos
v:= "N ¢wi. Notemos que v € C*(Q).

N N
ID%0 — Dul| <Y 1D (miwi) = D ()|l = D ||1D* (i (ui — )]
i=0 i=0

=SS (§) et ]

i=0 pB<a
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Acotando por || DPn;| = (q), nos queda que

N
|D% — D%ul| < Z:C'Huz —ullwrr vy < CNS
i=0
Con esto termina la demostracion O

TEOREMA 2.16 (Teorema de extensién). Sea 2 un abierto acotado y 0 es C*. Sea V' un conjunto
abierto y acotado tal que & CC V. Entonces existe un operador acotado

E:W'P(Q) — W1P(R")
Tal que para cada u € WHP(Q):

1. Eu = wu en casi todo punto de €.
2. Fu tiene soporte contenido en V
3. |Bullwrr@ny < Cllullwirq) La constante C depende solo de p,2 y V.

DEFINICION 2.17. Nosotros llamamos Evu a la extension de v a R™

DEMOSTRACION. Fijo 2 € 0Q y supongo primero que € chata cerca de z°, podemos asumir que
existe una bola B,con centro z° y radio r, tal que
Bt :=Bn{z,>0}cQ
B~ :=BnN{z, <0} CR" —Q

Suponemos que u € C°°(9). Definimos
(2) u(z) siz € BT
x) =
=3u(xy, - Tpo1, —Tn) +4u(zy, - Tpo1, — ) siz € BT

+

Tn

Para ver que u € C'(B). Definimos v~ = @|p- , uT := | p+. Demostremos primero u; = uj en

{z,, = 0}.

Por la definicién de u tenemos que:

ou~ ou ou T
:371'1 Tp_1,—T _271'1 Tp_1 _on
al’n 3xn( ) yn ) n) axn( ) y4n ) 2 )
Entonces
ou
- _ .t _
Uy |{zn=0} = Uy [{z,=0} = 3 (1, ,p—1,0)
T
Ahora, como v =~ en {x, = 0}, vimos que:
- =t =1+ . n—1
Ug, |In:0 Ug, |In:0 para ) y

Es decir, tenemos que:
D*u™ |y, =0 = D*u™t ., o
y esto vale |a| < 1 se sigue entonces que u € C(B).
Usando esto podemos ver que:
[@llwre () < Cllullwes+)
Para alguna constante que no depende de wu.

Consideramos ahora, la situacién tal que 02 no es necesariamente chata cerca de z°. Podemos

encontrar una funcién ® € C', con inversa VU, tal que ® "endereza a la 9 cerca de x°7.
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Escribimos y = ®(x),z = ¥(y), v (y) := u(¥(y)). Elegimos B una bola pequeia para que cumpla
lo pedido. Luego, como antes extendemos u’ de B+ a @' que esta definida en toda la bola y como antes
tenemos la acotacién:

1@ lwrr () < Clle[lwrw ()
Sea W := ¥(B), regresando con el cambio de variables, obtenemos una extensién @ de u a W, con
@llwrewy < Cllullwre @)

Como 99 es compacta, existen finitos puntos z? € 9, conjuntos abiertos W; y extensiones u; de u a
W, tal que I' C UzN:0~ Tomemos Wy CC € tal que 2 C UﬁN:o W; y tenemos una particién de la unidad
asociada. Escribimos u := Zi]\io (;u;, donde Ty = u. Y usando las estimaciones anteriores, para u;, U;
obtenemos que

@]l wy < Cllullwrewy

Para alguna constante C que no depende de u. Ademds podemos arreglar el soporte de @ para que
este contenido en V DD Q.

Vamos a notar Fu := u y observamos que las funciones u — FEu es lineal.

Hasta acd, tenfamos u € C°°(Q). Suponemos ahora que u € WP(Q) y elegimos u,, € C>(Q) que
converge a u. Por la estimacion que ya hicimos y por linealidad, tenemos que:

[Etm — Ewllwregn) < Cllum — wllwir)

Por lo tanto, sabemos que {Fu,,} es una sucesién de Cauchy y converge a u := Eu. Esta extension,
no depende de la eleccion de la sucesién que aproxima y satisface las condiciones del teorema. O

TEOREMA 2.18 (De trazas). Suponemos Q es acotado y 02 es C1. Entonces existe un operador
lineal acotado.
T:WhP(Q) — LP(00)
tal que:

1. Tu = ulgq siu € WHP(Q)NC(Q).
2.
[TullLr00) < Cllullwie@)
Para cada u € WYP(Q), con la constante C depende solo de p y Q.

DEFINICION 2.19. Llamamos Tu a la traza de u en OS).

DEMOSTRACION. Suponemos primero u € C*(Q). Suponemos z° € 9Q y 95 es chata cerca z°.

Elegimos una bola abierta B como en la prueba anterior y B es la bola de concentracién con radio 3.

Elegimos ¢ € C*(B), con ( > 0en B, { =1 en B. Notamos T a la porcién 0f) dentro de B.

Entonces,
[lpds < [ qupas=- [ (clu), do
r Z,=0 Bt

S / |u|PCs,, +p\u|p_1(sgnu)uzngdx
B+

SC/ [ul? + |VulP dx
Bt

En la ltima acotacién estamos desigualdad de Young.
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Si 29 € 09, pero 092 no es chata cerca de z°, entonces la enderezamos como hicimos antes.
Aplicando la acotacién anterior tenemos que

/ |ulP ds < C’/ |ul? + |Vu|P dx
T Q

Como 0f) es compacta, existen finitos ¥ € 9 y conjuntos abiertos I'; C 9Q (i = 1,---, N) tal que
n=U~ Ty

ullrr,) < Cllullwie@) (i=1,---,N)
Por lo tanto, si notamos

Tu := u‘ag
Entonces
[Tullra0) < Cllullwiea)
Para alguna constante C' apropiada, que no depende de wu.
Hasta acé, suponfamos u € C(2). Ahora, suponemos u € WP(Q). Entonces existen funciones

Uy € C(Q) que convergen a u en WHP(Q).Por lo anterior tenemos,

1T, — Tul||Lp(3Q) < Cllum — ul||W1,p(Q)

Esto nos dice que {T'u, } es una sucesién de Cauchy. Podemos definir, entonces

Tu:= lim Tu,,
m—-0o0
Esta definicién no depende de la sucesién que aproxima. O

TEOREMA 2.20. Sea Q acotado y 0Q € C. Suponemos u € WHP(Q). Entonces,
u € WHP(Q) siy solo si Tu =0 en 05

DEMOSTRACION. Dada u € W, ?(£2) sabemos que existe un sucesién de funciones {u,,} € C°(Q)
tal que u,, — u en WP(Q). Es claro que, Tu,, = 0 y por la continuidad del operador traza, que
vimos en el Teorema 2.18 concluimos que Tu = 0. La otra implicacién es mas complicada y puede
verse en el libro de Evans. O

Al estudiar los Espacios de Sobolev,surge una pregunta: ;Si u € W1P(Q) podemos asegurar que
automaéaticamente u pertenece a otro espacio?. La respuesta es que si y a que espacio, depende de p.

1. 1<p<n
2.p=n
3. n<p<L oo

Primero veremos la Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, para esto vamos a suponer 1 < p < n.
El objetivo es obtener una acotacién del tipo

lull Larry < ClIVullLr@ny

Para alguna C' > 0, 1 < ¢ < oo y para toda funcién u € C*°(R™). Nos interesa que la constante C'y ¢
no dependa de u.

Primero vamos a ver que para una desigualdad como la que propusimos, ¢ no puede ser arbitrario.
Para esto, elijamos u € C2°(R™), u # 0 y definimos para A > 0

ux(z) == u(Az) (x €R™)
Si aplicamos la desigualdad a uy, tenemos:

urllLagny < ClIVuxllLr@n)
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Ademas,

1
/ x| dz = / ()|t de = — / ()| dy

P
| vapde =y [ vuoapds =5 [ wurdy

Reemplazando en la desigualdad para uy nos queda

Y también

1 A
— |U|| La(rn SCin V| e (rn
7 l|ul La(rn) N [Vl Le@n)

Es decir,
||u||Lq(]Rn) S C)\17;+;

Perosi 1— % + % # 0 y hacemos tender A a 0 o a co, segin corresponda, obtenemos una contradiccién,

con el hecho de que u # 0. Por lo tanto, necesitamos que 1 — % +% = 0. Es decir, % = % -1 4= %.

VU’HL”(R")

Este razonamiento motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 2.21. Si1 < p < n, el conjugado de Sobolev de p es

* np
p =
n—p
Notemos que
1 1 1 .
— =-——, P >p
p p n

TEOREMA 2.22 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Suponemos 1 < p < n. Entonces
existe una constante C, que depende solo de p y n, tal que

[l Lo+ (mny < ClIVullLo@ny
Para toda u € CL(R™)

DEMOSTRACION. Observemos que si vale la desigualdad para p = 1 entonces vale para 1 < p < n.
En efecto, si tenemos

(/ |u|n21dx> ' S/ |Vu|dr ue CHR™)
n RTL

Si aplicamos la desigualdad para v := |u|” nos queda

n—1
VAL

J’Hdaz) ' SC/ |V |u|"| da
Rn

Por otro lado usando que V(|u|?) = v|u[""Lsgn(u)Vu y Hélder, sabemos que:

n—1

(/ |u|77—nl d.f(,') ! SC'Y/ |u|’7—1‘Vu| dx
n Rn
1 1
’ P P
< Cx (/ |u|(771)p dz) </ [Vul? dm)
n R'n

Elegimos ~ tal que ;2 = (v —1)p/, donde p’ = ;2. Es decir v = p(:i__;) y 75 =p*.

Reemplazando nos queda

p—1

</ |u|P*dx> e ) (/ u|p*dx> ’ (/ |Vu”dx)p
n n—op n Rn
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Si pasamos dividiendo obtenemos

1 =

(/ ful?” dx)p* < cp(:_;) (/ |Vu|pdx)11)

Veamos el caso p = 1. Recordemos la Desigualdad de Holder generalizada
OBSERVACION 2.23 (Holder generalizado). Sip; >1i=1,---,ny > i =1

Entonces

R S (e
" i=1

Consideramos
xr
U(Z):/ uii(xlf"axi—layiaxi—‘rla"'axn)dyi ]-SZgn
—0o0
Entonces tenemos la siguiente acotacion
o0
@] < [ Vats )l dy
— 00
Luego,

1
n—1

u(@)] 7 < 1_1 ([ wuts i)

Integrando respecto de la variable x; obtenemos

/ |u| 7T da; §/ H (/ |Vl dyl-) T dn
—o0 —00 ;1 —o0
= </ [Vul dy1> / H (/ |Vul dyi> dxy

1

=2
<</ |Vu|dy1> (H/ / |Vu|dm1dyi>
—0o0 j=o v —00J—00

La ultima desigualdad proviene de aplicar la desigualdad de Holder generalizada.

Ahora, integramos respecto a o

o0 o0 "
/ / |u| =T dxy dxso
B 1
s} [e%s} n—1 oo 1
< (/ / |Vul| dxy dyg) / I dasy

Il = / |Vu|dy1

o0

Donde

I; ::/ / |Vu|dey dy; (i=3,---,n)
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Aplicando otra vez Desigualdad de Holder generalizada, obtenemos

/ / |u| 7T dxy dy
< (/ / |Vu| daq dyg) N (/ / |Vul dy dxg) o
H </ / / |Vu|dxy dzo dyi> o

Continuamos integrando respecto de las otras variables x3,- -+ ,x, y notamos que

/ |u|"21dz§H</ / |Vu|da:1--~dy¢---dxn>
R i=1 —o0 —oo
= (/ Vu|dw> T
R"L

TEOREMA 2.24. Sea Q C R" abierto acotado, Q2 € C* , 1 < q < p* y1 < p < n. Entonces
WLP(Q) C LY(Q) y eziste una constante C = C(n,p,q,Q) tal que

3
|
|

O

llullzaay < Cllullwir)

DEMOSTRACION. Sea u € W1P(2) entonces por Teorema de Extensién 2.16 existe u € WHP(R"),
con sopu compacto tal que u|g = u y ademds

||ﬂ||W1~p(]R") < C”uHWl’p(Q)

Sean u,, € C°(R") tales que u,, — u entonces WHP(R"). Luego por la desigualdad 2.22 tenemos
que:
lum — will Lo @y < CllVum — Vurllpe@ey < Cllum — willwie@n)

Como el tiltimo termino tiende a 0, podemos concluir que {u,,} es una sucesién de Cauchy en L?" (R™).
Luego, tenemos que u,, — T en LP (R™).

Por otra parte, usando nuevamente la desigualdad 2.22, sabemos que:
[umllo* ®ny < ClVUm || Lo @n)
Pasando al limite, tenemos que
[@ll Lo~ mny < ClIVEl| Lo @n)

Juntando esto con la cota dada por el Teorema de extensién 2.16 podemos construir la siguiente cadena
de desigualdades

1wl o (@) STl L ®ny < ClI V| Lo (gr)
<Clallwrr) < Cllullwre)

Hasta acd probamos la desigualdad para p*, veamos que vale para 1 < ¢ < p*. Usando Holder resulta

que
(/ |u|? dm) ’ < (/ MES dx> - </ 19 dx) ’
Q Q Q

Si elegimos a = % obtenemos la desigualdad buscada O
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TEOREMA 2.25 (Desigualdad de Poincaré). Siu € Wy (Q) entonces

[[wll Lo @ < C|IVullLe ()

DEMOSTRACION. Seau € WP (Q) sabemos que existe {u, } € C°(Q) C C=(R") tal que u, — u
en WHP(Q). Si aplicamos la desigualdad 2.22 tenemos que

unll o ®ny < ClIVun |l Lo rn)

Como la constante C' no depende del dominio y las funciones poseen soporte compacto contenido en
), podemos reescribir la desigualdad anterior de la siguiente forma:

[unll Lo ) < ClIVun|lLr (o)

Usando las mismas técnicas que utilizamos en la demostracién anterior podemos concluir que u,, —
en LP (). Esto nos permite pasar al limite en la desigualdad anterior y asi obtener:

[ull Lo @) < ClIVullLe (@)
Que era lo que queriamos probar. O
OBSERVACION 2.26. La desigualdad de Poincaré, nos dice que en W, *(£2) , las normas || - lwir )

¥ IV - llzr(q) son equivalentes. Esto sera usado en muchas de las demostraciones que incluiremos en
esta tesis.

Antes de ver la desigualdad de Morrey, que es el caso n < p < oo debemos introducir una definicion.
DEFINICION 2.27. Sea ) un abierto acotado definimos el espacio
C(Q) = C**(Q) ={u: Q — R continuas tales que |u(z) — u(y)| < Clz —y|*}
={u: Q — R continuas tales que sup Ju(z) = uly)| < o0}
TH£Y |-T - y|a
La norma en este espacio esta definida de la siguiente forma:
el gy = lull (o) + [l

lu(z)—u(y)|

Donde [u]a,0 = sup,, =

OBSERVACION 2.28. (C%(Q), || - [l (g)) es completo

DEFINICION 2.29.
CP(Q) ={ue C*Q): DPue Q) VB <k}
La norma de este espacio es:

lullgra = D 1D ullgag
1BI<k

TEOREMA 2.30 (Desigualdad de Morrey). Sea n < p < +4o0o. Entonces existe una constante
C = C(n,p) tal que

[ul

n
Ca(R") S ||Ullwl,p(Rn) a=1-— 5 VU S Ci(Rn)

DEMOSTRACION. Sea B = B,(x) entonces existe C = C'(n) tal que:
Du(y
(2.1) / ) —u@)dy < © Dulw)l
B(z,r

B(z,r) |y - x‘n—l
La desigualdad (2.1) la probaremos més adelante.
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Por otro lado, por desigualdad triangular sabemos que:

lu(@)] < lu(z) = u(y)| + [u(z)]

Si integramos en Bj(x) y dividimos por la medida de By a los dos lados de la desigualdad anterior

obtenemos:
ju(2)| s][ () — uly)] dy + ][ fu(y)] dy
Bi(x) B (x)

Notemos I :fBl(I) lu(z) —u(y)| dy e I :fBl(m) |u(y)|dy. Acotemos primero I, usando Holder

1 1 I
b= |ttty <z ([ woray) 1ot
@ 31 \Us
i _
<l 5y B, DI

Acotemos I; usando la desigualdad (2.1) y Holder

Iy Z][B@ Y lu(y) —u(z)|dy < C _|Du(y)|

B(z,r) ‘y - ZE|nil

1
v

P 1 P
<C / Vu(y)[” dy / Ty W
( Bi () ‘ ( )‘ Br(a) |3§‘ _ y‘(n—l)p

1
7

Observemos que (fBl(x) m dy) " < oo siysolosi(n—1)p <n,es decir p > n.
Juntando la acotaciéon de Iy e I tenemos que:
lu(z)| < C(n, p)llullwrr@n)
Luego,
[ulloo < Cllullwiemn)
Por otro lado, usando desigualdad triangular tenemos
lu(z) — u(y)| < Ju(z) —u(z)] + [u(z) — u(y)]

Llamamos r = |z — y| y definimos W = B,.(z) N B, (y). Luego, si integramos sobre W y dividimos por
la medida del mismo resulta que:

u(z) = u(y)] S][ lu(z) — u(z)| dz +][ |u(2) — u(y)| dz
w w
Llamaremos I =y, [u(z z)|dz e Iy =y, [u(z)—u(y)| dz. Vamos a acotar I; usando la desigualdad

(2.1).

|B(z,7)|

—u(z)|dz <—=—~ u(x) —u(2)| dz _Vu@)l
[, @ =uoias <EEA ) - iz < 0

B(z,r) |I - Z|n71

v 1 4
<C (/ |Vu(z)|P dz) / . dz
n B(z,r) |.’I? - Z‘(n_ p

1 7 3 .
— n—(n—1)p’ _ 1—;
(L(I7r) |CE _ Z|(n71)p/ dz) C ( ) CT

De manera anéloga se acota Is. Por lo tanto, obtenemos que:

lu(z) = u(y)| < ClIVul goen)lz —y|' >

dz

Ademads tenemos que:
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Es decir,

u\xr) —u
s = sup {“(y)} < C|[Vull oy
ety U o —y[ 7 r

Entonces hemos probado lo que necesitamos, pues juntando las acotaciones anteriores tenemos

lull - gy = llulloo + [u1-2 < Cllullwrr @y

Probemos ahora, la desigualdad (2.1). Sea w € 9B(0,1), 0 < s <r, y = x + sw, entonces

/0 %u(m + tw) dt‘

< / \Vu(z + tw)] dt
0

uy) = u(@)| <lu(z + sw) — u(z)| =

/ Vu(z + tw)w dt
0

En la dltima desigualdad estamos usando Cauchy Schwartz y que |w| = 1. Integrando sobre 0B(0,1)
en la desigualdad anterior y usando el siguiente cambio de variables y = x+tw y t = |z —y|, obtenemos

que:
/ lu(z 4+ sw) — u(x)| dw < / / [Vu(z + tw)| dtdw
dB(0,1) 0B(0,1) JO

S tn—l
:/ / |Vu(z + tw)| — dtdw
8B(0,1) Jo 2k
_ / IVU(y)_I1 dy
B(z,s) |$ - y‘n

o[ s,
B(x,r) |x - y|

Observemos que de aca se deduce facilmente la desigualdad que queremos probar. En efecto,
/ lu(y) — u(z)| dy :/ / lu(z + sw) — u(z)|s" ! dw ds
B(w,r) o JoB(0,1)

S/ s"_lds/ 7|Vu(gi)_|l dy
0 B(z,r) "T - y|
gT—/ [Vu(y)| dy

B

n (z,r) |3§‘ - y‘n—l
0

TEOREMA 2.31 (Estimaciones para WP  n < p < o). Sea Q C R™ un conjunto abierto y acotado
y suponemos 0Q € C1. Sean < p < oo yu € WHP(Q). Eriste entonces u* € C%(Q), cony=1— %,
un representante de u tal que se tiene la estimacion

HU*HOOW(Q) < Cllullw.r()-

La constante C' depende sélo de p,n y €.

DEMOSTRACION. Como 92 es C*, por el Teorema de extensién 2.16 existe Bu = u € WLHP(R™)
tal que
u=uen
w tiene soporte compacto
[@llwae@ny < Cllullwie)
Como T tiene soporte compacto, sabemos que existen funciones u,, € C°(R™) tal que u,, — u en

WP (R™).
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Ahora por la desigualdad de Morrey 2.30, tenemos que

it = 1]l 13 gy < Cllim = oy

Luego u.,, es de Cauchy en C’O’l_%(R”), por lo tanto, existe u* tal que u,, — u en C’O’l_%(R”).
Podemos concluir entonces que @ = ©* y como & = u en casi todo punto, tenemos que u* = u en casi
todo punto de .

Ademas, por Desigualdad de Morrey 2.30 también sabemos que

Humllco,lfﬁ(Rn) < CHumHWl,p(Rn)

Pasando al limite obtenemos la siguiente desigualdad:

HU*HCOJ* < C”ﬂ”wl,p(Rn)

B (Rn) =

Esto completa la demostracién. O

El Teorema que enunciaremos a continuacién no lo vamos a utilizar, lo enunciamos por completitud.
La demostracién del mismo puede verse en el Evans.

TEOREMA 2.32 (Desigualdad general de Sobolev). Sea Q C R™ un abierto acotado, con 9 € C*.
Suponemos u € WFP(Q).

» Sik <2, entonces u € LY(R), donde % = E

% . Ademdas tenemos la siguiente acotacion
ullao) < Cllullwrr @y,
La constante C' depende solo de k,p,n y de €.
= Sik> 7, entonces u € cHEI=17(Q), donde:
n n > n
_ {[p] +1—1%, si 3 no es entero

Cualquier numero positivo < 1, si % no es entero
Ademds tenemos la acotacion

||U||Ck7[%1—m(5) < C||U||kap(9)

Donde la constante C' depende solo de k,p,n,vy y €.

Al probar el Teorema de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 2.22 sabemos que WP(€2) esta incluido

en LP"(Q) para 1 < p < n, p* = n”—f;). Ahora vamos a demostrar que WP(§)) esta compactamente
contenido en L9(2) para 1 < ¢ < p*.

TEOREMA 2.33 (Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov). Sea Q C R™ abierto y acotado,
9Q € C! para 1 < p < n. Entonces WHP(Q) cC LY(Q) para 1 < g < p*.
DEMOSTRACION. Sea {u,,} C W1P(Q) acotada. Por teorema 2.24 tenemos que
umllLa) < Cllumllwir@) < C <oo Vnparal<g<p*
Queremos ver que existe {uy,, } una sucesién de Cauchy en L%(Q).

Por el Teorema de extensién 2.16 podemos suponer que u,, € W1P(R") y sop u,, C V acotado,
para todo m. Ademads sup,,, ||tm[[w1.p@n) < 00.

Sea us, = pe *upy € C°(R™), podemos suponer que soput, C V. Veamos que u$, — w,y, en L1(V)
uniformemente en m. Suponemos u,, € C*
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Uor(2) — () = / Pe(tim (& — ) — tim(2)) dy

- / P©) (i (2 — £) — () dy
B1(0)

—ety) dt dy
/Bl(o) / " )

=- 5/ p(y)/ Vg, (x — ety)y dt dy
B 0

Ahora integramos sobre V' y hacemos la siguiente sustitucion: z = x — ety

1
/ g, () — Uy, ()| d SE/ p(y)/ / |V, (x — ety)| dz dt dy
|4 B1(0) 0 14
1
< [ o) [ IVunlirydedy
B1(0) 0

=¢||Vum| 1 (v)

Si {u,,} no es C!, obtenemos la desigualdad anterior por densidad. Resumiendo, nos queda:

/V 4% (2) — i (2)] d <e /V Yt ()| dy
<eC|| V| rrvy < eC

Esta tltima desigualdad proviene del hecho que sup,, ||um ||w1.» (@) < oo. Entonces como C no depende
de m, sabemos que uS, — wu,, en L'(V), uniformemente en m.

Por otro lado, recordemos la desigualdad de interpolacion:
1 0
[vllzevy < ||”||Ls V)HUHLr(v para P =3 + o 0<d<1
Como 1 < g < p*, usando la desigualdad de interpolacién, sabemos que:
0
sty = wallzogvy < gy = w50 = il 220

Dondea—é’—l—(1 0) ,0<0<1.

Ademas, por Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 2.22 tenemos que
e — wmll o= (vy < Cllug, — umllwiryy <C
Como C es uniforme en m y ||us, — umHng(V) — 0. Podemos concluir que
(2:2) [uzy = tumllLaqyy — 0

Por otra parte, si logramos ver que para todo € > 0 fijo, la sucesién {u, } es equicontinua y equiacotada,
por el teorema de Arzela-Ascoli podemos garantizar que existe una subsucesién {ug, } uniformemente
de Cauchy, es decir,
g, — Ui, ey — 0
Luego, se deduce facilmente que
lim sup ||u - ufnl ||L‘1(V) =0

Jl— 0

Notemos que por desigualdad triangular

[, = wmllLaqvy < lltm, —ug lLaqvy + llug,, — ui, lLaqvy + llug, — wmllLav)
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Ademsds, por (2.2) sabemos que, dado § > 0 podemos elegir £ > 0 tal que:
)

g 6 g
l[um; — umj||Lq(v) < b4 [, = tmllLa(v) < b
Juntando todo nos queda que

lim sup |[tm; — Uy, ||paqvy <6 VI >0

Jjl—o0

Resumiendo para terminar la demostracién resta ver que {us,} es equiacotada y equicontinua. Veamos
primero que es equiacotado, para esto vamos a usar Holder y el Teorema 2.24.

|ur ()] S/B ( )Ps(x = Y)|um )| dy < [|pel Lo @) l[um|| L1 @)
C

1
<C i llpllpee @y lumllw e @ey < =

Veamos ahora equicontinuidad

Vi, ()] < / Ve (@ — )l m (4) dy

= (@)
Recordando que Vp.(z) = 47 Vp(Z£). Obtenemos asf la siguiente acotacion.

c 1 C
Vg, (z)] < WHVPHL‘”(R")HUWLHD(V) S ot

Con esto nos alcanza para probar la equicontinuidad.

2. Operadores de Nemitzki

DEFINICION 2.34 (funcién de Carathéodory). Sea Q C R™ un dominio acotado y sea g satisfacien-
do:

1. ge C(QAxR,R)
2. Ezxisten constantes r,s > 1 y ay,as > 0 tales que

lg(z,6)| < ay+as)é|? YzeQ £eR

Entonces decimos que g es una funcion de Carathéodory.

Dada una funcién de Carathéodory, se define el siguiente operador: Ny : p(x) — g(z, ¢(2)).

Respecto a este operador, tenemos la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.35. Sea g una funcion de Carathéodory. Eentonces la aplicacion Ny definida por
o(z) — g(z,¢(x)) verifica que Ny € C(L" (), L*(Q)).

DEMOSTRACION. Siu € L"(Q) entonces,

[ lste @i do < [ (@1 + aalu

Esto nos muestra que g : L"(2) — L*(€2).

Yo da < ag/u luf") de
Q

Para probar la continuidad observamos que g es continua en ¢ si y solo si f(z, z(x)) = g(z, z(x) +
o(x)) — g(x, p(x)) es continua en z = 0.

Podemos suponer sin perdida de generalidad que g(z,0) = 0. Queremos ver que, dado € > 0 existe
d > 0 tal que |lul|z2(q) < 0 entonces [|g(-, u)|| (o) < €.
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Debido a la continuidad de g y que g(x,0) = 0, tenemos que dado & > 0 existe 5 > 0 tal que
lg(z,&)| <ésizeQy ¢ <o.

Sea u € L"(Q2) con ||lul|zr) < & y definimos el siguiente conjunto
0 = {z € 0 fu(a)] < 8}
Luego,
[ ot u@)l i < #lou) < jo
Elegimos ¢ tal que £°[Q] < 5°.

Sea )y = 0- Q; acotando, nos queda

(2.3) / 92, u(@))* dz < as(|Ra] +67)

Ademis
o> / lu|” dz > 67|y
Qo

Es decir |Q] < (5%)? Combinando con (2.3)
/ lg(z, u(@))|* dz < ag(1+67")6"
Q2

Elegimos 0 tal que ag(1 +6-")0" < 5
Esto implica que
lg(;u)ll sy < e st flullpr) <6

COROLARIO 2.36. Sea Q C R"™ un dominio acotado y sea g satisfaciendo:

1. ge C(QxR,R)
2. FExisten constantes s > 1 y ay,as > 0 tales que

lg(z,6)] < ay +aslé]® Yz eQ €€R
Siup, — u en WHP(Q) entonces g(z,ux(x)) — g(x,u(x)) en L5 (Q) para todo r < p*.

DEMOSTRACION. Podemos reescribir |g(x, )| < a1 + az|€|* como |g(z,&)| < a1 + az|¢|= .Por el
teorema 2.35 sabemos que N, € C(L**(2), L*(Q)).

Por otra parte , sea u, — u en WHP(Q) usando el Teorema 2.33 tenemos que u,, — u en L"(£2)
para r < p*.

En particular, si elegimos a = £, nos queda que N, € C(L"(Q), L% ().
Concluimos por la continuidad de N, que g(z, u,(x)) — g(x,u(x)) en L+ (). O

3. Calculo de variaciones

Suponemos {2 C R™ un abierto acotado con borde regular. Definimos la siguiente funcién:
L:R"xRxQ—R

Llamaremos a L Lagrangiano.
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Notaremos L = L(p, z,x) = L(p1,-*+ ,Pn, 2, %1, - ,Tpn). Donde p es el nombre de la variable que
sera sustituida por Dw(z) y z es la variable que sera sustituida por w(x). Supongamos

Dlw] = / L(Dw(x),w(x),x) dx
Q
Para w una funcién regular que satisface la condicién de borde w = g en 0f2.

Supongamos u un punto critico de ®, queremos ver que ecuacién diferencial verifica u. Dada
p € C(Q), definimos i : R — R, i(t) = ®(u + tp). Como u es minimo sabemos que i(u) < i(t) Vi
luego #/(0) = 0. Por otro lado,

i(t):/L(Vu—&—tho,u—i—tgp,x) dx
Q

Derivando, nos queda

i'(t) = / Z L, (Vu+tVu,u+tv,x)vy, + L,(Vu + tVo,u + tv, z)vdz
Q=1
Reemplazando t = 0

0=1(0)= /Q ZLPi(VU,u,x)vxi + L,(Vu,u,z)vdx
i=1

Como v tiene soporte compacto podemos usar partes y obtenemos

0= /Q (— Z(Lpi (Vu,u,x))s, + Lz(Vu,u,x)> vdx

i=1

Como vale para toda funcion test, obtenemos la siguiente ecuacién
n
- Z(Lpi (Vu,u, )z, + L (Vu,u,z) =0 en Q
i=1

Esta es la ecuacién de Euler Lagrange. Veamos algunos ejemplos de estas ecuaciones:

1. Si L(p, z,z) = %|p|p — f(z)z, su ecuacién es —Ayu = f.
2. Si L(p,z,z) = %szzl ai;pip; — f(x)z, su ecuacioén es

- Z (aijpipjuri)fbj = f(x)

ij=1
3. Si L(p, z,x) = %|z|p — F(z) con F' = f su ecuacién es —Apu = f(u)
i Cuando podemos garantizar que el funcional posee un minimo?
La respuesta la obtenemos del siguiente teorema.

TEOREMA 2.37. Sea E espacio de Banach reflexivo, f : E — R coerciva y acotada inferiormente,
si f es secuencialmente semicontinua inferiormente para la topologia débil, es decir, si ur — ug
entonces f(ug) < liminf f(ug). Entonces existe ug € E tal que f(ug) < f(u) Vu.

DEMOSTRACION. Como f es acotada inferiormente tenemos que m = infgn f > —oco. Sea {uy} C
R™ una sucesién minimizante f(ux) — m. Podemos suponer que {uy} es acotado, pues si no lo fuera,
existirfa una subsucesion {ug,} tal que |lug,;| — oo entonces, por coercividad f(ux;) — oo. Esto
es una contradiccién ya que f(uy,) — m. Como {ux} es acotada sabemos que existe {ug;} tal que
uk;, — up usando que f es secuencialmente semicontinua inferiormente para la topologia débil, nos
queda que f(u,) < liminf f(ug;) = m. Concluimos entonces que f(ug) < f(u) Vu. O
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Veamos como garantizamos que ® cumpla las hipé6tesis del teorema. Necesitamos L(p, z,x) >
alpl? — [ para algunos a, 3 > 0, ¢ > 1. Veamos que es acotado inferiormente:

O(u) = / L(Vu,u,x)dx > a/ |Vu|?dz — B|Q| = ozHVuH%q(Q) —-B>-B
Q Q

Verifiquemos la coercividad, en la cuenta anterior vimos que ®(u) — oo cuando ||Vul| a(q) — oc. Sea
A={veWh(Q): v =g en 90} queremos ver que siu € Ay ||u| — oo entonces ||Vul|Lq0) — oo.
En efecto, se a w € A fijo

IVl @) = Ve = Vo + Vol 2 V(= w)ll @) = V0] 2y
> Cllu — w|lwr.ao) — IVw||£a()
> C([|lullwra) = lwllwra@)) = IVwl L)

Concluimos que ® es coerciva, notemos que un momento de la acotacién anterior usamos Poincaré y
1
esto se puede porque u —w € W, " (Q).

Veamos un lema

LEMA 2.38. Sip+—— L(p,z,x) es convexo entonces ® es débil semicontinuo inferiormente.

DEMOSTRACION. Sea uj, — u en W1P(Q) lo primero que hay que chequear es que u € A. En
efecto, A es cerrado fuerte porque el operador traza es continuo y ademads es convexo. Por lo tanto, es
cerrado débil y eso nos garantiza que u € A.

Sea [ = lim infy, ®(uy) queremos ver que ®(u) < I.

Pasando a una subsucesién podemos suponer que ®(ur) — [.Por otro lado , como up — wu
entonces {uy} es acotada y por teorema de (R-K) tenemos que uy — u en L2(2) via otra subsucesién
tenemos que ux — u en casi todo punto. Dado € > 0 existe E. > 0 tal que uy — u uniformemente
en B,y |Q—E.| <e.

Sea F. = {z € Q: Ju(z)|+|Vu(z)| < 1} y [Q— F.| — 0. Sea G. = E.NF. C Qy [Q— G| — 0.
Podemos L > 0

(2.4) @(uk):/L(Vuk,uk,x)drz/ L(Vuyg,u, x) dz
Q GS

Por convexidad
L(p7z,x) Z L(p()vzax) + Lp(p()vz’x)(p _pO)

Entonces podemos acotar de la siguiente forma

(2.4) > /G L(Vu,ug,x)dz +/ L,(Vu,ug,z)(Vug — Vu) do

€

Usando convergencia uniforme, resulta que
D(ug) > / L(Vu,u,z)dz VYe>0
Ga

Tomando limite cuando € — 0.

Concluimos entonces que
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Definamos una solucién débil para la ecuacion de Euler Lagrange.

{Z?_l( pi (Vu,u,2))g, + L(Vu,u,z) =0 en Q

2.5
(25) u=gq en 0f)

DEFINICION 2.39 (Solucién Débil). Sea u € W,-9(Q) tal que

|3 L (V) + LoV )pde =0 Vo € C¥(9)

Buscamos condiciones para que los minimizantes del funcional sobre ng’q(Q) sean soluciones
débiles de la ecuacién (2.5).

1. Necesitamos que L(Vv,v,z) € L'(Q) Vv € A. Alcanza con pedir
|L(p, z,2)| < C(Ip|" + |27 +1)
2. Necesitamos que [, L, (Vu, u, z)p,, dz Vo € W, %(2).Es suficiente con pedir
L,.(Vu,u,x) € L7 ()
Dicho de otra forma
Ly, (Y, ,2)] < Cpl?™ + 12 7 +1)
3. Necesitamos que L, (Vu,u,z) € L7 . Alcanza con pedir
L2(Vu,,2)| < Ol + 127 + 1)
Ahora si, estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema
TEOREMA 2.40. Si u es minimizante de ®(v fﬂ (Vo,v,2)dx en A y L wverifica 1,2 y 3.

Entonces u es solucion débil de la ecuacion (2.5)

DEMOSTRACION. Sea ¢ € C2°(Q) y definimos i(t) = ®(u+ty), por ser u un minimizante tenemos
que ¢'(0) = 0.

Por otro lado, por la condicién 1 sabemos que [i(t)]| < oo.

i(t) —i(0) _ / L(Vu+tVeo,u+te,z) — L(Vu,u, x) s
Q

t t

Notemos Ly(z) = L(vu+tv¢’“+tf’w)7L(v“’u’w), tomando limite cuando ¢ — 0 vemos que

Li(z) — ZLpi(Vu,u,x)@xi + L.(Vu,u, z)pdx en casi todo punto de 2
i=1

Por otra parte

1 [*d
Li(x) = ;/0 £L(Vu—|—ngo,u+sgo,x) ds

n

1 t
=7 / Z L,,(Vu+sVo,u+sp,x)ps, + L.(Vu+ sV, u+ sp,x)pds
0 =1
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Ademas

1 [T
@< 7 [ (S En(Tus Vot seoles
=1

+]L:(Vu+ sV, u+ s«p,x)\lwl) ds

IN

1 [T a
%/ D (IVu+ sVl + |u+ spl 7 +1)|p,
0 =1

+ (|[Vu+ sVe|T + |Ju+ s<p|q7 + D]e| ds

IN

C _ < o _
THIVul Vel + [Vl + [Vl + [ul 7 [Veo| + [l 7 [Veo| + [Vul " g

+IVellpl + ol + lul e o] + el < |¢])

Queda como ejercicio para el lector verificar que el ultimo termino es integrable, luego por convergencia
mayorada terminamos la demostracion. 0

Veamos una aplicacién.

(2.6) {—Aqu =f(z) zen®

u=~0 z en Of)
El funcional asociado a esta ecuacion resulta

J(u)zé/ﬂ|VU|qdm—/ﬂf(x)udx

Queremos ver que J tiene un punto critico. Para esto vamos a verificar que cumple las hipdtesis del
Teorema 2.37. J es acotado inferiormente, en efecto, como por Poincaré podemos hacer la siguiente

acotaciéon
/ f(z)udz
Q

Podemos acotar inferiormente el funcional

1
(27) Iw) 2 ) =l

< llzer @ llullza) < Cllully» g

Es facil ver que 9 (t) = étq — Ct es acotado inferiormente, mas atn el minimo lo alcanza en t = C'a-T.

Adems4s la ecuacién (2.7) nos muestra claramente que J es coerciva. Es decir, si ||u||W01,p(Q) — 0
entonces J(u) — +o00. Para probar que J es débil semicontinua inferiormente, por Teorema 2.38
tenemos que ver que p — L(p, z, x) es convexo, lo que es inmediato. Hasta aqui, vimos que el funcional
tiene un punto critico. Ahora, nos interesa probar que el punto critico es solucién débil de la ecuacidn,
para esto vamos a utilizar el teorema 2.40. Veamos que L satisface las hipdtesis de integrabilidad. Sea

veA

|z

1. Como |f(z)z| < L 4 EL tenemos que

|(1
q
1 i1 1
[L(p, 2, 2)| < —|pl* + | fI* = +[2]"~
q q q

Por lo tanto, L(Vv,v,z) € L' (Q)

2. Como Ly, = [p|?~?p; podemos acotar |Lpi|q/ < |p|(e=14'=4 entonces L(Vv,v,z) € LY (Q)
3. L.(Vu,v,z) = f(z) € LY (Q)
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Resumiendo, probamos que la ecuacién (2.6) tiene una solucién débil.

Veamos ahora un resultado que nos permite decidir cuando las soluciones débiles son puntos criticos
del funcional

TEOREMA 2.41. Si el mapa (p,z) — L(p,z,x) es convero en casi todo x y u € A es solucidn
débil de (2.5) entonces u es un minimo de ®
DEMOSTRACION. Por hipétesis tenemos que

L(p, z,x) > L(po, 20, ) + Ly(po, 20, 2)(p — po) + L= (po, 20, %) (2 — 20)

Sea w € A elegimos: pg = Vu 'y zp = u; p= Vw y z = w nos queda que
O (w) > D(u) + / Z L, (Vu,u,z)(w — )y, + Ly(Vu,u,z)(z — 2z0) dx
Q=1

Como w — u € VVO1 P(Q) y u es solucién débil tenemos que
L, (Vu,u,z)(w —u)z, + L. (Vu,u,2)(2 — 20) =0

Concluimos entonces que

O(w) > B(u)

Que era lo que queriamos probar. O

No todas las ecuaciones pueden resolverse encontrando minimos del funcional. Mostremos el sigu-
iente ejemplo,

(2.8)

—Apu=|ul"%u  enQ
u=0 en 0f)

El funcional asociado a la ecuacién (2.

2.8) es
1 1
<I>(u):f/ |Vu|pdx—f/ |u|? dx
PJo q.Jqo

Fija ug € W, ?(Q)
tP td
D(tug) = —/ |Vugl? do — —/ luo|? dx
P Ja q.Jo

Si notamos C1 = [, |Vug|P dz y Cy = [ |ug|? dz. Nos queda que

C C
B(tug) = —tP — 224
P q

Esto nos dice que si ¢ > p el funcional ® no esta acotado inferiormente.
Veamos ahora unas definiciones previas al Teorema de paso de la montana.
DEFINICION 2.42. Decimos que ® es diferenciable en u si existe v € E tal que
O(w) =®(u) + (v,w—u)+O(JJv—w|) Yw
Donde (v,w — u) es el producto de dualidad. Notemos v = ®'(u)

DEFINICION 2.43. Decimos que u € E es un punto critico si ®'(u) = 0.
Consideramos los siguientes conjuntos:
A.={ue E:d(u) <c}
K.={ueFE:®u)=cy ®(u) =0}
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DEFINICION 2.44. ¢ € R es un valor critico si K. # 0
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CAPiTULO 3

El Teorema de paso de la montana y algunas generalizaciones

En este capitulo revisaremos el ya clasico Teorema del paso de la montana. Veremos una aplicacién
del mismo a la resolucién de una ecuacion eliptica cuasilineal y luego estudiaremos dos generalizaciones
del Teorema.

1. El Teorema de paso de la montana

1.1. El Teorema.
TEOREMA 3.1 (Teorema de paso de la montana). Sea ® € C' que satisface (P-S) tal que:

1. ®(0) =0
2. Existe r,a > 0 tal que ®(u) >a Jjul|=r
3. Ezisteve H |jv|]|>r tal que ®(v) <0

FEntonces

— inf max ®
¢= inf max (9(1))

Es un valor critico
Donde T'={g:[0,1] — Hcontinua ¢(0) =0 g¢g(1)=v}

OBSERVACION 3.2. Pensemos en el grafico de ®(-) como un paisaje. Supongamos, que estamos
parados en el fondo de un valle ubicado en el 0 y hay un anillo de montanas que nos rodea. Maés
alla del mismo, hay otro valle y ahi estd la ubicacién v a la que queremos llegar. ;Qué camino nos
conviene elegir?.

Respuesta: Elegimos, entre todos los pasos de la montana posibles, aquél que sea el méas bajo de
todos.

1.2. Una aplicacién. Veamos una aplicacién. Consideramos la siguiente ecuacién

(3.9) {—Apu = f(u) enf)
u=0 enf)

Donde [f(s)] < C(1+|s|?) y [f'(s)] < C(1 + |s|27!). Definimos F(s) = [ f(t)dt. Pedimos que
0 < F(s) <~vf(s)s con vy < % y que existan a, A tales que a|s|9Tt < |F(s)| < A|s|9TL. Recordemos

1
que estamos considerando W, P (Q) y su norma es ||ul| = (Jo, IVulP dz)*. Queda definido entonces el

siguiente funcional,
1
O(u) = 7/ |Vu|P de — / F(u)dx
pJa Q
pn

Queremos que nuestro funcional este definido de WO1 P en R, para eso necesitamos que ¢g+1 < p* = 2%~

n—p’
n(p—1)+p

es decir, ¢ <
n—p

31
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Sea
J(u) = 1/ [Vul? dz
pJa
Podemos reescribir ® como
D(u) = J(u) — §(u)
Donde §(u) = fQ F(u) dz, por la condiciones que cumple F' podemos asegurar que

1
F(a+b)=F(a)+ f(a)b+ /0 (1—s)f"(a+ sb) dsb?

. Integrando, nos queda que

S’(u+v)zg(u)—|—/Qf(u)vdx—|—/g/01(l—s)f’(u+sv)ds|vzda:

Por otro lado, usando la acotacién para f’, notamos que

//1(1—s)f’(u+sv)d8|v|2da:
aJo

<, [ (ul™" 4 ol o de
Q

=C, (/ lu|7 o|? dx —|—/ Blkas dx)
Q Q
Ademds, usando Holder y Poincaré,

g—1 2
q+T q+T
/ lu|?o|? do < (/ |9t dx) (/ lp|at! d:v)
Q Q Q

-1 -1
= HU||%<1+1(Q)||UH%4+1(Q) < ||u||%Q+1(Q)||U||12/V01:P(Q)

= o([vll ey

Resumiendo, tenemos que

(3 (u),v) = /Q f(u)o de

Por otra parte, ®'(u) = J'(u) — § (u).

Veamos que §’ es Lipschitz

18" (u1) = ' (u2)lwpr (o) = sup (8" (u1) — 8" (uz2), v)|

vEWP(Q) [lv]l=1
Ademds, usando la acotacién de f podemos obtener que
(F'(u1) = §'(u2),v) = (F (v1),v) — (F (u2),v) = /Q flu)vdr — A fug)vdz
| 7@ —wwds < [ G410~ woda
< /Qcp(l a7+ ualT ) (ur — ug)v da

< / Cp(ur —u2)vde Jr/ C'p(|u1|q*1 + |u2|q71)(u1 —ug)vdx
Q Q
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Acotemos la segunda integral usando Hélder, la cuenta de la primera es anéloga

/ Cp(lua]®™" + Jua| ") (ur — ug)v dz
Q

n(p—=1)+p
np

< [[ollr (o) (/guulw1«+|u2w1>nwf3+p|u1—-uQVWpT%+pdx)

n(( P 721)) ++2p a
n(p=2)+2p nlp= P " ¥
<C (/ (Jug |77 4 Jug| 1) =ty dx) (/ |up — ugl? dx)

Q Q

Podemos concluir entonces que

I8/ () = & (w2l gy < Clls = sl
También se puede probar que

17 (62) = () 0y < Clles =zl

En efecto,

| (ur) — J’(Uz)llwgm(m = sup |(J'(u1) = J' (uz),v)]
vEW, P () ||v]|=1

Es claro que J'(u) = |Vu[P~2Vu, luego

(T (wn) — (), )] < / V[P Vuy — [VuslP > Vus|o] de
Q

< / (IVua P2 + [Vuugf?2) (Vg — ug))|o] dx
Q
n(p—1)+p

< (/ (|Vug [P~2 + ‘vu2|p—2)7n(pf€)+p|V(ul _ uZ)|7n<pr+p dx) 0]l o~
Q

n(p—=2)+p
n

<C </ (|Vu1|p*2 + |Vu2|p—2)‘n<p4fg)+p dx) IV (ur — uz)| L)
Q

Resumiendo
(1) = @ (u2) |y < Cllus — wallyrn g
Acabamos de probar que el funcional es continuo.
Verifiquemos que @ satisface (P-S).
Sea {uz} € Wy (Q) tal que:

1. [®(ug)| <ec VEk
2. <I>’(uk) —0

Queremos ver que tiene una subsucesién convergente.

Dado € > 0 existe un ko tal que || ®'(uy)|| <& Vk > ko.Como [|®'(ug)| = sup,..q @(u).v) g

lloll
nos dice que, [(®'(ug),v)| < g||v|.Entonces

/|Vuk|p*1Vvdx7/f(uk)vd:v
Q Q

Elegimos v = ug, nos queda

<eg|]] Vo

< el|u

‘/ |Vug|? da:—/ £ (ug)ug dz
Q Q
Como ®(uy,) = [q 5 |Vuy|? — F(uy) dz < C.
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1

Recordemos 0 < F(s) < vf(s)s ~< % Multiplicando la ecuacién por = nos queda

11 1
/ ——|Vugl? — =F(ug)dx < C.
Qb7 Y
Sumando la dos ecuaciones, tenemos que

11 1
[ = 0IVuPdo+ [ fu - Pl do < C o+l
QDb Q Y
Como [, f(ur)ur — %F(uk) dz <0, eligiendo € = 1 tenemos que
11
[ G2 = IVulde <0+ ful

QP

Es decir,

Cllug [P < e+ |luxl]

Acabamos de probar que {u;} es acotada en W, (Q). Entonces existe u € W, *(2) tal que uy — u,
podemos afirmar que ur, — u en LIT1(Q) pedimos que ¢ + 1 < p* para poder aplicar R-K. Tenemos
que f(ug) — f(u) en LP" ().

Sea w = §'(u), veamos que F'(ug) — w.

15 (ur) = ' (W)|* = (8 (wx) = §' (), wy, — w) = / (f (ur) = f(w)(wp — w) dzx

Q

< ([t - sy dx) ([ 1 = st ac) &

|wi — wllLa+r (@) < lwg — w”WOl'p(Q) = |18 (ur) — 5/(U)||ngp(sz)

Adema3s

Simplificando la norma a ambos lados de la desigualdad, nos queda que

18" (ur) = &' (@)l < [1f(ur) = f(w)] < Ollf (u) = f)ll o= @) — 0O

g+1
L a

Q)
Veamos que P satisface las hipotesis geométricas del teorema.

Que ®(0) = 0 es claro. Si ||u||W01,p(Q) = r entonces ®(u) = %rp — Jo F(u) dz. Por otro lado, usando
que als|?t! < F(s) < Als|at?

g+1

/F(u)dm < / Al da < C(/ |Vu”dac) T ot
Q Q Q

Reemplazando, nos queda que
1 41 1 +1-
O(u) > —r? = Cr?™" =P (= — Cri™7P)
p p

Si elegimos, por ejemplo r tal que 2—1[) = % — Crit1=P despejando resulta que r = (zplc

. 1 % 1 . . o 1 % 1 .
este  se verifica que ®(u) > (5,5) 777 55. Si definimos a = (5,) 77177 5; nos construimos a y r que
satisfacen lo pedido.

)m y para
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Sea ug € Wy P(Q) tal que ||u0||W01,p(Q). Entonces
P
D (tug) = — |Vu0|p dx — F(t ug) dx
< —/ [Vuo|P dz —a/ |t up|?t dx

<P _cpnp (f Ctati-p)
T p

Si elegimos t > 0y ( — C't9717P) < 0 despejando t nos queda que t > (p%) e Resumiendo, vimos
que si |ju|| =t con t > ( )q+1 Pt> ( )a+1 » entonces ®(u) < 0.

Acabamos de verificar que el funcional satisface las hipdtesis del Teorema de paso de la montana.
Concluimos, entonces que ¢ es un valor critico.

2. El método de Ljusternik-Schnirelman

En esta seccién, estudiaremos el método de Ljusternik—Schnirelman. El mismo consiste en en-
contrar distintos valores criticos de energia para los cuales se tenga un punto critico asociado y, por
consecuencia, una solucién débil de la ecuacién. Este método es una extension no lineal e infinito-
dimensional de la férmula de min-max para el cdlculo de autovalores de matrices simétricas de R™*",

2.1. Una herramienta topolégica. En esta sub-seccion, definiremos una herramienta topolé-
gica, el género, que nos serd de utilidad para la demostracion del teorema de existencia de multiplicidad
de soluciones.

Comencemos con la definicién.
DEFINICION 3.3. Sea E un espacio de Banach Real, sea A la siguiente clase de conjuntos:
A={ACE—-{0}:A es cerrado en E y simétrico respecto del 0}

Para A € A decimos que el género de A es n, si existe ¢ € C(A,R™ — {0}), impar, y n es el minimo
con esa propiedad. Lo notamos v(A) =n

Si no existe tal n, entonces y(A) = oo y definimos v(0) = 0.

Demostremos ahora algunas propiedades béasicas del género.
LEMA 3.4. Propiedades del género

Si existe [ impar, f € C(A, f(A)) entonces v(A) < v(f(A))

Si A C B entonces y(A) < v(B)

V(AU B) <v(4) +7(B)

Sea A un conjunto compacto de M. Entonces v(A) < k y existe un entorno Ns(A) € & tal
que Y(Ns(A)) = 7(A4)

Ll

DEMOSTRACION. Veamos 1 si y(f(4)) = oo listo.

Si y(f(A4)) = n, entonces existe ¢ impar, ¢ € C(f(A),R™ — {0}). Considero p o f, po f €
C(A,R" —{0}) v po f es impar. Podemos concluir que y(4) < ~(f(4)).

Para ver 2 tomamos f = id y aplicamos el item 1.
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Ahora, demostremos 3, sabemos que pimpar p € C(A,R™ — {0}) y ¢ impar ¢ € C(A,R™ — {0}).

Usando el Teorema de extensién de Tietze, tenemos que ¢ € C(E,R™), ¢|la = ¢ v ¢ € C(E,R"),
)lp = .

Reemplazando ¢ y 1[) por sus partes impares. Entonces, puedo suponerlas impares, defino f = (&, 1[))
que cumple que f € C(AU B),R"*™ — {0}) e impar. Acabamos de probar que (AU B) < m+n =
v(A) +~(B)

Por tltimo demostremos 4. Para cada x € A defino Tw = By, (z) U By

7(T'z) = 1.Por otra parte, A C |J,c 4 T, por compacidad de A podemos suponer que A C Ule Tx;
entonces por 3 concluimos que v(A) < oco.

2| (=7). Es facil ver que,

Siv(A) = n entonces existe ¢ € C'(A,R™ — {0}) impar extiendo ¢ a ¢ una funcién impar como en
3. Como A es compacto entonces existe § > 0 tal que ¢ # 0 en Ns(A) entonces v(Ns(A4)) < n = v(A).

Por 2 vale v(A) < v(Ns(A)). O

Veamos ahora que y(S""1) = n.

Sea h: R"—0 — S~ 1 tal que v — H%\I Consideramos ¢ = h~1, notemos que ¢ € C(S"~1,R"—
{0}) e impar. Esto nos dice v(S"!) < n. Veamos que no puede ser menor que n, para esto vamos a

usar el Teorema de Borsuk-Ulam, que dice que dada una aplicacién continua, f : S+ —s R"*1 existe
un x € S"* tal que f(—z) = f(z).

Supongamos v(S™" 1) < n entonces podemos construirnos una f : $S*~! — R*~! — {0} continua e
impar, pero por el Teorema de Borsuk-Ulam, existe x tal que f(x) = f(—x) lo cual es una contradiccién.

2.2. Primera generalizacién del TPM.
DEFINICION 3.5. Sea E = R" para 1 < j < n definimos
v={AeA: AcCS"yy(4) > j}

Veamos algunas propiedades de los conjuntos definidos en 3.5.

LEMA 3.6 (Propiedades). Loy #0
3. Supongo ¢ € C(S"~1,S"71) e impar, entonces ¢ : v; — ;
4. Sean A€~y yB e A cony(B)<s<jentonces A— B € y;_s

DEMOSTRACION. Para demostrar 1 alcanza con elegir A = S~ 1. La propiedad 2 es inmediata de la
definicién. Demostremos 3, sea A € +y;, sabemos que ¢ € C(A; p(A)), siy(p(A)) = oo listo. Siy(A) =k,
entonces, existe h € C(¢(A),R¥ — {0}) e impar. Consideramos h o ¢ dicha funcién resulta impar y
continua. Esto nos dice que v(¢(A4)) < k = v(A4). Como A € v; tenemos que j < v(A4) < y(p(4)),
ademds como A C S™~! entonces p(A) C S"!. Por lo tanto, p(A) € ~;. Veamos 4, necesitamos la
propiedad del Lema 3.4 item 3. Usando esto, tenemos que

v(A)=v(A—-BUB) <y(A-B)+~(B)

Es decir,
VA=B)=2~(4)=y(B)=2j—s

Esto concluye la demostracion. O

DEFINICION 3.7. Sea ¢; = inf gc, méxyea ®(u) para 1 < j <n
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Observemos que por la propiedad 3.6 item 2 tenemos que:
c1<c<---<cy
Ahora estamos en condiciones de ver el teorema.

TEOREMA 3.8. Supongo ® € C*(R™,R) y par entonces ®|gn—1 tiene por lo menos n pares distintos
de puntos criticos.

Lo primero que queremos es saber porque los s son valores criticos.Para esto necesitamos recordar
el siguiente teorema de deformacién

TEOREMA 3.9. Sea E un espacio de Banach real, ® € C*(E,R) y que satisface (P-S). Sic € R,
€>0 1y O es un entorno de K. entonces existe a,, € (0,€) yn € ([0,1]zE, E), tales que:

1. n(0,u) =u Yu€eE

n(t,u)=u Vtel[0,1] ®(u)€lc—¢& c+E

n(t,u) es un homeomorfismo de E en E para cada t € [0, 1].
In(t,u) —u]| <1 Vte[0,1]] yuekFE.

O(n(t,u)) <®(u) Vtel0,l]]yuek

N(l,Acye —O) C Ac—¢

Si K. =10 entonces n(1, Aerc) C Ac_c

Si ®(u) es par en u entonces n(t,u) es impar en u.

i I

Por el item 7 si K, = () entonces n(1, ch+€) C Ac_,~—s~ Por definicién 3.7 sabemos que existe A € v;
tal que méx,ec4 ®(u) < ¢; +¢. Esto nos dice que A C ch+€. Esto nos dice que n(1, A) C flcj _e. Porlo
tanto, max,q, 4) ®(u) < ¢;j —e. Como 7(1,.) es continua e impar, usando el lema 3.6 item 3 sabemos
que (1, A) € v;. Esto resulta una contradiccién.

Nuestro problema radica en responder las dos preguntas siguientes:

s ;Como sé que tengo suficientes puntos criticos?
= ;Qué pasa si los minimax coinciden?

Para responder estas propiedades vamos a formular el siguiente lema.

LEMA 3.10. Sici =ca=---=c¢ji1p = ¢ entonces y(K.) > p+1

DEMOSTRACION. Supongo ’y(f(c) < p usando la propiedad 4 de 3.4, como KC es compacto podemos
asegurar que existe 6 > 0 tal que v(N5(K.)) < p. Vamos a notar N = N(K_.), por 3.6 item 2 sabemos

que v(N) < p. Aplicando el teorema 3.9 con O = intN y & = 1. Tenemos que existe un € € (0,1) y
n € C([0,1]2S"~1, 87~ 1) con n(t,u) impar en u, satisfaciendo que 7(1, Ay — O) C A._..

Elegimos A € 7,4, tal que maxs ® < c+ ¢, esto se puede pues

c= inf mixd(u)
A€vjtp ucA

, esto nos dice que A C ACJrE.

Por otro lado, usando 3.6 item 4, para fy(N) <py A€ vj4p tenemos que A — N € 7. Ademas

por la propiedad de 3.6 item 3 sabemos que n(1, A — N) €7, y como A — N C AHE — O sabemos que
n(l, A — N) C A._.. Resumiendo, nos queda

c< méx  P(u)<c—c¢
u€n(1,A—N)

Esto es una contradiccion. O
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Para entender porque el lema anterior responde las pregunta debemos hacer la siguiente obser-
vacion.

OBSERVACION 3.11. Si y(A) > 1 entonces A tiene infinitos puntos distintos.

DEMOSTRACION. Si A tuviera finitos puntos escribo A = BU —B con B cerrado y BN —B = ().

Defino
( ) 1 r€B
xTr) =
v -1 z€—-B

Entonces, ¢ es impar y continua entonces y(A) = 1. O

OBSERVACION 3.12. Si p > 1 entonces y(K.) > 2 > 1 y por la observacién anterior concluimos
que K. tiene infinitos puntos distintos.

Veamos una generalizacién del teorema 3.8

TEOREMA 3.13. Sea E un espacio de Hilbert de dimension infinita y tenemos ® € C1(E,R) par.
Supongo r > 0, ®|gp, satisface (P-S) y ®|op, es acotado inferiormente. Entonces ®|op, posee infinitos
pares distintos de puntos criticos.

DEMOSTRACION. Definimos los conjuntos 7; como antes reemplazando S"~1 por OB,. Valen las
mismas propiedades que en 3.6, con las mismas demostraciones cambiando S”~! por 9B,.

Ahora, definimos ¢; = Inf 4¢,, sup, ¢ 4 ®(u) como ®|p, es acotado inferiormente ¢; > —oo.

Ademés, (P-S) implica que K, esun conjunto compacto V ¢ € R. Con esto, andlogamente probamos

tquesici=-=cjyp=cy K.={r€0B,: ®(x)=c y @[5 (u) =0} entonces y(K.) >p+1.
Por lo tanto, K. contiene infinitos puntos distintos. O

2.3. Una aplicaciéon. Consideramos la siguiente ecuacion

{—Au = \p(x,u) z €N

(3.10)
u=~0 x € 0N

Donde p satisface:

1. p(z,€) € C(Q x R, R)
2. Existen constantes a1, as > 0 tales que [p(z, )| < a1 + az|¢]* donde 0 < s < 242 sin > 3.

3. &p(x,€) > 081 & #£0.
4. p(x,€) es impar en &.

Definimos

D(u) = —/ P(z,u)dx
Q
Donde
3

P(a€) = [ plait)ds
0
El funcional ® verifica:
P c CY(Hy(Q2),R)
' (u)p = [ —plz,u)pdz Ve Hi(Q)

= ® es par pues p es impar.
= u es punto critico de ®

Sn—l
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El tltimo item nos dice que (®|gn-1)"(u) = 0. Sea p € E = H}(Q), tomamos ¥ = ¢ — (p, u)u.Luego,

= ((Rlsn-1)(w),¥) = Z @) ]1=0 = " (7(1))7 (B)l1=0
= ‘I"(U) @' (u)(p — (p, u)u)
= ' (u)p — < u)®' (u)u
Donde |y(¢)| =1, v(0) = u y 7/(0) = ¢. Notemos (¢, u) = 0. Sea u = &’ (u)u, nos queda que

0= @' (u)p — p(u,p) = — /Qp(%u)apdw - M/Q VuVedx

/Vchpd:c:_—l/p(x,u)godx
Q BoJa

Es decir, u es solucién del problema (3.10) con A = —i.

Esto nos dice que

Por otro lado, usando la propiedad 3 que cumple p, sabemos que:
=2 (u)u = —/p(x,u)udm <0
Q

Para aplicar el Teorema 3.8 necesitamos hacer previamente la siguiente observacién.
OBSERVACION 3.14. Observemos que ® resulta débil continuo y que &’ resulta compacto.

DEMOSTRACION. Como |p(z,€)| < a1 +as|€|® entonces |P(x,&)| < aj +azlé]*! con s+1 < 2*.Por
el teorema 2.35 sabemos que Np € C(L*T1(Q), L1(Q)).

Veamos que ® es débil continuo, sea u, — u en H}(Q) usando el Teorema (R-K) tenemos que
u, — u en L¥T1(Q). Concluimos entonces, por la continuidad de Np, que ®(u,) — ®(u).

Demostremos que ®’ es compacto.
19" (un) — @' (u)|| = sup /(p(x,un(w)) — plz, u(x)))e(z) dr
lell<t /e

< ar|lp(sun) = p(-ull

Anélogamente, sabemos que N, € C’(L“”‘*‘l(Q),L s (Q)) Sea {un} acotada, entonces existe u tal
que para una subsucesién u, — u, luego u, — u en L*T!(Q). Nuevamente por continuidad de N,,
concluimos que ®’(u,,) — ®’(u). Resumiendo, vimos que {®’(u,,)} tiene una subsucesién convergente.

g

Suponemos que ®|gp, no es acotado inferiormente, entonces existe {u,,} C 0By tal que ®(uy,) <
—m pero u,, tiene una subsucesién tal que u, — u con u € B;. Como ® es débil continuo sabemos
que (uy,) — P(u) = —o0, lo que es una contradiccién pues ® € C(E,R).

Veamos que ® verifica (P-S). Sea {u,} C 0Bj tal que

s O(u,) es acotada
- (I)|2>Bl (up) — 0
Este dltimo item nos dice que:
(I)|,BBl (un) = @' (un) — (' (un)up)tn — 0

Como {u,} es acotada, sabemos que u, — u y ® es débil continuo, tenemos que ®(u,) — P(u).
Si ®(u) # 0 entonces u # 0. Ademds, como vimos que u, — u 'y @' es compacto tenemos que
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O’ (u,) — ®'(u) , se sigue entonces que (P’ (uy,), un) — (P'(u),u), usando que P’ (u)u # 0 podemos
asegurar que a partir de un n grande ®’(u,)u, # 0. Despejando nos queda

Un = (D' (un)un) " (Rlhp, (un) — @' (un)).

Usando que @’ es compacto, sabemos que para una subsucesiéon ®’(u,,) converge. Podemos concluir
)

que, si ®(u) # 0 entonces {u,} posee una subsucesién convergente, es decir, tenemos probado que

verifica (P-S).

Notemos que el Teorema 3.8 vale también si en vez de pedir (P-S) pedimos que ® verifique (P-S),,
para cada c¢;. Alcanza con probar que ¢; < 0 para todo j. Por el item 3 de las propiedades de p,
sabemos que:

p(s) >0 sis>0
p(s) <0 sis<O.

Luego,
P(u) = / p(s)ds >0
0
Por lo tanto, ®(u) < 0 entonces ¢; <0 V3.
Resumiendo, hemos probado el siguiente teorema.

TEOREMA 3.15. Si p satisface:

1. p(x,&) € C(2 x R,R)
2. Ewzisten constantes ay,as > 0 tales que |p(z,&)| < ay + az|¢|* donde 0 < s < 22 sin > 3.
3. &p(x,&) >0 51 & #0.
4. p(x,€) es impar en &.

Entonces (3.10) posee una sucesion de pares distintos de soluciones débiles (A, Tug) en R x 0B,.,
donde N\ = — (' (ug)ug) L.

3. Un teorema de Schwartz

En esta seccién veremos una generalizacién del Teorema 3.8 debida a J.T. Schwartz [22] que
extiende el teorema al caso de variedades diferenciales en espacios de Banach.

3.1. Un poco de geometria. Sea F un espacio de Banach y ¢ : E — R una funcién de clase
C". Definimos M el conjunto de nivel 0 de ¢,

M :={z € E: p(x) =0}.

Como es sabido, para que M sea una variedad diferenciable, necesitamos que 0 sea un valor regular.

DEFINICION 3.16. Sea ¢ : E — R una funcién de clase C'. Decimos que 0 es un valor regular de
 si Vo(x) # 0 para todo x € M.

Recordemos que Vo : E — E'.

Si 0 es un valor regular de ¢ y € M se define el espacio tangente a M en x como el conjunto

M, :={v e E: (Vy(z),v) = 0},

donde (-, ) es la aplicacién de dualidad entre E' y E.

Tenemos el siguiente Lema
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LEMA 3.17. Con las notaciones de esta seccidn, se tiene que

M, ={veE: existey:(—6,0) — M conv(0) =z y~'(0) = v}.

DEMOSTRACION. Esta demostracién es una aplicacién inmediata del Teorema de la Funcién Im-
plicita. En efecto, sea v € M, y consideremos w € F tal que

(Vep(z), w) # 0.
Sea g(t, s) := @(z + tv + sw). Observemos que ¢(0,0) = p(z) =0y

20,0 = (Vipla),u) # 0.

Luego, por el Teorema de la Funcién Implicita, existe a : (—4,9) — R tal que a(0) = 0, g(t, a(t)) =
O parat € (—6,0)y

Luego, si definimos (t) := z + tv + a(t)w, 7 verifica que v : (=6,0) — M, v(0) =z y v'(0) = v.

Reciprocamente, si existe v : (—d,d) — M tal que v(0) = z y 7/(0) = v se tiene que o(y(t)) =0
para todo t € (=4, ). Derivando y evaluando en t = 0 se obtiene

0= (Vp(z),v).

Esto completa la demostracién. O

En lo que resta de esta seccién trabajaremos en un espacio de Hilbert dado que la estructura
hilbertiana simplifica muchos de los argumentos. Fundamentalmente, en un espacio de Hilbert, el
gradiente de una aplicacién C' es un elemento del mismo espacio.

En el caso general, es decir cuando se trabaja en espacios de Banach, se debe reemplazar el uso del
gradiente por el llamado pseudo-gradiente. Dado que no va a ser esencial en lo que resta de la Tesis,
preferimos dejar la demostracién en el contexto de espacios de Hilbert.

Sea M una variedad C? Riemanniana en un espacio de Hilbert separable. Si u € M, obtenemos
M, el espacio tangente a M en u y (,) el producto interno en este espacio tangente con |v| = (v,v)2
su norma. Si u, w € M definimos una distancia p(u,w) = inf fol |o’(t)| dt donde el infimo esta tomado
sobre todos los caminos que conectan a u con w.En el caso de dimensién finita p es una métrica en
M que me da una variedad topoldgica en M. Si M es completo con esta métrica, M es llamada una
variedad Riemanniana Completa.

Sea ® una funcién a valores reales definida en M. Vamos a interpretar los vectores tangentes a
M como funcionales lineales definidos en el espacio C*(M), el gradiente de ® notado V& debe ser
definido como el unico vector de M tal que v(®) = (v, V®) para cada v € M,,.

Como las variedades de un Hilbert no son necesariamente localmente compactas, vamos a centrar
nuestra atencién en los pares (M, ®) que satisfacen la condicién de compacidad formulada a contin-
uacion.

Decimos que (M, ®) satisface (P — 5), si:

1. M es una variedad C? Riemanniana completa de borde regular en un espacio de Hilbert
separable.

2. Si {un} C M es una sucesién de puntos tal que ®(u,) es acotado y (V®)(u,) converge a 0;
entonces {u, } contiene una sucesién convergente.
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DEFINICION 3.18. Sea v un campo de vectores tangentes a M. Una curva solucién o de v, es una
funcion de un intervalo abierto a M tal que o'(t) = v(o(t)).

Si 0 esta en el dominio de o nosotros llamamos el valor inicial de la curva solucidn al valor o(0).

Veamos ahora algunos lemas sobre las propiedades de la curva solucion.

LEMA 3.19. Sea v un campo C' de vectores tangentes a M para cada v hay una curve solucion
oy de v con valor inicial u. Tal que cada curva solucion de v con valor inicial u es una restriccion de
Ou-

La curva solucién de o, que existe por el lema es llamada la curva solucién maximal para v con
valor inicial wu.

Definimos ¢~ (u) < 0 y ¢t (u) > 0 los bordes del intervalo que es el dominio de o,.

LEMA 3.20. Sit (u) < s < tT(u) y w = ou(s) entonces o,,(t) = ou(t + 8) y en particular
t+(w) =t (u) — s.

LEMA 3.21. La funcién t* es semi-continua superiormente y t~ es semicontinua inferiormente.
Sitt(u) < 0o entonces oy, (t) no tiene punto limite cuando t — t* (u). Sit™ (u) > —oo entonces o, (t)
no tiene punto limite cuando t — t~ (u).

LEMA 3.22. Supongo que M es C*+1 variedad y que v es C* campo de vectores, la funcion (u,t) —
ou(t) (con dominio t~(u) < s < t*(u)) es una funcién C*.

Si v es como en los lemas anteriores un campo de vectores C'! tangentes y o,, la curva solucién con
valor inicial u, nosotros vamos a notar ¢¢(u) = o, (t) para t~(u) < t < t¥(u). La familia de funciones
¢ constituyen el flujo definido por v. Por lema 3.20 tenemos que @si¢(u) = ps(¢:(u)) cuando los dos
lados de la desigualdad anterior estdn definidos.

LEMA 3.23. Supongo (M, ®) satisface la condicion de (P-S). Tenemos «a(t) una funcidn a valores
reales definida para t > 0, tal que a(t) = 1 para 0 < t < 1, t2a(t) es mondtona creciente para t > 0
y tal que t*a(t) = 2 para t > 2. Si V(u) = —a(|V®(u)|)V®(u) entonces V es un campo de vectores
tangentes a M y obtenemos ni(u) el flujo definido por V. Entonces ni(u) es definidoV w € M y
VvV —oo<t< 400

Esto me dice que el flujo resulta completo.

DEMOSTRACION. Por la definicién de « el campo de vectores V' (u) resulta uniformemente acotado.

Por otro lado, d”{;g“) = V(n(u)) y ahora usando la definicién de distancia en la variedad M
podemos concluir que p(n(u),ns(w)) < |s — t| para t~(u) < s,t < tT(u). En efecto, sea o(t) =

Ne(s—t)+t(), notemos que o(0) = ns(u) y o(1) = ns(u). Entonces,

p(ne(u / |U |dT_/ ’d (777'(5 t+‘r ’dT
:/0 |dT77T(q Hr(u)(s — )| dr < Kls —t|

Ahora, si tT(u) < 0oy {t,} es una sucesién que aproxima a ¢ (u) por izquierda. Por la acotacién
anterior tenemos que {n;, (u)}, en otras palabras, me dice que {0, (t,)} es una sucesién de Cauchy,
pero esto contradice el Lema 3.21.Por lo tanto, acabamos de ver que ¢*(u) = oco. Andlogamente, se
prueba que t~(u) = oo. O
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LEMA 3.24. Tenemos ni(u) como en el lema anterior. Sea ¢ un nidmero real y un conjunto
(3.11) K.={ueM:®(u)=0,(VP)(u) =0}
Entonces K. es compacto. Ademds para cada € > 0 tenemos el conjunto
(3.12) N.={ueM:|®u)—c| <ey|(VP)(m(u))| <e para algin t tal que 0<t <1}

Entonces cualquier entorno U de K contiene a cualquier entorno N, de K.

DEMOSTRACION. La afirmacién que K, es compacto se sigue inmediato de la condicién de (P-S),
entonces solo hay que demostrar la segunda afirmacion.

Supongo que la segunda afirmacién es falsa. Entonces existe un entorno U de K, que no contiene
ninguno de los conjuntos N, y existe una sucesién de puntos u, € M y una sucesién de numeros,
0 <t, <1 tales que ®(u,) — 0y V®(n, (upn)) — 0 cuando t — oo.

Pasando a una subsucesién, podemos suponer sin perdida de generalidad, que t,, — t* cuando
n — oo. Ahora,

ne(u) = V(. (u)V (ne(u))
= V&(mu(u)) — a(|[VO(n: (u)) )V L (1 (u))
—a(|V@ (1 (w) ) [V (17 (w))?
d<1>(n$(u))

De la cuenta anterior y de la definicién de o podemos concluir que es uniformemente acotada

Vue MyteR.
Entonces existe una constante finita K tal que
@ (e (w) = D(no(w))] = [®(ne(u)) — (u)| < Kt

Como ®(u,) — ¢, podemos concluir que ®(n;, (u,)) es uniformemente acotado porque ®(u,) v tp
son acotados.

Por la condicién de (P-S), {n, (u,)} tiene una subsucesién convergente y podemos suponer sin
perdida de generalidad que {n:, (u,)} converge a un punto w € M. Como (V®)(n, (u,)) — 0, w es
evidentemente un punto critico.

Tenemos que
Un, = 1—t,, (M, (Un)) — N—= (W) = w
Como w € K, es el limite de u,, y u, € U, tenemos una contradicciéon que completa la prueba. O

COROLARIO 3.25. Sea 0 < e <1, sea n, y N. como en el Lema 3.24. Entonces si ®(u) < c+ % y
u &€ N, tenemos que ®(n1(u)) < c— %

DEMOSTRACION. Por el calculo de la derivada, hecho en el lema anterior, podemos afirmar que
1
(i (u)) — (u) = —/0 a([V (1 (w)) )|V (1 (w))[* dt
Si ®(u) < ¢ — e no tenemos nada que probar. Podemos suponer sin perdida de generalidad que

|®(u) — c| < e entonces si u ¢ N, implica que |[V®(n;(u))] > 0<t <1y como t?a(t) es mondtona
creciente podemos concluir que

O(m(u) — @(u) = —/O (| V(e () N[V (e () dt < —afe)le]* = —
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Pero entonces,

Que era lo que queriamos probar O

3.2. La demostracion del Teorema.

DEFINICION 3.26. Sea N un espacio topoldgico y ® una funcién continua en N. Sea
em(®) = inf [sup{®(u):ue€ A}] m <~v(N)
y(A)zm

TEOREMA 3.27. Sea (M,®) que satisface (P-S) y ¢n(®) definida como en 3.26. Supongo que
m<ny—00<c=cn(P) =cy(P) < +oo. Entonces el conjunto K. de puntos criticos es de genus
por lo menos n —m + 1.

DEMOSTRACION. Supongo n > m y y(K.) < n —m usando 3.4 item 4 podemos encontrar un
entorno de K., tal que v(U) < n —m. Usando 3.4 item 2 y el Lema 3.24 podemos suponer sin perdida
de generalidad que U es un entorno de N.. Por definicién de ¢, existe un conjunto A cerrado y(A4) > n
y tal que sup{®(u) : u € A} <c+ 3.

Sea Ag = A — N, , calculemos v(Ay).

7(4) <(Ao) +~(N:)
Reemplazando, nos queda
Y(Ag) >n—(n—m)=m
Por el Lema 3.4 item 1 sabemos que v(n;(A4g)) > m.
Por otro lado, como sup{®(u) : u € A} < ¢+ 5. Usando el Corolario 3.25 tenemos que ®(n;(u)) <

% esto contradice la definicién de ¢,,. Esto completa la prueba en el caso n > m.Sin=m y K,

es vacio, podemos obtener U y llegamos a la misma contradiccién. O

c —

4. El principio variacional de Ekeland
La presentacién de esta seccidn, sigue las notas de [21], Apéndice C. El resultado original, se debe
a I. Ekeland y se encuentra en [8].

La idea del principio variacional de Ekeland es la siguiente: Suponemos ® una funcién a valores
reales definida en un espacio métrico (M, d) semicontinua inferiormente tal que ®(x) > § para toda

xr e M.

El principio asegura la construccién de una sucesién minimizante con algin control, méas precisa-
mente, la sucesion verifica

wlenjf/l{CI)(x)} +e> P(x,)
Y
®(y) > ¢(2.) — ed(z, y)
TEOREMA 3.28. Sea M un espacio métrico y tenemos
P M — (—00,x]

una funcion tal que:

L ®(y) =4
2. ® es semicontinuo inferiormente
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Dado e >0 yue M tal que:
O(u) <{nfd+e¢

Entonces existe una v € M tal que:

1. (u) > @(v),
2. d(u,v) <1
3. Siv#we M entonces (w) > ®(v) — ed(v,w).

DEMOSTRACION. Fijado € > 0 definimos la relacién de orden en M, decimos:
w < v, siy solosi ®(w)+ ed(v,w) < ®(v).
Consideramos ug = u y por recurrencia definimos la sucesién {u, }, como sigue:
Sy ={we M:w<u,l,
Eligiendo u,41 € S, tal que

Esto es posible por la definicion de inf, ademés tenemos que upy1 < up ¥y Spy1 C Sp. Por la semi-
continuidad inferior de ® sabemos que S,, es un conjunto cerrado. Ahora, si w € S, 41, tenemos que
w < Up+1 < uy y entonces por la relacién de orden tenemos que,

1

n+1’

1
d nt1) < D(Uupgp1) — @ < inf{® —— — inf{®} =
1, tns1) < Dluns1) — Bw) <A@} + —— — {2}
Llamamos 4,41 al didmetro de S,,4+1. Nos queda que,
2
1) < —
= e(n+1)

Claramente,

lim 5n+1 =0
n—>00

Como M es completo ()2, S, = {v} para alguna v € M.

En particular si v € Sy, tenemos que v < ug,entonces v < ug, es decir, ®(v) < ®(v) + ed(u,v) <
D(u) y
D(u) —d(v) 1

d(u,v) < . < g(ljr\l/lf{fb}—ke—ljl\l/lffb) =1
Entonces,
d(u,v) <1
Para obtener 3, suponemos que w < v.Entonces para todo n € N, w < u,,, es decir,
(oo}
w E ﬂ Sn
n=1

Entonces w = v.Por lo tanto sabemos que si w # v entonces v < w luego
O (w) > ®(v) — ed(v, w)
O

Los resultados que explicaremos a continuacién nos mostraran como usar el principio variacional
para encontrar puntos criticos del funcional.
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COROLARIO 3.29. Sea E un espacio de Banach y ¢ : E — R una funcion diferenciable y acotada
inferiormente en E. Entonces para todo € > 0 y para toda u € E tal que

p(u) <infe+e,
exriste v € E que verifica:
= p(v) < pu)
= flu—vllp <e2
1
= o' (v)l|er < ez

DEMOSTRACION. Si en el teorema 3.28 tomamos M = E,® = p,¢ > 0,\ = 2, d = || -||. Tenemos
£2

que v € F tal que:
= p(v) < pu)
« Ju—ollp <&}

Y para toda w # v
p(w) > p(v) —e2|[(v —w)|.
En particular, tomando w = v +th con t > 0y h € E,||h| = 1, entonces
o(v +th) — p(v) > —e7t

Que implica que

Nl

—e2 < (¢'(v),h) paratodah€F
Luego,
e ()l < €%
O

COROLARIO 3.30. Sea M wuna variedad diferenciable en un espacio de Banach y ¢ : M — R una
funcion diferenciable y acotada inferiormente en M. Entonces para todo € > 0 y para toda u € M tal
que

< inf
plu) < info+e,

existe v € M, que verifica:

= p(v) < p(u) )
o flu =l <e?

o |l (0)l|ar, < €3

DEMOSTRACION. La demostracién es anéloga a la del corolario anterior. Sélo se debe tomar, en
lugar de w = v +th aw =~(t) con v : (=6,8) — M, v(0) =v y v (0) = h. O

COROLARIO 3.31. Si M y ¢ son como en el corolario 3.30, entonces para toda sucesion minimizante
de ¢, {ur} C E existe una sucesidn minimizante {vy} C E tal que:

» o(vk) < plug)
v ||up — vgllpr — 0 cuando k — oo
" ”‘Pl(vk)HM,’uk — 0 cuando k — o0

DEMOSTRACION. Si ¢(ug) — ¢ = {nf s ¢ considerando e = p(ux) — ¢ si es positiva y e = % si
©(ug) = c. Entonces para ¢j, tomamos vy, como en el corolario 3.30. O



CAPiTULO 4

Caso subcritico

Consideraremos el siguiente problema eliptico no lineal

{Apu + [ulP72u = f(x,u) en Q

4.1
(41) u=0 en 05,
donde 2 es un dominio suave y acotado en R, A,u = div(|Vu[P=2Vu) es el p—laplaciano.

Entendemos como solucién débil del problema
/ VulP =2 VuVo + [ufP 2w — f(z,u)ode =0 YoeWy ()
Nos interesa encontr:r puntos criticos del funcional de energia asociado, actuando en el espacio de
Sobolev W, P (Q).
O(v) = /Q %(|Vv\p + [v?) — F(z,v)dz
En donde F(z,u) ff:czdz

Nuestro objetivo es ver que bajo ciertas condiciones, hay tres soluciones débiles del problema (4.1)
no triviales. Mas ain,una positiva,una negativa y una que cambia de signo.

Vamos a construir tres conjuntos disjuntos K; # {) que no contienen al 0 tales que @ |k, tenga un
punto critico.

Sean M; conjuntos,M; C W1P(Q) construidos imponiéndole un restriccién de signo y una condicién
de normalizacién.

DEFINICION 4.1. Definimos los siquientes conjuntos en el espacio de Sobolev Wol’p(Q).
My = {u e Wy P(): / uy >0y / |Vuy|P + |uyg|Pde = / f(a:,u)u+dac},
Q Q Q

My = {u e WyP(Q): / u- >0y / [Vu_ P + |u_|Pdz = / f(m,u)udm},
Q Q Q
My = M, N M.
Donde uy = méx{u,0} y u_ = max{—u,0} son las partes positivas y negativas de u, respectivamente.

OBSERVACION 4.2. El hecho de que estos conjuntos son no vacios es una consecuencia mas o menos
inmediata de la definicién y de la hipétesis F3 del Teorema 4.9. En efecto, para ver que M; es no vacio,
se toma una funcién ug € Wol’p(ﬂ), ug > 0, ug #Z 0 y se calcula:

[ 19tuaP + el de = ol

callolleyt” < [ Fotutuodo < caluolfy ot
donde las desigualdades son consecuencia de la hipétesis F3 del Teorema 4.9.

47
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Ahora, es inmediato a partir del Teorema de Bolzano, dado que ¢ > p, que existe ¢ tal que tug € M.
De manera completamente andloga se ve que My # ().

Para ver que M3 # ), se toma u; € Wol’p(Q) tal que uy +,u1,— # 0y se toman ¢ y t tales que
tuy 4 € My y tug,— € My. Luego, u = tuy 4 —tus _ € Wol’p(Q) y u € Ms.

Finalmente, definimos los siguientes conjuntos.
DEFINICION 4.3.

Klz{u€M1:u20}7 KQZ{UGMQZ’U,§O}, K3 = Ms.

1. Algunos lemas técnicos

Necesitamos ahora, ver un par de lemas previos, para poder verificar la condicién de Palais-Smale.

LEMA 4.4. Exzisten constantes C; > 0 tales que, dadau € K; parai =1,2,3 se tienen las siguientes
desigualdades

[l = € ([ Sl ) < Cabia) < ol

DEMOSTRACION. Para probar la primera desigualdad podemos suponer que u e Kq,pues el resto de
los casos son analogos.Tenemos que u > 0, por lo que uy = u y que uy verifica la siguiente desigualdad

[V s de = [ fowu ds
Q Q
Es inmediato entonces que

el Z/Qf(x,u)ud;c

Esto prueba la primera desigualdad con C7 = 1.

Para probar la tercera desigualdad necesitamos que Jco tal que
/qudm<— flz,u)udx
Q
Recordemos que la definicion de ® es la siguiente:
1 1
O(v) = [ —|VolP + —|v|P — F(z,v)dx
Qb p
Ademds, notamos que,

/Fa?udx

Entonces, esto me dice que,

F (z,u)dx < — f(a; wude = —Hu||€v1_,p(m
C2 €2

1
4.2 — F de < — p
(1.2) | Pz < ulfne,

Por lo tanto, de (4.2), tenemos la siguiente acotacién:
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1
B(u) = < ullyrrn) = [ Plavu) de

— 3

1
< *HUH];VW(Q) + EHUH%LP(Q)

1 1

242 D d
o3 ) lulfynsyde

<

—~S

_ 1 .1
Notemos que C3 = - + >
Para probar la desigualdad del medio necesitamos que:

<

SRR

1 1
(4.3) / F(zyu)de < — [ f(z,w)udx y —
Q C2 JQ C2

Recordemos, que como u € K;, podemos afirmar que
[4llyrney = | F(o e
Utilizando esto y (4.3) nos queda que:

1
B0) = [l oy~ [ Flawdo
p Q

1
Zi/ﬂf(x,u)udm /QF(:v,u) dx

> -0 [ fawuds

LEMA 4.5. Ezisten constantes positivas tales que:
||U+HW1,P(Q) > C VYue K1
Hu,HWl,p(Q) >C VYu € Ky

lusllwreie) . lu—llwrr@) =2 C Vue Ks

DEMOSTRACION. Por definicién de K; tenemos que:
i iy = [ Sz do
Q

Necesitamos que:

[ s de < Cluslgy vara 9> a>0

Entonces, nos queda que:

||ui||il,p(g) < CHU’iH%q(Q)
Como g > p dividiendo a los dos lados de la desigualdad anterior por la norma a la p,obtenemos la
acotacién que queriamos probar. O
LEMA 4.6. Existe una constante C > 0tal que ®(u) > C’||u||f017p(m para toda

u e Whr(Q) con||u\|W01,p(Q) suficientemente pequena.
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DEMOSTRACION. Para probar este lema necesitamos que:

QF(J«“,U) dr < Clluf|fa g, para p">g>p

Usando esto podemos realizar la siguiente acotacion:

1 1
CI)(“) = *Hu”a/l,p(g) - / F(x,u)dx > *HUH%/M(Q) - CHUHqu Q)
p Q p
1
2 ;Hu”%ﬂp(g) - ClHVUH%P(Q)
En la segunda desigualdad estamos usando Poincaré pues u € WO1 P(Q).

Si [[Vu| g ) es suficientemente pequefio podemos acotar el tiltimo termino por C||Vu||’£p(m dado
que p <gq. U

El siguiente lema describe las propiedades de las variedades M;.

LEMA 4.7. M; es una subvariedad de Wol’p(Q) de codimension 1, sii=1,2 y 2, si i = 3 respecti-
vamente. Los conjuntos K; son completos. Ademds ¥V u € M; tenemos la descomposicion TuWOLp(Q) =
TuM; P span{us,u_} donde T, M es el espacio tangente a la variedad M en w. Finalmente, la proyec-
cion a la primer coordenada es uniformemente continua en conjuntos acotados de M;.

DEMOSTRACION. Definamos,

Observemos que M; C M;

Como los conjuntos M; son abiertos en WO1 P(Q), es suficiente con probar que M; es una subvariedad
regular de M.

Vamos a construir una funcién C*', ¢;: M; — R? cond = 1sii=1,20d = 2sii = 3 tal
que M; sea la imagen inversa del valor regular de ;. Dicho de otra manera, lo que queremos es que
M; = ;7 1(0).

De hecho, definamos para u € M
prw) = [ IVl 4 fusl? = flau)u do.
Q
Para u € M,
palu) = [ IVu P+ fuf? = flz,u)u_ do.
Q

Para u € M5
p3(u) = (p1(u), p2(u))

Obviamente, tenemos que M; = @;1(0). Necesitamos mostrar que 0 es un valor regular de ¢; pues
en ese caso M; resulta una subvariedad.

Calculemos (V1 (u), uy) para v € M.
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d
dfg%’l(u +eug) =

d
= p
= [ 19w P+

+eup) 4|

= f(@,u+euy)(u+euy ) do

d
o [PV e
dE 0

— flz,u+euyp)(1+e

- / p(1+ )P~} [Ty [P+ p
Q

— Fula,u+cugus (1

Luego

Loruteuy)|
decpl gt (e=0)

Es decir

)U+ dx
L&) Hug|P = fla,u+ euy)uy

+e)ug dx

= [ A+ ol = f@ s = (o do.

(Vi (u),ur) = pl|[Vur [P + pllut P = /Q flo, wuy = fulw,u)u? du

<p(IVugl” + flur ) -

Como u € My, el dltimo termino se puede acotar por

/ f((E,’LL)U+ - fu(xyu)ui dx
Q

(P—1)/Qf(33,u)u+da:—/qu(x,u)u%r dx.

Necesitamos que:

(4.4) fl@u)ude < Cy [ fulz,u)u? dz < Cyllul|?,

Q Q
Usando (4.4) y que u € M; nos queda que:

p—1) w)ug de — w(T, u)ut dr
/f + /f Ju?

(@)

<( 717— /fxuu+d:v

1
- (p 1= 2 ) (190 gy + sl )

1
< (p —-1- C’1> VU7

Nos interesa que:

Para que se cumpla esto, necesitamos que:

Usando ahora el Lema 4.5 sabemos que (Vi(u),
Vi (u) # 0.

El mismo argumento se aplica a Ms.

uy) es estrictamente negativo y por lo tanto,
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Notemos, que si probamos que (Vi (u),u_) = (Vpa(u),us) = 0 para u € Mz entonces por lo
anterior sabemos que (V1 (u),u) < 0y (Voa(u),u) < 0. Razén por la cual podemos afirmar que
Vs(u) # 0 para v € Ms.

Veamos que (V1 (u),u—) = 0 para u € Ms. En efecto,
d
£<p1(u +eu_)=

d
:£/ V(u+eu ) P+ |(u+eu) |’ — flz,u+eu_)(u+eu_)ydx
Q
d
:*/ Vuy P + fut]? — flz,u+eu)uy do
de Jq

=— / fulz,u+eu)uyu_de
Q
=0
Por lo que

=0.

4 o (uteu.)
—_— u u_ =
de £1 (e=0)

Andlogamente (Vo (u), us+) = 0. Por lo tanto,M3 resulta una subvariedad regular.
Veamos ahora que,K; es completo. Lo vamos a probar para Ki,los otros casos son analogos.

Sea {ug}ren una sucesién de Cauchy. Como Wol’p(Q) es completo, sabemos que up — u en
WP () y ademés (ug)+ — ux en Wy P(Q). Entonces V(ug); — Vu, en LP(2) y esto me dice que

/MM$M~/M$M
Q Q

Ademés usando la continuidad de la inclusién Wy (Q) < LP(2) tenemos que (uj); — uy en

LP(Q) y por lo tanto,
Jlwspds — [ jusfrd.
Q Q
Necesitamos que
/ [, up)uy, de — / f(z,w)uy de.
Q Q
Alcanza con pedir que:
/ flz,w)urde < C’HuiH%q(Q) para p < q < p",
Q

porque sabemos que (ug)+ — ug en LI(9).

Como uy € Kj, se tiene que

[Vt de = [, da
Q Q

y pasando al limite obtenemos que como uy € K7, se tiene que

[Vt s do= [ o ds
Q Q
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Resta ver que [,uydz > 0 pero por el Lema 4.5 sabemos que ||(ux)+|lwi.r() > C entonces
|utlwirq) = Cy por esto ug # 0. Esto me dice que [, uy dz > 0y por lo tanto u € M;.
Ademds, up > 0 Vk y como uy, — u en casi todo punto concluimos que u > 0.

Resumiendo, acabamos de probar que M; es completo.

Falta ver que T, Wy ?(Q) = T, My ®(u, ), donde My = {u: ¢1(u) = 0}y TuM; = {v: (Vi (u),v) =
0}.

Sea v € TuWOLP(Q) y escribimos v = v 4 v, donde vy = au4 y v1 = v — v9. Nos interesa elegir a
de manera tal que v € T, M.

0= (Vi (u),v) = (Ver(u), auy) = (Vipr (u), vr).

Si elegimos
(Vi (u),v)
(Ve (u),ug)’

reemplazando en la ecuacién anterior nos queda que
(chl (U), ’l)1> =0.
Andlogamente, T,W1P(Q) = T,Ms & (u_) y T,WP(Q) = T, M3 ® (uy,u_). O

2. La condicién de Palais-Smale

LEMA 4.8. El funcional ®|k, satisface la condicion de Palais-Smale.

DEMOSTRACION. Sea uj C K; una sucesién tal que:

1. ®(uy) es uniformemente acotada
2. V®|g, (ur) — 0 fuertemente
Necesitamos mostrar que existe una subsucesion que converge fuerte en K;.

Sea v; € T,,WP() un vector unitario tal que:
(V@(u;),v5) = [IVO(uy)lly 1.0 ()

Ahora por el Lema 4.7, v; = w; + z; con w; € Ty, My y 25 € ((uj)4, (uy)-).

Ademas, los z; son uniformemente acotados y como los v; también lo son, podemos concluir que
los w; también son uniformemente acotados.

Por otro lado,
IV (uj)[ 1.0 () = (V(uy), v;) = (VO|k; (uy), wy)

La desigualdad anterior proviene de que z; € ((u;)+,(u;)—) y al demostrar el Lema 4.7 vimos que
zj € ((uj)4, (u;)—) es ortogonal a Ty, M;. Y recordando que, w; es uniformemente acotado y que
uy verifica la condicién 2 que mencionamos al principio, notamos que la igualdad anterior tiende
fuertemente a 0.

Ahora, estamos bajo las condiciones de (P-S) para el funcional ®. U
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3. Fin de la demostraciéon

TEOREMA 4.9. Suponiendo que f cumple:

Fl: f: QxR — R, es una funcion medible respecto de la primer variable y continua respecto
de la segunda variable para casi todo x € Q. Ademds, f(x,0) =0 para cada x € ).

. N . .
F2: FEzisten constantes p < q < p* = ﬁ , 8> pf’_q, t= (2_‘_(;’1_2)3) y funciones a € L*(Q),
be LY(Q), tal que para x € Q, u,v € R.
|fula,u)] < a(@)u|?™? + b(z)
F3: Ezisten constantes c¢; € (0, ﬁ), ko >p,0<cs <cy tal que Vu € LI(Q) para p < g < p*

03||u|\%q(m gkg/ F(z,u)dz < / fz,u)udx
Q Q

< 01/ fu(x7u)u2 dr < C4H“||%q(g)
Q

Ezisten tres soluciones no triviales débiles del problema.

_ P—2, —
45) Apu+ |ufP~?u = f(z,u) en
u =0 en 0f)

Donde Q es un dominio reqular y acotado, A,u = div(|VulP~2Vu).

Mads ain, estas soluciones son una negativa, una positiva y una que cambia de signo.

DEMOSTRACION. Para probar el Teorema, verificaremos que el funcional @ |, verifica las hipétesis
del Principio Variacional de Ekeland 3.28.

El hecho de que ® sea acotado inferiormente sobre K; es una consecuencia inmediata de la con-
struccién de la variedad K;.

Luego, por el Corolario 3.31, existe v, € K; tal que
O(vp) = fey (@ [x) (vk) = 0.
Como (K;,® |k,) verifica (P-S), se tiene que v; posee una subsucesién convergente, que denominamos
V-

Luego ® posee un punto critico en K;, i = 1,2,3 y, por construccién de las variedades K;, uno de
ellos resulta positivo, otro negativo y el iltimo cambia de signo. O



CAPiTULO 5

Compacidad por concentracién

1. El método de compacidad por concentracién

En este capitulo mostraremos el método de compacidad por concentracién, basado en dos lemas
de Lions.Que nos permitird verificar que un funcional satisface la condicién de Palais Smale (la que
generaliza la propiedad que tiene R™ de que cualquier sucesién acotada posee una subsucesién conver-
gente) para el caso critico.Es decir, esta técnica se aplica en los casos en los que la inclusién de Sobolev
no resulta compacta.

. 1 . .
Dada una sucesién acotada en WP (§2) tomando una subsucesién conveniente podemos suponer
que:

uj — u en W, (Q)

uj —uen L7(Q) V1<r<p*
- Ju|P" — dv débil*

|V [P — du débit*

B oo

Donde v y 1 son medidas finitas. Con estas suposiciones y considerando que extiendo las funciones u;
por 0 a todo R™ y para fijar ideas suponemos que p = 0. Podemos obtener la desigualdad inversa de
Holder.

(/ |¢P*dv)”* sis(/ |¢Pdu)p Vo € C°(R™)
Rn Rn

En donde S es la mejor constante en la inclusién de Sobolev, es decir:

S = inf{ tales que |Ju|l, =1y Vu € L”(Q)}

P
||UHW01’p(Q)
Notemos que dicha desigualdad me esta diciendo que las medidas p y v estédn relacionadas.

Para la prueba, usamos que por la desigualdad de Sobolev, aplicada a ¢u;, tenemos que:

(/ | [P da:)p SF < (/ |V¢uj|pdx>p Vo € C°(R™)
R™ R™
Por 3 obtenemos que
lim (/ |u; P da:) - (/ i du) ’
R’!L R?L
</ |V(q§uj)|pdx>p - </ |v¢uj+¢vuj|pdx>p
Q Q

HIV(oui) ey — 16Vuslle@)y| < [ujVo| ey

55

Por otra parte

Por lo que tenemos que:
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Usando que ¢ € C5°(2) y que u; — 0 en LP(R™) podemos afirmar que:
lim [ [V(6u,) dz = lim / ¢V, P da
R"L

Rn

Por 4 sabemos que
O ey
R R

Podemos concluir entonces que

tiw [ V(oupldo= [ ol du

Rn n

Pasando al limite en la Desigualdad de Sobolev ya mencionada, obtenemos la desigualdad inversa de
Holder.

LEMA 5.1. Siv y p son dos medidas finitas y no negativas tales que para 1 < g < r < oco.Ezxiste

C > 0 tal que
(/ Wdu)r sc(/ ¢|pdu>p Vo e o
Q Q

Entonces existe {x;}ier y {Vitier vi € R v; >0 con I a lo sumo numerable tal que
P
V= Zyiém y u>C7P Z v Oz,
iel i€l
Para entender la demostracién del Lema 5.1 vamos a utilizar algunos lemas previos.

LEMA 5.2. Sea v una medida finita y no negativa que cumple que para todo 6 > 0 tal que para
todo A Boreliano se tiene que v(A) = 00ov(A) > 0. Entonces existe {x;}icr y v; > 0 donde I es a lo
sumo numerable tal que v =3, Vi0y, .

DEMOSTRACION. Sea A tal que v(A) > § veamos que existe x; tal que v(z;) > §.En efecto, cubro
A por cubos, existe un cubo al que denominamos @ tal que v(Q1) > d. Pues, si todos los cubitos
miden 0 entonces v(A) = 0, que seria una contradiccién.

Repitamos el mismo procedimiento con @1, lo dividimos en 2™ cubitos y alguno de ellos tiene
medida mayor que > 0. Llamemos ()2 a uno de esos cubos.

Repitiendo este proceso obtenemos una sucesién de cubitos encajados

QiC@QrC..CQ,C..
que cumplen que v(z;) > 0Vi. Por otro lado, sabemos que existe z; = [,y Qi ¥ ademads
v(z;) =limv(Q;) > 4§

Sea {z;} el conjunto de todos los puntos de R™ tales que v(z;) > §. Descomponemos A de la siguiente
forma

AZAﬂU.Z‘iUA\UJZi
Si ANJz; = 0 entonces v(A) = 0. En efecto, si v(A) > & por la parte anterior existe z € A tal que
v(z) > §. Contradiccién.

Si usamos esto y notamos v; = v(z;). Nos queda la siguiente igualdad

V(A):y<AﬂU33i) +V(A\Ul‘i) :iezlyi.
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Observemos que I es a lo sumo numerable porque

ol < Zy(xz) <vy(R") < 0.

i€l

Esto termina la demostracién. O

LEMA 5.3. Sea v una medida que cumple que

(5.1) (/Q i du):’ <c (/ﬂ |w|pdu); e 02 ()

Podemos asegurar que existe 6 > 0 tal que para todo A Boreliano se cumple que v(A) =0 o v(A) > §

DEMOSTRACION. Sea 1) = x4 para A Boreliano.

Por (5.1) tenemos que
v(A)7 < Cu(A)s.

Si v(A) = 0 listo. Si no, tengo la siguiente desigualdad

% < V(A)%*%
Es decir
N
v(A) > (C) =4,
como queriamos demostrar. O

Veamos ahora la demostracién del Lema 5.1

DEMOSTRACION. Es claro que por Holder inversa sabemos que p(A) = 0 entonces v(A4) = 0, es
decir, v < . Por Teorema de Radon Nikodyn sabemos que existe f € L!(du) tal que dv = f dpu.

Por otra parte, por Holder inversa tenemos que para A Boreliano v(A) < CTILL(A)% y ahora
realizamos la siguiente acotacién.

1 1 r 51 T ™l <o
M/Afdﬂzmy(A)SC,u(A) < CTp(R™)7 7 < oo

Notemos que esto me dice que f € L°°(du), pues por el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue
sabemos que

, 1 _
hmiﬂ(@x) /Qxfdu—f(x)

Entonces f(z) < C"u(R™)» ! en casi todo punto.

Por otro lado, por Teorema de descomposicién de Lebesgue tenemos que p se puede escribir como
p=gv+ocongec L (dv)g>0yolv.
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Aplicando Holder inverso a ¢ = gflp X{g<n}¥ V¢ € CZ(R™), obtenemos la siguiente desigualdad

1 1
(/ g&’X{ggn}ldJlrdV) §C</ Q&X{gin}ippdN)
R™ Rn
C ( /R 977 X (g<n} [UIP (gdv + da))
+

=

C

/ gﬁX{ggn}W]‘pdV
RTL

/]R Q%X{ggn}hmp dO’)

=

Usando que o lv, concluimos que

(/R g'prX{g<n}WdV> <C (/R Q&X{g<n}|w|pd1/)

Si definimos dv,, = g# X{g<n}dV, la desigualdad anterior nos dice que

3

(/ |w|rdun>" < (/ Wm)p Vi € O
R R

Ahora, aplicando los Lemas 5.2 y 5.3 respectivamente podemos afirmar que existen z}'i € I, y K > 0
tales que v, = Zz‘eln K7oy. .
Por otra parte, sabiamos que v, = gﬁ X{g<n}V, DNotemos que, v, tiende en forma monétona a
griip v. Esto, ademas, nos dice que
LHChLCl3C---CI,C---
y que
K!'=K] Vj>n siempre que x; € I,.

En otras palabras, sabemos que I, tiene los mismos x; que tenia I,, y eventualmente alguno mas
5 +
que K7 tiende a K;, pues a partir de un momento la sucesién es constante.

Sea I :TUneN iel
que K; = g7 (z;)v(x;). O

o . . . T _ , , .
I,,, es claro, por unicidad del limite, que g7™=7v = >_._; K;d,,. Mds atin, se tiene
Por dltimo, necesitamos el siguiente Lema.

LEMA 54. f, — f en casi todo punto y f, — f en LP(Q2) entonces

Jim (1 fallpgy = 1F = Falltaey) = 1 lnca)

DEMOSTRACION. Observemos primero que, dados a,b € R, dado € > 0 existe C. > 0 tal que se
verifica la siguiente desigualdad:

(5.2) [la+b” —[a’| < elaf” + Cc[b]”.
La demostracién de esta desigualdad es elemental y la dejamos para el lector.

Definimos
Wen(@) = ([[fa(@)P = [f(@) = fu(@)]P = [f(@)[P] — el fal@)[) -

Notemos que W ,,(z) — 0 en casi todo punto.
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Por otro lado, por (5.2),
[[fn(@)P = |f(2) = fu(@)[P = @) P < | fu(@)[P = [fn(z) = )]+ [f (@)
< elfa(@)P + Cel f(@)]P + [ f ()P
Es decir, tenemos que
fn(@)[P = [ (@) = fu(2) [P = [f(@)P] = el fu(x)] < (Cc + D[ f(2)[".
Como el lado derecho de la desigualdad es no negativo podemos asegurar que:
0 < Wen(z) < (Co+D[f(x)?
Por lo tanto usando el Teorema de Convergencia Mayorada podemos asegurar que fQ We n(x)dz — 0.
Por otro lado,
[ fn(@)P = [f(2) = fa(@)]” = [f(@)P| < Wen(z) + el ful2)]”,
entonces, si notamos
f= [ 1@ = 1£) = ()l = f@)P da,
resulta que

I < /Q Wen(@) da + ell fu(@) % ) < /QWsm(x) de + Ce
Podemos concluir que limsup I,, < Ce Ve >0 a
Con estos preliminares, ya estamos en condiciones de probar el resultado principal de esta seccién.
Es decir, el Principio de Compacidad por Concentracion.

TEOREMA 5.5 (Principio de Compacidad por Concentracién). Sea {u;}jen una sucesion débil
convergente en W, '* () con limite débil u, tal que:

v |Vu|P — p débil * en el sentido de las medidas.
Vu, [P débil * l ido de | did
w |uy|P" — v débil * en el sentido de las medidas.

Entonces para un conjunto finito de indices I tenemos que:
Lov=ul” + 3, vi0, v;>0
2. p > \VulP + 3750 pj0n; 1y >0 5 €Q
p

P B
3.Vj <

DEMOSTRACION. Sea vj = u; — u. Aplicando el lema 5.4 a ¢u; obtenemos que

(5.3) lim ( L 16 tus” dz = [ 1ol oyt dm) = [ 1ol fup” az
Q Q Q

Por otro lado, por hipétesis,tenemos que |v;[P" —* vy y|Vv;|? —* ;. Ademds, tenemos la desigual-
dad de Holder Inversa que relaciona a v y p1.Es decir

</ |¢P*du)p* SK(/ |¢Pdu>P Vo € C5°(R")
Rn Rn

Aplicando el lema 5.1 podemos asegurar que:

v = Z%ﬁzi y o op1 > Zuiéxi

i€l icl
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. Ademis

Ll o fo |0 Juy [P da = [, |o[?" dv
2. mj oo fo [0F |vj|P do = [ 8] din

Pasando al limite en 5.3 concluimos entonces que

/Q|¢p*dy=/ﬂ|¢f’*du1+/9\¢

PP da

Esto me dice v = |u|?” + 1.

Por otra parte,

1

</ |y [P da:> " < </ V¢uj|pd:c)p
Q Q

El lado derecho de la desigualdad, calculando V¢u;, lo podemos acotar por

(/ |V¢|p|ujpdx)p+</ ¢|quj|pdcc)p
Q Q
i ([ 1o a)” = ([ voriupar)’

Pues como u; — u en WP (9 podemos suponer que u; — u en LP(€)) y sabemos que
j 0 j

: ;
lim ( / <z>|quj|"da:) = ( / ¢|”du>
Q Q
Resumiendo, nos queda

(/Q e dv)p*si < (/Q|¢|pdu)p+(/Q|W>|p|u|pdx>p

Sea ¢ € C°(R"),0 < ¢ <1, ¢(0) = 1ysopp C Bi1(0). Consideremos ¢; .(z) = ¢(*—**).Claramente
¢« satisface que sop ¢; - C B:(x;)y ¢i.(x;) = 1.Puedo considerar que ¢ tal que B.(x;) si i # j.Usando
que v = |u?” + ;. Nos queda que

/Q bine

Notemos que

P dV:/ |hig | d93+/ |Gig.c|P” din
Q Q
= [Pl e+ 3 vt () 2 v
Q

iel

Por esto podemos afirmar que

vPT v < (/ P dy)p S»
Q
< ( / biel?” du) + ( / |V¢i,5|p|u|pda:>
Q Q
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Acotando el lado derecho de la desigualdad usando Hoélder obtenemos que:

(f |wi75|p|u|pdw)‘l’ - ( /

1

p

|V e |P|ul? dm)

e(z4)

Notemos que

Entonces

n " - T—x;\ n 1 "
dz) - </Bs(mi>|v¢( c >| ‘E"dx>
- ( / |w>(y>|”dy>

B (0)

=C

Gracias a esto podemos realizar la siguiente acotacién

1

oF

i P
(/ Vi o [P|u]? dz) e / u dr
Q Be(z;)

Observemos que el termino de la derecha tienda a 0, cuando € — 0. Por otro lado,

( /| |v¢i7€|pdu); < u(B.(e2))?

1

S =
10

Ademés lim p(B.(x;))? = p(x;)

1 1
. . . & 1 1
Concluimos juntando ambas acotaciones que v;” S7? < .

Veamos ahora que p > [VulP + 3, ; 150,

61

Tenfamos que p > 3 j1;0,,. Por otro lado, como u; — u en WyP(Q) entonces Vu; — Vu en
LP(A) VA C Qy usando que la norma es débil semicontinua inferiormente tenemos que ||Vu||’£p( A <

lim inf ||Vuj||’£p(m.
Es decir,
/ [Vul? de < h'minf/ |Vu,;|P de = p(A).
A A

Esto me dice que du > |VulP dr. Ademds [VulP L Y7, ; puidy, entonces p > [VulP 4+ 37, ; pids, .

Asf finaliza la demostracion.

2. Una aplicacién

Estudiemos la existencia de soluciones para el siguiente problema

{—Apu = |u[P""2u + \f(z,u) en Q

5.4
(54) u=20 en 01,

donde 2 es un dominio regular y acotado.

O
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Para esto nos interesa buscar puntos criticos del siguiente funcional.

1
Jw) =2 [ v de - 7/ fuf?”
pJa

Donde F(x,u) fo (z,2)dz.

A F(x,u)dx
Q

Nuestro problema es que en el caso critico la inclusién de Sobolev ya no resulta compacta.

. 1, < s . . .
Vamos a decir que u; C Wy*(2) es una sucesién de Palais-Smale de nivel ¢, que abreviaremos

(P-S), st

1. J(u;) — ¢
2. J'(uj) — 0 en WP (Q)

Decimos que J satisface la condicién de Palais-Smale si para cualquier sucesiéon de Palais-Smale de
nivel ¢, verifica que tiene una subsucesién convergente en sentido fuerte.

Lo primero que observamos es el siguiente lema.

LEMA 5.6. Si {v;}jen C Wy P(Q) es una sucesion de (P-S).. Entonces {v;}jen es acotada en
Wy ().

DEMOSTRACION. Tenemos que v; que cumple que

1. J(vj) — ¢
2. J'(v;) — 0 en W17 (Q)
Entonces,
1 1
(5.5) c+1>Jwj;) =J(v;) — s —(J'(v)),v) + E(J’(vj),vﬁ
Ademss

J (v5),v5) /|ij|p 2Vv dx—/|v P2 2 /fxvj vj dx

Reemplazando nos queda

(5.5) = (p _ ) / Vo, |? dar + ( - ) / o P dee

—)\/QF(ac,vj)dx—Fk:/gf(x,vj)vjdx%—E(J’(vj),vj)

/F(va] Ydx < /fxvjvjd:c
Q

—)\/F(:E;vj)dx—i—i/ f(z,v;)vjdz > 0.
0 k2 Jo

Como

Afirmamos que

Ademaés como (1712 — p%) Jo lvj[P" dz es positivo puedo acotarlo de las siguiente manera.

5.6 632 (5 = 1 ) 1l — 1107000

Por otro lado
(T (03), )] < 1T @) lw 1.0 @ 105l wr ) < Cllvillwpr @)
Porque ||J'(u;)[lyy-1.7 ) €s acotado.
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Acotando resulta que
1 1 1
692 (5 - 1) by - 20Tl

De esto se deduce que v; es acotado en Wol’p(Q). U

Sea {v;} una sucesién de Palais-Smale de nivel de energfa c. Por el lema anterior podemos asegurar
que {v;} es acotada en VVO1 "P(Q) y por lo tanto, posee una subsucesién débil convergente.Aplicando el
Lema de compacidad por concentracién, obtenemos que:

L v [P = dv = [vP" + 3, v, débil-*
2. |VuylP = du > [Vos|P + 3o 36, débil-*
D
3. Ademss, & > V;*
Observemos que si I = ) tenemos que v; — v en LP (). Veamos que si ¢ < 15% y {v;} satisface
(P —9), entonces I = ).

Supongamos I # () y sea ¢ € C(R™) con sop$ C B1(0). Consideramos ¢; . (z) = ¢ ("’”;m) Es
claro que sop ¢; . C Be(x;).

Notemos que, por un lado (J'(v;), ¢;.v;) esta acotado por HJ,(Uj)”W*I’p,(Q)HQSZ',E’UJ‘HWOI,;?(Q) y, por
otro lado ||¢2"5'UjHWDI,p(Q) esta acotado uniformemente en j y [|.J'(v;)|ly 1.5 () — 0. Luego, podemos

concluir que,
h’m <J/(’Uj), ¢i,5vj> =0.

J—00

Por otro lado,

<J/(’Uj), ¢7;78/Uj> :/Q |ij|”_2ijV(¢i75vj) dr — A\ /Q f(.l?, Uj)’l)j(ﬁiﬁ dx

Ry
Q

Por lo visto antes sabemos que

lfm 0[P i e da = / i dv
Q Q

Jj—00
Necesitamos que

lim )\/ f(z,v))v¢i e do = A/ f(@,v)vgic de
Q Q

Jj——00

Ademss, calculando V(¢; .v;), tenemos que:
/ |V’Uj|p_2V(¢i7EUj)VUj dx = / |ij\p_2v¢i7Eijvj dx + / |V1Jj|p¢i75 dx
Q Q Q
Usando que lim;__.o [, [Vv;[P¢ic dz = [, ¢i . dp. Obtenemos que

O:(lim /|ij‘P—2ijV¢i,Evj d.’L‘) +/ ¢i,sdl~t_/ ¢7;)Edy
J— JQ Q Q
f)\/f(z,v)vqﬁi,sdx
Q
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Observemos que lim; .o [, |V0;[P72Vv;V¢; cv; de = 0. En efecto,

0 < limsup ’/ [V;[P >V, Ve v da| < h’msup/ |V, P~V i e||vj| do
Q Q

< limsup (/ [Vv;|P d:c) ’ (/ [V |Plv;|P dx) ’
Q Q
< Climsup </ [V |Plv;|P dx) - C / Vi c|P|v|P dx
Q B.(z;)
<C (/ Vel das) (/ [ia dw)
(z4) B.(z;)

1
<Cf|B | ( v|P” dm)
B.(z)

=C (/ lv|P” dx)
BE(CE,L)

1
Como lim.__,g (fBE(I’_) |«U|p* dm) " = 0. Podemos concluir que

lim (/ e dpt — /(bmdu— /fxvvqﬁmdz)

v lime_o = [, f(2,v)vgicdr =0
= lime g [, ¢icdp = p({z:})¢({0}) = 1:6(0)
» lime g [, ¢icdv = v({zi})o({0}) = 1:¢(0)

Notemos que:

Tenemos que (p; — v;)¢(0) = 0, es decir, u; = v;. Como sablamos que v’ S < p; podemos concluir
_ P
%

:M’i'

Por otro lado, si pedimos que 5 > E podemos obtener la siguiente acotacién

que ul P78 < p; por lo que se deduce que p; =00 S < /%

c= lim J(vj): hrn J(v])fl(J’(vj) v;)

j—>t)0

Recordando que pedimos que
—)\/ F(z,v;) dx—l——/ flz,vj)vjde >0
Q
Podemos acotar el ultimo termino de la siguiente forma

]. n
I Pde =~ pd 1Ox; *2 2*57
;M ( >/|vj| x (/ v x+§ v;0 ) Vip 2 52

el

. n . .
Resumiendo, probamos que ¢ > %S z. Ahora estamos en condiciones de ver el siguiente teorema.
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TEOREMA 5.7. Sea {v;} C Wy*(2) una sucesion de (P—S). conc < 18% yp < q<p*. Entonces
existe v € Wy P(Q) y {v;,} C {v;} subsucesion tal que v;, — v en Wy*(2).

DEMOSTRACION. Sabemos que {v,} es acotada y v; — v en LP" (Q).

Definimos J'(v;) := ¢;, notemos que como {v;} satisface (P — S). tenemos que ¢; — 0 en
w2’ (Q).

Por definicién (J'(v;), z) = (¢;,2) Yz € W, P(Q). Es decir,

/Q |Vo; [P~2V0;Vzdr — /Q |v,|P" 202 do — )\/Qf(as,vj)zdx = (pj,2)
Por lo tanto {v;} es solucién débil de la siguiente ecuacién

{Apvj = [vj|P"~2v; + AMf(z,vj) + ¢; en Q

5.7
(5.7) v; =0 en 01,

P20 4+ A f(z,05) + 65

Definimos S : W17 (Q) — Wy*(Q) como S(f) := u donde u es solucién débil de la siguiente
ecuacién

Vamos a notar f; = |v;

(5.8) {—Apu =f enQ

u=20 en 0,

Notemos que el operador S esta bien definido pues la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién
(5.8) esta garantizada.

En efecto, las soluciones de la misma son los puntos criticos del funcional

T(u) = }) / VP d: — (f,u)

El mismo verifica que es secuencialmente semicontinuo inferiormente para la topologia débil, estricta-
mente convexo y acotado inferiormente. Con estas propiedades, es facil ver que todo punto critico de
I es un minimo y que I posee un tinico minimo. Ver [10], Teorema 3, pagina 449 y el Remark de la
péagina 452.

Por otro lado, S resulta continuo. Para probarlo vamos a necesitar la siguiente desigualdad, que

quedara como ejercicio para el lector.
Cplr —y|P sip > 2
(|x|p72x - |y|p72y7$ - y) > {Cp| ‘g;_yy‘|2 .p ; 9
P+ 5P =

Sean ¢1, ¢o € w—Lp (€2) consideramos u, us € WHP(Q), las correspondientes soluciones del problema
(5.8). Entonces tenemos que

/ |Vui|p*2Vui(Vu1 - V’LLQ) - gbi(ul - UQ) dr=0 i= 1, 2
Q
Si restamos y usamos la desigualdad para p > 2 obtenemos que

Cp/ [Vur = Vua|P dz < ((¢1 — ¢2), (u1 —u2)) < |1 — 2l -1 () llur — w2llwir)
Q

Se deduce que,

1
-1

1S(¢1) = S(P2)lwrrie) < C (||¢1 - ¢2||W*11P’(Q)) '
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Para el caso p < 2 observamos que

1wt —wpras = [ IR g4 900
@ @ ([Vur| +[Vuzl)

— p g
< (/ |V (uy uz)\mp)p da:)
Q (|Vur| + [Vug|) 2

P

y </Q(|Vu1| +|Vus)? dx) .

Igual que antes restando las dos ecuaciones y utilizando la desigualdad tenemos que

|Vuy — Vug|?
Cp/ﬂ (|Vur| + |Vug|)2—» dz < ((¢1 — ¢2), (u1 — u2))

< o1 = P2l -1 () llur — w2llwie )

Como

fQ |V(U1 — U2)|p dI < / |V(U1 — U2)|2
(fQ(\Vu1|+|Vu2|)de)% (IVu1| + |[Vugl|)2—?
Obtuvimos que

lur — uallwrr )

CH¢1 ¢2H 1.p’
P w P (Q)
(”U HV[/LP(Q) ||u2H”/ l,p(gz))

Por otra parte como wu; es solucién débil de la ecuacion sabemos que
sl By < il gy ety

Juntando las dos acotaciones, tenemos que

2—p
[1S(¢1) = S(2)llwrre) <C <|¢1W L) T ||¢2||W L/ (Q)) ll¢1 = b2l 1.0 ()

Podemos concluir que el operador S es continuo. Sabiendo esto y usando que v; = S(f;) nos alcanza
con probar que f; converge en WL (Q).

Como al comienzo vimos que ¢; — 0 en W’l”’/(Q), pidiendo que Af(z,v;) — Af(z,v) en
WP (Q), lo tinico que tenemos que ver es que |v;|P 2v; — [v|P" 20 en WLP'(Q).

(" 20 = " 20,0 = [ (1020 = ol 20) o
Q
> @)\ T
«\ P* * " D )’
< (/ |¢|p> </ (\Uj\p vy — Jof? 72”) )
Q Q

Usando la desigualdad ||a|P” ~2a — [b|P"

, notamos que

v ~2v; —

20llyrar ) = Sgp<lvjlp*’20j — ol %0, 9)

1
. NG\ T s
< ([ (=20 = =20) ") " < oy ol BT,
Q
Donde A = {¢) € W} () : sz”wol,p(ﬂ) =1}

* * / »
Por lo tanto, |v;|P" ~2v; converge a |[v|P" ~2v en WP (Q) que era lo que querfamos probar O
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Veamos que tan grande debe ser A para que podamos garantizar que (P — S). se satisface para
c< 1S3,
Por la caracterizacién de minimax de ¢ sabemos que ¢ < sup;¢(o )/ (fwo).

Por otra parte,

J(twp) = /|Vtw0\pdx—)\/ x, two) dx——/ |two P da
Cs
/|Vtw0\pdx—/\—/ |tw0|qdac——/ |two|P” dz
P Q P* Jo

< ftp/ |Vwo|pd1;—/\%tq/ |wol? dz:
P Ja k2 Jo

Observemos, que para hacer esta cuenta, necesitamos que valga la siguiente acotacién
q
CgH’LLHLq(Q) < KQ/QF(QU,U) dx

Notemos a1 = [, |[Vwo|P dx y ap = % Jq lwo|? dz. Por lo tanto J(twg) se acota por %al — Aagtd.

Ademas J'(t) = a1tP~1 — Aagqt?! = tP71(a; — Aagt?™P) y esto me dice que el maximo se alcanza
J(t

en ty = ()?TZ) "y notemos que limy__, o A) = 0, razén por la cual, puedo asegurar que existe

un A\p tal que para todo A > Ao J(t) < %S%. Como ¢ < méxyepo,1] J(two) podemos concluir que
Ao(n

c< i Sz pidiendo que A > Ao donde Ay = L, Wp).






CAPIiTULO 6

Caso critico

Consideraremos el siguiente problema eliptico no lineal

(6.1) A= Ul 2u+ Af(z,u) en ©
' u=0 en 01},

donde 2 es un dominio suave y acotado en RY, A,u = div(|Vu[P=2Vu) es el p—laplaciano y p* =
pN/(N — p). Recordar que p*es el exponente critico en la inmersién de Sobolev

WhP(Q) — LU(9)
(la inmersién es compacta si 1 < g < p* y es continua pero no compacta si ¢ = p*).

Entendemos como solucién débil del problema
/ IVulP~2VuVo — [ulP 2uv — Mf(z,u)vde =0 YveW, ()
Q
Nos interesa encontrar puntos criticos del funcional de energia asociado, actuando en el espacio de
Sobolev WP (Q).
1 1 .
O (v) :/ =|VulP — —v|P — AF(z,v)dz
Qb p
En donde F(z,u) = [ f(z,2)dz.

Nuestro objetivo es ver que bajo ciertas condiciones, hay tres soluciones débiles del problema (6.1)
no triviales. Mas atin,una positiva,una negativa y una que cambia de signo.Notar que no impondremos
condiciones de imparidad y que estamos considerando el caso de exponente critico.

Vamos a construir tres conjuntos disjuntos K; # {) que no contienen al 0 tales que @ |k, tenga un
punto critico.

Las técnicas que utilizaremos para atacar el problema son dos

1. Principio Variacional de Ekeland (ver Capitulo 3, Seccién 4).
2. El principio de compacidad por concentracién (ver [19]).

Sean M; conjuntos,M; C W1P(Q) construidos imponiéndole un restriccién de signo y una condicién
de normalizacién.

DEFINICION 6.1. Definimos los siguientes conjuntos en el espacio de Sobolev Wol’p(Q),
M = {u e Wy P(Q): / upr >0y / Vui|P — |uy |P de = / )\f(m,u)u+dm},
Q Q Q

M, = {u e WyP(Q): / u_>0y / |Vu_|P — Ju_|P" do = / )\f(agu)udx},
Q Q Q
My = M, N Ms.
Donde uy = méx{u,0} y u_ = max{—u,0} son las partes positivas y negativas de u, respectivamente.
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Finalmente, definimos los siguientes conjuntos.

DEFINICION 6.2.
Klz{u€M1:u20}, KQZ{UGMQZ’U,SO}, K3 = Ms.

1. Algunos lemas técnicos

Necesitamos ahora, ver un par de lemas previos, para poder verificar la condicién de Palais-Smale.

LEMA 6.3. Ezisten constantes C'; > 0 tales que, dada u € K; parai = 1,2,3 se tienen las siguientes
desigualdades

/Q\VUV’ de < C4 ()\/Qf(x,u)ud:rJr /Q |u|P” dx) < Cy®(u) < Cs (/Q |VulP dx)

DEMOSTRACION. Para probar la primera desigualdad podemos suponer que u € K1,pues el resto de
los casos son analogos.Tenemos que u > 0, por lo que uy = u y que uy verifica la siguiente desigualdad

[V = sl do = [ Af(owyurds
Q Q
Es inmediato entonces que
/ |[Vu|Pdr = / M (@, w)u + |ulP dx
Q Q
Esto prueba la primera desigualdad con Cy = 1.

Para probar la tercera desigualdad necesitamos que Jc¢, tal que

qudx<— Af(z, u)udx
Q

Recordemos que la definiciéon de <I> es la siguiente:

1 1 .
B(v) = / Loup - Lpp" - AR (e, v)dz
Qb p
Ademés, notamos que,

)\/F(x,u)dm :)\/F(x,u dx<//\fxuudm—(/ |Vu|p—|up*da:>
Q Q c2 \Jq

Entonces, esto me dice que,

(6.2) | Pl wyds < - (/ IVl — uf? da:)

Q

Por lo tanto, de (6.2), tenemos la siguiente acotacién:

1 1 x
O(u) = / =|Vulf — —[ulP" — AF(z,u) dx
Qb p

1 1 * 1 .
§/ —|VulP — —Julf dx+ — (/ [Vul? — |ul? dx)
Qb p C2 \Ja
1 1
< ( + ) / |Vul? dz
c2 P/ Ja

Notemos que C5 = + +

C2

S
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Para probar la desigualdad del medio necesitamos que:

1 1 1
(6.3) / F(z,u)de < — | AMf(z,w)udr y — <-—
Q C2 Jo C2 p

Ahora,procedemos de la siguiente forma:
1 1 * 1 .
O(u) = / =|Vulf — —[ul?" — A\F(z,u)dr > / —(|Vul? — |ul? ) = AF(z,u)dz
Qb p Qb
Recordemos, que como u € K;, podemos afirmar que
/ IVulP — |uP” dz = / Af (z,u)udx
Q Q

Utilizando esto en la desigualdad anterior y (6.3) nos queda que:

A (z,w)ude — N | F(x,u)dz > (1 - —)/\ f(a: u)dx

P(u) >
p Q Q p  c2

LEMA 6.4. FExisten constantes positivas tales que:
||V’LL+||LP(Q) ZC VUEKl
HVU_”LP(Q) >C Yu €Ky

[Vuilzr ) IVu-|lpr@) =2 C Vue Ks

DEMOSTRACION. Por definicién de K; tenemos que:
HVUiHILP(Q) = /Q Az, w)us + |usl? de
Necesitamos que:
/Q)\f(x,u)uid;v < CHuiHiq(Q) para p*>q>p
Entonces, nos queda que:
VUt ) < Clluzlta gy + lluslle ) < CLIVuL] g + Call Vg2 o

En la segunda desigualdad, estamos utilizando Poincaré, que en este caso es valido porque uy € VVO1 P(Q).

Resumiendo, la acotaciéon anterior me dice que:

IVusll}eq) < CliVux|7e q)

En donde,
r=q si [Vuglprg <1l o r=p° si [Vuglprg >1

Como r > p dividiendo a los dos lados de la desigualdad anterior por la norma a la p,obtenemos la
acotacién que queriamos probar. O

LEMA 6.5. Ezxiste una constante C > 0 tal que ®(u) > C’||Vu||’£p(m para toda

u e Whr(Q) con||u\|W01,p(Q) suficientemente pequena.
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DEMOSTRACION. Para probar este lema necesitamos que:
/Q)\F(x u)dr < C’||uHLq(Q para p*>q>p
Usando esto podemos realizar la siguiente acotacion:
1 1 N
O(u) = / =|Vulf — —[ulf" — A\F(z,u)dr
p

1
2 SVl @) = o Il oy = el

—_

> = Vull}, ) = Cr(IVull?, vy T IVUllie o)

hS

En la segunda desigualdad estamos usando Poincaré pues u € WO1 P(Q).

Si [|[Vu| pr(q) es suficientemente pequefio podemos acotar el tltimo término por C ||Vu||’zp(m
porque p < gy p < p*.

El siguiente lema describe las propiedades de las variedades M;.

LEMA 6.6. M; es una subvariedad de Wol’p(Q) de codimension 1, sii=1,2 y 2, si i = 3 respecti-
vamente. Los conjuntos K; son completos. Ademds VY u € M; tenemos la descomposicion TUWOI"”(Q) =
TuM; @ span{uy,u_} donde T, M es el espacio tangente a la variedad M en w. Finalmente, la proyec-
cion a la primer coordenada es uniformemente continua en conjuntos acotados de M;.

DEMOSTRACION. Definamos,

Observemos que M; C M;

Como los conjuntos M son abiertos en VVO1 "P(Q), es suficiente con probar que M; es una subvariedad
regular de M.

Vamos a construir una funcién C'1, ©i: M, = Récond=1sii=120d=2sii=3tal
que M; sea la imagen inversa del valor regular de ;. Dicho de otra manera, lo que queremos es que

De hecho, definamos para u € M,
or(0) = [ [Vuel = us P = Ao w)u da,
Q
Para u € M,
palu) = [ [Fu_lP ~ ju " = Af(au)u da.
Q

Para u € M35

p3(u) = (p1(w), pa(u))
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Obviamente, tenemos que M; = ¢; 1(0). Necesitamos mostrar que 0 es un valor regular de o; pues
en ese caso M; resulta una subvariedad.

Calculemos (V1 (u), us) para u € M.

£901(U +euy) =

d *
:E/Q|V(U+5U+)+|p* |(u+eup)r P —Af(x,u+euy)(u+euy)y do
d

= [+ IVu P = (L g7 = A0+ ey ) (1 + )y do
Q

:/p(1+€)p71|VU+|p—p*(1+6)”*71IU+|p* — Af(@,u 4 euy)uy
Q
—Mu(r,u+eup)up (1 +e)uy do

Luego

—p1(u+euy) = | pIVuyl? —p*lugp P = A (@, u)uy — Afu(e, u)ud de.
de (e=0) Jo

e=

Es decir
(Veor (), uy) = plVugl]? — p*lluy [P — A/Qf(x, wuy — fu(z,u)u? do

<p" (IVue ] = fus

p*) - )\/Qf(x,u)u+ — fulz,u)u? dx

Como u € My, el dltimo termino se puede acotar por

(P*A = A) /Q flz,u)uy de — /Q fulz,w)u? dz.

Necesitamos que:

(6.4) / flz,uw)ude < Cl/ fu(:z:,u)u2 dr < C’4||u\|qu(Q)
Q Q

Usando (6.4) y que u € M; nos queda que:

WA= [ fwudo= [ fu@d ds

<GA-A-5) [ S de

N :
(=1 &) (190 )~ 0 )

N 1
< (p -1- Cl) ||vu+|‘ip(g)

Nos interesa que:
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Para que se cumpla esto, necesitamos que:
1
pr—=1
Usando ahora el Lema 6.4 sabemos que (Vi(u),uy) es estrictamente negativo y por lo tanto,

Vi (u) # 0.

El mismo argumento se aplica a Ms.

Ci <

Notemos, que si probamos que (Voi(u),u_) = (Vpa(u),us) = 0 para u € Mz entonces por lo
anterior sabemos que (V1 (u),u) < 0y (Voa(u),u) < 0. Razén por la cual podemos afirmar que
Vs(u) # 0 para u € Ms.

Veamos que (V1 (u),u_) = 0 para u € Ms. En efecto,
4 (uteu_)=
e e

d *
:d—g/|V(u—|—€u—)+|P_|(u+eu_)+|P —AM(z,u+eu_)(u+eu_)sdx
Q

_4
T de

=— /\/ fulz,u+eu_)uyu_ da
Q
=0

/ IVui P —|ugp )P = M (z,u+ cu_)uy de
Q

Por lo que

=0.

4 (u+eu_)
ds(pl “le=0)

Andlogamente (Vo (u), us+) = 0. Por lo tanto,M3 resulta una subvariedad regular.
Veamos ahora que,K; es completo. Lo vamos a probar para K7i,los otros casos son analogos.

Sea {uy}ren una sucesién de Cauchy. Como Wi P(Q) es completo, sabemos que up — u en
S Y. 0 p ) q
WP () y ademés (ug)+ — ux en Wy P(Q). Entonces V(ug); — Vu, en LP(2) y esto me dice que

[ V@) de — [ [Fuslrdo
Q Q

Ademés usando la continuidad de la inclusién W, *(€2) < LP" (Q) tenemos que (uz)y — u en

0
LP"(Q) y por lo tanto,
[l de— [ jusl d.
Q Q

)\/Qf(amuk)u;C+ dx —>)\/Qf(x,u)u+ dz.

Necesitamos que

Alcanza con pedir que:
/ M (@ wyurde < Cllug|fe g para p<g<p,
Q

porque sabemos que (ug)+ — ug en LI(9).

Como uy, € Ky, se tiene que

/Q|Vuk+|p—|uk+\p* dac:)\/Qf(:n,uk)m€+ dx
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y pasando al limite obtenemos que Como uy € K7, se tiene que
[V = s de = [ fuus do
Q Q

Resta ver que [, uydx > 0 pero por el Lema 6.4 sabemos que ||(ux)+|lwir(0) = C entonces
lut|lwrr) > C'y por esto uy # 0. Esto me dice que fQ uy dz > 0y por lo tanto u € Mj.

Ademds, uy > 0 Vk y como ug, — u en casi todo punto concluimos que u > 0.

Resumiendo, acabamos de probar que M; es completo.

Falta ver que T, Wy P (Q) = T, My®{u, ), donde My = {u: @1 (u) = 0} y TuM; = {v: (Vi (u),v) =
0}.

Sea v € TuWOI’p(Q) y escribimos v = vy + v2, donde vo = au4 y v1 = v — vy. Nos interesa elegir o
de manera tal que v € T, M.

0= (Ver(u),v) = (Vi (u), aug) = (Vi (u), v1).
Si elegimos
(Veor(u),v)
(Vepr(u), up)’
reemplazando en la ecuacién anterior nos queda que
(Vi(u),v) =0.
Analogamente, T, W'P(Q) = T,M> ® (u_) y TWYP(Q) = T, M3 ® (uy,u_). O

2. La condicién de Palais-Smale

LEMA 6.7. El funcional ®|k, satisface la condicion de Palais-Smale.

DEMOSTRACION. Sea uj C K; una sucesién tal que:

1. ®(uy) es uniformemente acotada
2. V®|g, (ur) — 0 fuertemente

Necesitamos mostrar que existe una subsucesion que converge fuerte en K;.
Sea v; € T,,WHP() un vector unitario tal que:
(VO(uy),vj) = [V (uj)|lyy-10 ()
Ahora por el Lema 6.6, v; = w; + z; con w; € Ty, M; y 25 € ()4, (uy)-).

Ademas, los z; son uniformemente acotados y como los v; también lo son, podemos concluir que
los w; también son uniformemente acotados.

Por otro lado,
IV (uj)[w-1.0 () = (VR(uy), v5) = (VO|k; (uy), wy)

La desigualdad anterior proviene de que z; € ((u;)+,(u;)—) y al demostrar el Lema 6.6 vimos que
zj € ((uj)+, (u;)—) es ortogonal a Ty, M;. Y recordando que, w; es uniformemente acotado y que
uy verifica la condicién 2 que mencionamos al principio, notamos que la igualdad anterior tiende
fuertemente a 0.

Ahora, estamos bajos las condiciones de (P-S) para el funcional ®. U
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3. Fin de la demostraciéon

TEOREMA 6.8. Suponiendo que f cumple:

Fl: f: QxR — R, es una funcion medible respecto de la primer variable y continua respecto
de la segunda variable para casi todo x € Q. Ademds, f(x,0) =0 para cada x € ).
. y _— N * P 3 y

F2: FEzisten constantes p < q < p* = ﬁ , 8> pf’_q, t= (2_‘_(;’1_2)3) y funciones a € L*(Q),
be LY(Q), tal que para x € Q, u,v € R.

| ful,u)| < a(@)]ul?™? + b(x)

1
> pr—1

F3: Ezisten constantes ¢c; € (0
p<q<p*

), ko € (p,p*) , 0 < ¢c3 < ¢4 tal que Yu € L1(Q) para

03||quLq(Q) Skg/ F(x,u)d:cg/f(x,u)uda:
Q Q

<o / Fula,up? da < callul?, o,
Q

Ezxisten tres soluciones no triviales débiles del problema.

(6.5) —Ayu = A u) + a2 en Q
u=~0 en 02

Donde Q2 es un dominio regular y acotado, Apu = div(|Vul[P=2Vu) , p* = 2ty A = Ao donde
)\O = )\0(7%(1, wO) Y ||w0||W01‘p(Q) =1
Mas aun, estas soluciones son una negativa, una positiva y una que cambia de signo.

DEMOSTRACION. En este punto, la demostracién se termina de manera ansloga a la del Teorema
4.9. g
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