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Capitulo 1

Introduccion

En muchas situaciones que involucran varias poblaciones, como analisis discriminante o analisis de
la varianza multivariado, se supone igualdad de las matrices de covarianza de las distintas poblaciones.
Si este supuesto no se verifica, es usual estimar las matrices de covarianza de cada grupo en forma
separada lo cual suele llevar a un nimero excesivo de pardmetros. Como menciona Flury (1987), en
muchas aplicaciones, este supuesto no es satisfactorio ya que las matrices de escala de las k poblaciones
pueden exhibir algin tipo de estructura comun. Por otra parte, el “principio de parsimonia” sugiere
que se introduzcan parametros solamente cuando sea necesario. Varios autores han estudiado distintas
formas de modelar matrices de covarianza simultaneamente bajo restricciones. Flury(1988) provee una
revision de distintos modelos para matrices de escala de varias poblaciones independientes.

Una generalizacion de la igualdad de matrices de escala consiste en suponer que son proporcionales

y=pX,paral<i:<kyp =1,

donde %; es la matriz de covarianza de la poblacién i-ésima. El modelo de componentes principales
comunes (CPC) generaliza este supuesto suponiendo que las matrices son conmutables, es decir, que
tienen distintos autovalores pero idénticos autovectores, o sea,

donde A; son matrices diagonales y 3 es una matriz ortogonal de autovectores comunes. Este modelo
puede verse como una generalizacion del modelo de componentes principales a k grupos, ya que la trans-
formacién principal es la misma en todas las poblaciones consideradas mientras las varianzas asociadas
con las direcciones principales varian entre grupos. Como en el analisis de componentes principales, el
modelo CPC puede usarse para reducir la dimension de los datos, conservando en la medida de lo posible
la variabilidad presente en cada poblacién. Aunque los ejes principales son los mismos para todas las
poblaciones, el porcentaje de variabilidad explicada por cada uno de ellos varia entre poblaciones.

El modelo cpc fue introducido por Flury (1984), quien describié como obtener los estimadores de
méaxima verosimilitud de 3 y A; y como testear la hipotesis del modelo CPC suponiendo que las variables
son conjuntamente normales. La distribucion asintdtica del estimador de méaxima verosimilitud fue
estudiada por Flury (1986). En Flury (1988) se analizan y discuten varios ejemplos, incluyendo conjuntos
de datos biolégicos. En muchas aplicaciones biométricas, las componentes principales se interpretan
como factores independientes que determinan el crecimiento, tamano o forma de un organismo. Es
natural entonces considerar un modelo en el cual los mismos factores aparezcan en especies distintas
pero relacionadas. El modelo de componentes principales comunes claramente sirve para tal propdsito.
Aplicaciones de este modelo y otros modelos jerdrquicos pueden verse en Flury (1988), Klingerberg &
Neuenschwander (1996), Arnold & Phillips (1999) y Phillips & Arnold (1999).
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Sin embargo, como la mayoria de los procedimientos éptimos bajo normalidad, estos estimadores no
son robustos debido a la falta de robustez de la matriz de covarianza muestral. Es decir, pierden sus
propiedades de optimalidad y se comportan inadecuadamente bajo pequenas desviaciones del supuesto
de normalidad, tales como la presencia de observaciones atipicas o altamente influyentes que pueden
aparecer ya sea por contaminacion o como resultado de un modelo de distribucion con colas pesadas.
Existen distintas alternativas robustas a la media y covarianza muestral. Entre otros, los M —estimadores
(Maronna, 1976 y Huber, 1977) son una generalizacién de los estimadores de maxima verosimilitud y
poseen una buena eficiencia para un amplio rango de modelos poblaciones. Sin embargo, tienen bajo
punto de ruptura en alta dimensiéon y por esa razén se introdujeron estimadores afin equivariantes
de alto punto de ruptura (ver, Stahel, 1981, Donoho, 1982, Rousseeuw, 1985, Davies, 1987 and Kent
& Tyler, 1996). Una discusién detallada de estimadores robustos de posicién y escala puede verse en
Maronna, Martin & Yohai (2006).

Como en otros contextos, en muchas situaciones es deseable obtener estimadores robustos de los
autovectores comunes y sus autovalores bajo un modelo cpc. Novi Inverardi & Flury (1992) propusieron
estimar separadamente en forma robusta las matrices de escala de las k poblaciones y luego reemplazar
estos estimadores en las ecuaciones que definen el estimador de maxima verosimilitud. Estos autores
sugieren utilizar los M —estimadores introducidos por Maronna (1976). Un enfoque relacionado fue dado
por Boente & Orellana (2001) quienes extendieron al caso de varias poblaciones el enfoque plug—in (PI)
dado para componentes principales y estudiado por Croux & Haesbroeck (2000). El procedimiento plug—
in consiste en resolver un sistema de ecuaciones semejante al obtenido para los estimadores de maxima
verosimilitud con datos gaussianos reemplazando la matriz de covarianza muestral por estimadores de
escala robustos que se calibran de modo a resultar asintoticamente insesgados bajo el modelo central.
Boente & Orellana (2001) obtuvieron el comportamiento asintético de los estimadores robustos plug—in
de las direcciones comunes y sus autovalores cuando las matrices de escala robustas son asintoticamente
normales y esféricamente invariantes.

Otra posibilidad para obtener estimadores robustos en el caso de una poblacion es el método de
projection—pursuit (PP) introducido por Li & Chen (1985) quienes obtienen estimadores de las direc-
ciones principales mediante la maximizacién o minimizacién de una escala robusta de las proyecciones
univariadas de las observaciones. Croux & Ruiz—Gazen (2005) estudiaron la funcién de influencia del
funcional asociado a este procedimiento mientras que Cui, He & Ng (2003) obtuvieron un desarrollo de
Bahadur de los estimadores. Boente & Orellana (2001) generalizaron al modelo CPC los estimadores de
projection—pursuit definiendo un indice de escala adecuado. La ventaja de esta alternativa es que pueden
calcularse para conjuntos de datos con més variables que observaciones. La distribucion asintotica de
esta clase de estimadores es el objeto de esta tesis. Las funciones de influencia parcial de ambas clases
de estimadores PI y PP fueron estudiadas por Boente, Pires & Rodrigues (2002).

Los dos procedimientos mencionados producen estimadores robustos, es decir, estimadores que dan
resultados confiables aunque las observaciones tengan una proporcién de datos atipicos. Sin embargo,
los estimadores PI mostraron su sensibilidad en algunas situaciones cuando se estiman las direcciones
comunes atin cuando se usen estimadores de la matriz de escala de alto punto de ruptura (ver, Boente
& Orellana, 2001). Por esta razén, los métodos de projection—pursuit se introdujeron a fin de proveer
estimaciones mas confiables. El problema de obtener desarrollos de Bahadur para los estimadores PP
de las componentes principales comunes es de particular interés si uno desea extender los test robustos
definidos por Boente, Pires & Rodrigues (2007) al caso de estimadores de projection—pursuit.

Esta tesis estd organizada como sigue. En el Capitulo 2, se introducen los principales conceptos
relacionados con el analisis de componentes principales para una poblacién. En la seccién 2.4 de dicho
capitulo, se presenta el enfoque de projection—pursuit para el problema de componentes principales y
se recuerdan los principales resultados obtenidos por Li & Chen (1985) y por Cui, He & Ng (2003). En
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el Capitulo 3 se presenta el modelo de componentes principales comunes y se describen los estimadores
de maxima verosimilitud para los parametros de dicho problema, asi como el enfoque PI para obtener
estimadores robustos y los resultados de distribucién asintética obtenidos por Boente & Orellana (2001).
Finalmente, en los Capitulos 4 y 5 se presenta la contribucién de esta tesis, es decir, la teoria asintética
para los estimadores de projection—pursuit bajo el modelo CPC y el estudio de los casos eliptico y
unipoblacional respectivamante.



Capitulo 2

Componentes principales para una
poblacién

En este capitulo, vamos a definir las componentes principales de un vector aleatorio x € IR?, para
poder introducir los estimadores de projection—pursuit en forma natural. Dicho enfoque trata de re-
sponder a la siguiente pregunta ;Cémo transformar x linealmente en un nuevo vector aleatorio y cuyas
componentes sean no correlacionadas y de forma tal que dicha transformacion sea éptima en algin
sentido?

2.1. Caso poblacional

Definicién 2.1.1. Sea x € [R” un vector aleatorio con posicién g y matriz de covarianza 3. Dado
que esta tultima es simétrica y definida positiva, tenemos su descomposicién espectral, es decir, existe
una matriz ortogonal 3 y una matriz diagonal A tal que ¥ = BAS", con A = diag()y,...,\,) una
matriz diagonal formada por los autovalores de ¥ ordenados de mayor a menor, \; > ... > A, y
B = (By,...,B,) una matriz ortogonal con B; autovector de X asociado al autovalor A;.

Dado 1 < j < p, definimos la j—ésima componente principal del vector x como y; = ﬁ;(x — ).
Ademas, llamamos vector de componentes principales de x a 'y = 8"(x — ).

Observacion: En la literatura, los autovectores (3y,...,/8,) de la matriz 3 son conocidos como direc-
ciones 0 ejes principales.
Como podemos ver, y; presenta las siguientes caracteristicas:

i) Esla j—ésima coordenada del vector x — p expresado en la base (34,...,08,).
ii) Es una combinacién lineal de las coordenadas del vector x — p.

La siguiente proposicion nos explica, entre otras cosas, por qué esta combinacién lineal de las coor-
denadas de x — u se destaca por sobre otras y nos permite responder a la pregunta planteada al inicio
de este capitulo.

Teorema 2.1.1.  a) Las variables yy,...,y, son no correlacionadas y var(y;) = \;.

b) argmax var(a'x) = B, y ademds, Max|a|=1 var(a'x) = A;.
lall=1



CAPITULO 2. COMPONENTES PRINCIPALES PARA UNA POBLACION )

¢) La funcion var(a'x) restringida al conjunto
C,={ac IR/ |a||=1,a'8,=0Vi=1,2,...,5—1}

toma su mdzimo valor cuando a = B3;, o sea, argmax var(a'x) = B, y Méxacc, var(a'x) = A;.

VK
aGCj

Demostracién: a) La matriz de covarianza 3y del vector y = 8'(x—pu), estd dada por 3y = X,y =
B'Y«3 = B33 = A, de donde obtenemos que cov(y;,y;) = 0 cuando i # j y var(y;) = A;.

b) Como (B4,...,B,) es una base ortonormal tenemos a = » 7 (a'3;)8;, con lo cual |al = 1
es equivalente a Y »  (a"3;)> = 1. Por lo tanto, usando que \; < \; para 1 < i < p, obtenemos
var(a'x) = a'Sa =Y " (a'8;)*\; < A\ Y7 (a"B;)? = M\ = var(03)x).

c) Como en b) tenemos a = 3 7 (a’B;)3;, pero usando que a € Cj, obtenemos a = > 7_(a"3,)B;
con Y .(a'B;)* = 1. Por lo tanto, usando que \; < A; para j < i < p, var(a’x) = a'¥a =

f:j(aT:Bi)z)\i <A Z?:j (a'B;)? = Aj = Var(ﬂ";x). o

La importancia de este resultado es que permite definir iterativamente las componentes principales
como aquellas direcciones que maximizan la variabilidad. Esta nocion sera la que se utilizara para definir
los estimadores de projection—pursuit reemplazando la variabilidad medida a través de la varianza por
una medida de variabilidad o escala univariada robusta, como veremos en 2.4.

2.2. Porcentajes de variabilidad

Si (y1,...,yp) son las componentes principales del vector aleatorio x, tenemos que
p p p
D var(y) =) A =tr(A) = tr(BAB) = tx(X) = Y _var(z;) .
j=1 i=1 j=1

Es decir, la suma de las varianzas de las variables originales (las coordenadas del vector x) y la suma
de las varianzas de las componentes principales coinciden. Esto permite hablar del porcentaje m; de
varianza total explicado por la j—ésima componente principal,

Aj Aj

T = = .
’ ?:1 Ai ]ig:1 Var(xj)

Luego, el porcentaje de variabilidad explicado por las primeras m componentes principales estarda dado

por
S = Xi AN
Yo var(zy)

El objetivo del anélisis de componentes principales es por lo tanto, proveer una reduccion de la dimension
que conserve un porcentaje alto de la variabilidad. Es decir, partiendo de un vector aleatorio x de
dimension p, con p un nimero grande, nos interesa obtener una transformacién lineal del vector original
A € IR™? tal que el vector Ax recoja un porcentaje amplio de la variabilidad total > %, var(z;).
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2.3. Estimadores clasicos de las componentes principales

Cuando la posicion p y la matriz de covarianza 3 del vector aleatorio x son desconocidas, pueden
ser estimadas a partir de una muestra x1,...,X, de observaciones independientes e idénticamente dis-
tribuidas. La teoria clasica considera como estimadores, los estimadores de méaxima verosimilitud bajo
normalidad, o sea,

iex=-Y %, =13 (-®x-% =18

Luego, para estimar las direcciones principales del vector x, es razonable considerar la matriz ortogonal
B = (B;,...,B,) cuyas columnas son los autovectores de 3 (o equivalentemente de S) asociados a

o~

los autovalores A\y > ... > Xp de 2, ordenados de mayor a menor. En Kshirsagar (1972) se muestra
que estos estimadores son los estimadores de maxima verosimilitud de B y Ay, ..., A,. Por otra parte, la
distribucién asintética de estos estimadores fue obtenida por Anderson (1963) y puede verse en Muirhead
(1982).

Para cada observacion x; se define entonces el vector de componentes principales muestrales como

i =B (x; — X).
Utilizando la distribuciéon empirica, se deduce inmediatamente el siguiente resultado que muestra

que By,...,0, son las direcciones principales correspondientes a la distribucién empirica F;, dada por
la muestra x; ..., X,.
Teorema 2.3.1. Dada una muestra aleatoria Xi,...,X,, sea Vv un vector aleatorio que toma los val-
ores x; con probabilidad 1/n. Tenemos entonces que las direcciones principales de v estdn dadas por
B --.,B, mientras que el vector de componentes principales de v asigna masa 1/n a cada vector de
componentes principales muestrales yi,...,¥n.

Del Teorema 2.1.1, se deduce inmediatamente que B4, ..., 3, maximizan la variabilidad empirica de

las proyecciones de las observaciones, es decir,

B, = argmaxs2(a"X) (2.3.1)
lall=1

,@j = argmaxs’(a'X) (2.3.2)
aECj

dondeC; = {a € IR” ||a] = L,a'B; =0, 1 <i <j—1}, X = (x1,....%) y s2(Y) = 1, (i = 5)° /(n — 1)
con’Y = (y1,...,yn) y y; € IR.

2.4. Estimadores robustos de las componentes principales: Méto-
do de projection—pursuit.

En la seccién anterior hemos definido los estimadores de las direcciones principales del vector x
como los autovectores 3y, ..., 3, de la matriz de covarianza muestral S. Como hemos mencionado en la
Introduccion, la matriz de covarianza muestral S es sensible a la presencia de datos atipicos en la muestra
y, en consecuencia, los mismo ocurre con los estimadores de las direcciones principales. Varias han sido
las propuestas hechas para salvar esta dificultad, pero todas se basan en dos principios, el principio
plug—in o el de projection—pursuit. El primer enfoque consiste en utilizar estimadores robustos de la
matriz de escala y definir las componentes principales como los autovectores asociados a dicha matriz.
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Algunos resultados en esta direccion pueden verse en Devlin, Gnanadesikan & Kettenring (1981), Tyler
(1983), Boente (1987) y en Croux & Haesbroeck (2000), entre otros. Un enfoque relacionado fue dado
por Locantore et al. (1999) quienes proyectaron los datos centrados en la esfera unidad y luego definieron
los ejes principales a través de una analisis de componentes principales sobre los datos proyectados. Para
una descripcién de dichos procedimientos puede verse Maronna, Martin & Yohai (2006).

El segundo enfoque, que es el que abordaremos en esta seccién, se basa en proyecciones univari-
adas y en las propiedades obtenidas en el Teorema 2.1.1. Las técnicas de projection—pursuit son una
herramienta 1til en andlisis multivariado, especialmente cuando se trabaja con mas variables que ob-
servaciones. Estos métodos procuran disminuir la dimension del vector original, proyectandolo sobre un
subespacio de menor dimensién, de forma tal que se preserve de la mejor manera posible la riqueza de la
estructura original. Diferentes formas de medir dicha riqueza dan origen a distintos criterios para reducir
dimensién. Para el problema de componentes principales, el método de projection—pursuit (PP) define
los ejes principales maximizando (o minimizando) una escala robusta de las observaciones proyectadas.
Efectivamente, observemos que (2.3.1) y (2.3.2) sugieren que uno de los problemas del procedimien-
to clasicamente usado es que estamos maximizando el desvio estandar muestral de las observaciones
proyectadas, siendo esta medida de escala muy sensible a observaciones atipicas. Li & Chen (1985) (ver
también Huber, 1981) sugirieron reemplazar el desvio estdndar por un estimador de escala robusto es
decir, definir las direcciones principales como

B; = argmaxs’(a'X) (2.4.1)
llall=1

B, = argmaxs’(a’X) (2.42)
acC;

donde C; = {a € IR?, ||a|| = L,a'B,=0,1<i<j—1},aX = (a'xy,...,a'x,) y S, es un estimador
de escala univariado robusto, como por ejemplo, un M —estimador de escala (ver Maronna, Martin
& Yohai, 2006) o en particular, la mediana de los desvios absolutos respecto de la mediana (MAD),

$,(Y) = median;<;<, |y; — median;<p<, y¢| con Y = (y1,...,yn). Los estimadores de los autovalores
asociados se definen luego como \; = si(ﬁ;X) y la matriz robusta de dispersién se define a partir
de la nocién de descomposicién espectral como V = ?:1 /)\\j BJB; Este método fue aplicado por

Xie et al. (1993) a un problema chemométrico mientras que Croux & Ruiz—Gazen (1996) dieron un
algoritmo para su célculo que fue discutido y mejorado por Croux, Filzmoser & Oliveira (2007). En
esta seccién, describiremos los principales resultados dados por Li & Chen (1985) y posteriormente, las
propiedades asintéticas de los estimadores PP estudiadas por Cui, He & Ng (2003). Cabe mencionar
que Patak (1991) y Berrendero (1996) estudiaron el sesgo asintético en entornos de contaminacion de
las direcciones principales y de su tamano cuando se utiliza una escala robusta. Por otra parte, Croux
& Ruiz—Gazen (2000) obtuvieron una expresion para la funcién de influencia del funcional asociado a
los estimadores de los autovectores, autovalores y la matriz de dispersién asociada.

Empezaremos introduciendo en la seccién 2.4.1 el funcional asociado al procedimiento descripto y
estudiando algunas de sus propiedades. En la seccién 2.4.2 se presentaran los resultados dados por Cui,
He & Ng (2003) quienes obtuvieron un desarrollo de Bahadur para los estimadores PP de las direcciones
principales y su tamano que permite facilmente deducir la distribucién asintética de los mismos.

2.4.1. Funcional asociado

Consideremos x € IR? un vector aleatorio con distribuciéon F' y sin perdida de generalidad, supon-
dremos de ahora en més que su pardmetro de posicién es 0. Denotemos por F'[a] a la distribucién de la
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variable aleatoria unidimensional y = a'x , donde a € IR?. Como hemos visto en el Teorema 2.1.1, la
primer componente principal asociada al vector x esta dada por y; = B8)x donde B, € IR? verifica:

B, = argmax o*(F[a]) = argmax (a"Xa) ,
llall=1 llall=1

siendo X la matriz de covarianzas del vector x y o(G) el desvio standard de la distribucién unidimen-
sional G. Por otra parte, el tamano de dicha direccién estd dado por o?(F[3,]) = B1X3; = A1, o sea, es
el mas grande de los autovalores de 3 asociado al autovector 3,. El Teorema 2.1.1 permite obtener con-
secutivamente las componentes principales. En efecto, la j—ésima componente principal de x esta dada
por y; = B;x donde
3. = argmax o?(F[a]) .
llall=1, a”8;=0,1<i<j—1

En este enfoque, hemos considerado el desvio estandar como medida de variabilidad 6 dispersion unidi-
mensional y encontramos que 3, es la direccién en la que debemos proyectar el vector x si pretendemos
obtener la mayor variabilidad posible. Por su parte, 3, es (entre las direcciones ortogonales a 3;) la
que debemos utilizar para proyectar el vector x de forma tal de garantizar mayor desvio posible. Y
asi sucesivamente.

Como mencionamos anteriormente, las técnicas PP procuran conservar este espiritu sustituyendo
el desvio estandar por diferentes escalas unidimensionales para medir variabilidad o dispersion. En el
presente contexto las escalas utilizadas se denominan también indices de proyeccion. Intuitivamente,
asi como en regresion las escalas robustas dan origen a estimadores robustos del parametro de regresion,
llamados S—estimadores, es de esperar que escalas robustas den lugar a procedimientos robustos para
estimar las direcciones principales. Vale la pena mencionar que a diferencia de lo que ocurre en el caso
clasico, cuando se toma como escala el desvio estdandar, el procedimiento que obtiene las direcciones
por maximizacion consecutiva usando un estimador de escala robusto no tiene porque dar el mismo
resultado que el que las obtiene por minimizacion consecutiva.

Antes de definir el funcional asociado al sistema (2.4.1) y (2.4.2), recordemos que es una escala.

Definicién 2.4.1. Sea F; el espacio de las distribuciones en IR, s(-) : i — IR>( se dice un funcional
de escala si y solo si verifica s(Gatpy) = |b] s(Gy) para todo a,b € IR, donde G, 4y es la distribucién
de a4 bY cuando Y ~ Gy. De ahora en mas, las escalas seran también llamadas indices de proyeccion.

Definiremos ahora el funcional asociado al sistema (2.4.1) y (2.4.2). Diremos que el funcional de escala
s(+) estd asociado al estimador de escala univariado s,, si dada una muestra ¥y, ..., y, de observaciones
univariadas, s,(Y) = s(F,) donde Y = (y1,...,¥n) v I, es la distribucién empirica asociada a yy, . . ., .

Definicién 2.4.2. Sea s(-) un funcional de escala. Dado un vector aleatorio x € IR? con distribucién F’
definimos las s-direcciones principales 3; ; = B, ((F) y sus correspondientes s-dispersiones ;s = Ais(F)
como

Prs = argmax s'(Fla])  Ais = mixjaj— s°(Fla)) = s*(F[B,,]) (2.4.3)
Bjs = &rgerélax s*(F[a]) Ajs = MéXacc, s*(Fla]) = SZ(F[B]-’S]) (2.4.4)

siendo C; ={a€ IR’ /|ja]| =1,a"8,, =0 V1 <i<j—1}
La s-matriz de escala Vg = V4(F) se define como Vg =>" AisBisBis -
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Li & Chen (1985) consideran funcionales de escala s(-) robustos. No incluimos esta restriccién en la
definicién de forma tal que, poniendo s(G) = o(G), recuperamos las definicién clésica de las componentes
principales, es decir, BW(F ) = 3, siendo 3, el autovector de la matriz de covarianza asociado al i—ésimo
autovalor \; y ademads, \; ,(F) = \;. Mdas aun, V, = 3. En principio, uno podria pensar que distintas
escalas podrian dar origen a distintos parametros y que por lo tanto, los estimadores asociados podrian
no ser consistentes a los pardmetros de interés en caso de existir segundo momento. El Lema 2.4.1
muestra que bajo condiciones generales, el funcional es Fisher—consistente, o sea, efectivamente estamos
obteniendo los autovectores y autovalores de la matriz de dispersion.

Observemos que los estimadores definidos en (2.4.1) y (2.4.2) corresponden a tomar simplemente el
funcional anterior evaluado en la distribucion empirica. Es decir, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.4.3. Sea x4, ...,X,, una muestra aleatoria de un vector x € IR” con distribucién F'. Sea
F,, la distribucién empirica de dicha muestra. Definimos los estimadores de projection—pursuit (PP) de
las direcciones principales, su tamano y la matriz de escala asociados al funcional de escala s (asociado
al estimador de escala univariado s,) como

vas - )\JaS(Fn) ) Bj7s - /8]75(Fn) ) {\[S - VS(Fn) 9 (245)

0 sea, Bj’s = argmax,cc, s?(a'X), con C; = {a € IR, ||a|| = 1,3EBZ-7S =0,1<1<j5—1}, /):jvs =

~ o~

$,(815X) ¥ Vs = 2001 Ajs BB s

Una manera de extender la nocién de valor esperado y matriz de covarianza de un vector aleatorio
a un contexto sin segundo momento finito la constituyen los parametros de posicion g y la matriz de
escala X3 de una distribucién eliptica Fy, es decir, una de la forma

folx, 1, ) = B[ 2go ((x — )’ S x — )

donde |X| indica el determinante de 3 y gy es una funcién fija no—negativa tal que

o P 1
/ go(r)rztdr = =T (1—9) .
0 T2 2

Indicaremos por G la distribucién esférica asociada a gq. Luego, si x ~ G se tiene que Hx ~ x para toda
matriz H € O(p), siendo O(p) el grupo de las matrices ortogonales de orden p. Es decir, x es invariante
por transformaciones ortogonales. En nuestro contexto, como cuando se desean obtener estimadores
robustos de la posicién y escala (u,X), deseamos obtener estimadores de 3 y A, con ¥ = BASF",
suponiendo que la distribucién de las observaciones es aproximadamente conocida. Para ser mas precisos,
se supone en muchos casos que x = p 4+ X2z donde la distribucién de z pertenece a un entorno de Gy
y usualmente los entornos que se consideran son de contaminacion alrededor de la distribucién normal
para obtener sesgos méaximos en el entorno (ver, por ejemplo, Patak 1991, Berrendero, 1996). Cuando
X tiene una distribucion elipticamente simétrica F', o sea, cuando las distribuciones del entorno de G
se restringen a ser esféricamente simétricas la mayoria de los funcionales robustos de escala, Xg(+) son
proporcionales a ¥ en F'y pueden calibrarse de modo que X (Fp) = X. De esta forma, los parametros
del problema de componentes principales quedaran univocamente determinados. El siguiente resultado
cuya demostracion puede encontrarse en Li & Chen (1985) muestra que efectivamente, los funcionales
asociados a las direcciones principales son Fisher—consistentes y que los asociados a los autovalores lo
son si se calibra adecuadamente el funcional de escala.
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Lema 2.4.1.  a) Los funcionales B;4(-) y Vs(+) son ortogonalmente equivariantes, mientras que \js(-)
es ortogonalmente invariante, es decir, si H € O(p), y si x ~ F, entonces, para 1 < j < py
b € IR?,

Njs(Fiaxab) = Njs(F) 5 Bs(Faxn) = HB,4(F) ,  Vs(Faxyn) = HV(F)H" .

b) Vs(-) es afin equivariante dentro de la familia de distribuciones elipticas, es decir, si x ~ F con
F una distribucion eliptica entonces: Vg(Fax) = AVg(F)A™.

c) Sea G una distribucion esférica en IR? y sea Gle;] la distribucion de ejx cuando x ~ G, siendo
e1 el primer vector canonico. Sea x = p + Cz con C inversible, ¥ = CC" yz ~ G, o sea,
X ~ I perteneciente a la familia eliptica generada por G. Entonces, B, (F) es el autovector de %
asociado al j—ésimo autovalor \; (\y > --- > X\,). Mds ain, si s(Gle1]) = 1,entonces \js(F) = \;
y Ve(F) = X.

El Lema 2.4.1 muestra, por lo tanto, que los estimadores definidos por (2.4.1) y (2.4.2) son equivari-
antes por transformaciones ortogonales, pero no tienen porqué serlo por transformaciones afines ya que
la distribucién empirica no tiene porqué pertenecer a una familia eliptica. La consecuencia importante
de ¢) es que el funcional asociado a las direcciones es Fisher—consistente dentro de la familia de distribu-
ciones elipticas mientras que el funcional asociado al tamano de dichas direcciones puede calibrarse de
modo a resultar también Fisher—consistente en el centro del entorno. De esta forma, es posible obtener
estimadores consistentes a los autovectores y autovalores de la matriz de escala 3 para toda escala s
convenientemente calibrada.

Li & Chen (1985) muestran que, salvo que x ~ F' con F' concentrada en un subespacio de dimensién
q < p, el punto de ruptura del funcional asociado a los autovalores es el mismo que el del funcional de
escala univariado s, entendiendo que el funcional de autovalores se rompe si éste va a 0 o a infinito.
Resultados respecto del punto de ruptura de las direcciones principales fueron obtenidos por Patak
(1991) y Berrendero (1996), quienes mencionaron que la peor situacién en entornos de contaminacién
corresponde a intercambiar dos autovalores adyacentes de 3. En ese caso, se espera que el sesgo de la
j—ésima direccién dependa del cociente r; = Aj/A;j41, siendo Ay > ... > A, los autovaores ordenados de
3. A medida que crece el cociente 7, el sesgo decrece.

Cuando la distribucion subyacente pertenece a una familia eliptica, para la cual como hemos men-
cionado la matriz de dispersion tiene una interpretacion intuitiva, es posible probar que los estimadores
de projection—pursuit son cualitativamente robustos y consistentes si la escala s lo es.

Teorema 2.4.1. Supongamos que el funcional univariado de escala s es cualitativamente robusto y sea
F una distribucion eliptica.

a) Los funcionales \is(-) y Vs(-) son débilmente continuos en F. Mds ain, si los autovalores de X
tienen multiplicidad 1, siendo 3 la matriz de dispersion asociada a F', entonces, B, s son débilmente
continuos.

b) Silos autovalores de ¥ tienen multiplicidad mayor a 1, sea m; la multiplicidad del i—ésimo valor
distinto, &;, de los autovalores, es decir, & = A =+ =X py > & = Ayt1 =" = Mgy > -+ - -
Definamos by = 0, €, = Z?zl m; y Ex(F) = Zfiek,lﬂ Bis(F)Bis(F) el funcional asociado a la
projeccion sobre el subespacio asociado a &. Entonces, Ey(-) es débilmente continuo en F.

¢) Los funcionales \is(-), Ex(-) y Vs(-) son cualitativamente robustos en F'.
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Teorema 2.4.2. Sean X;...X,, X; € IR?, independientes e idénticamente distribuidas con distribucion
F perteneciente a una familia eliptica. Sea s(-) un funcional de escala asociado a un estimador de
escala univariado robusto y consistente tal que s(Glei1]) = 1, donde e, es el primer vector candnico
y G es la distribucion esférica asociada a F', es decir, X = p + 2z con z ~ G. Sea como en el
Teorem 2.4.1, m; la multiplicidad del i—ésimo valor distinto entre_ los autovalores de 3. Entonces, los

estimadores de projection—pursuit, )\Z s Ek = Zf’“ 41 ,81 SBZS Y V son fuertemente consistentes para

Ni, B, = ZZ Lo 1 BiBi vy X = BAB', respectivamente.

2.4.2. Distribucion asintética de las componentes principales basadas en
una escala robusta.

En esta seccién vamos a recordar los resultados obtenidos por Cui, He & Ng (2003) quienes prueban
la distribucién asintética para los estimadores definidos en (2.4.5). Las funciones de influencia juegan
un papel fundamental en la teoria asintética, por lo cual comenzaremos recordando su definicién.

Definicién 2.4.4. La funcién de influencia del funcional L en la distribucion H evaluado en el punto

y, estd dada por
11— _
IF(y,L; H) = lim,_g L((1 —e)H +eAy) — L(H) |
€

donde A, es la masa puntual en y.

Recordemos que si H es una distribucién en IRP y a € IR?, H|a] indica la distribucién de la variable
aleatoria a™x. Dado un funcional robusto de escala univariado s(-) : F; — IR>¢, llamaremos para cada
a € IR? fijo, s, : F, — IR>¢ al funcional s,(H) = s(H|a]).

De ahora en més, S, indicara la esfera unitaria p-dimensional.

Proposiciéon 2.4.1. Sea s(-) un funcional robusto de escala, sy : F, — IR> el funcional so(H) =
s(Hla]) y Ha la distribucion de a'x/sa(H) cuando x ~ H. Entonces, la funcidn de influencia del
funcional s,, verifica:

h(x,a) = IF(X,8.; H) = sa(H) [F(x"a/s.(H),s; Ha)

La funcién h(x,a) depende de x sélo a través de a'x. Si bien s6lo nos interesa el caso a € S,
consideraremos a h(x,a) como funcién de a € IR para facilitar la diferenciacion.

Enunciaremos a continuacion una serie de supuestos bajo los cuales Cui, He & Ng (2003) obtienen
resultados asintéticos para los estimadores PP definidos en (2.4.5). Conciernen al funcional de dispersion
tanto en la distribucién que genera los datos como en diferentes empiricas.

De ahora en mas, supondremos que Xy, ...,X, son independientes e idénticamente distribuidas con
distribucién F' fija. Indicaremos por s, al estimador robusto de escala univariado asociado a s, o sea,
$,(Y) =s(F,v) donde Y = (y1,...,yn) es una muestra de variables univariadas y F,,y es su distribu-
cién empirica. Por simplicidad de notacion, ¢,(a) indicard a ¢,(a) = s,(a"X) = s (F}, arx) donde F), arx
es la distribucién empirica de a'xy,...,a'x, y a'X = (a'xy,...,a'x,). Andlogamente, ¢(a) indicard a
¢(a) = s(Fla]). Finalmente, ¢(a) denotara la derivada con respecto de a de la funcién ¢ : IRP — IR
mientras que ¢,(a) indicard la derivada de ¢,(a) con respecto a a, en caso de existir.

C1: Para cada x fijo, la funcién h(x,a) es continua en a y diferenciable a trozos, en el siguiente
sentido: existe un entero m y una particion {R;(x), j = 1,...,m} de IRP tal que h(x,a) es
diferenciable en a en el interior de cada R;(x).
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C2: El siguiente desarrollo ¢,(a) —¢(a) = n~ !>  h(x;,a) + o, (n‘é) vale uniformemente en

ac S, con Eh(x,a) =0y E (SUPaesp |h(x, a)|> < 00.
C3: Supondremos que ¢(a) es diferenciable con derivada continua ¢(a).

C4: La derivada ¢,(a) de g,(a) con respecto a a existe en casi todo punto a € S,. Més atn,
n
1
(@) —¢(a) =nt Z h*(x;,a) + oy (n’§>
i=1

uniformemente en a € S, con h* tal que

i) Eh*(x,a) = 0 para todo a

ii) h*(x,a) continua a trozos en a.

La condicién C2 es una representacion de Bahadur uniforme para los estimadores de escala y se
verifica para la mayoria de los M —estimadores de escala. La continuidad a trozos de h* en C4ii) debe
entenderse como en C1. En la mayorfa de las situaciones h*(x,a) = (9/da)h(x,a) = h(x,a), pero no
se impone esa restriccion para facilitar la verificacién de C4. Tampoco pedimos que la funcién h(x, a)
sea suave ya que de hecho el M —estimador de escala con funcion de Huber corresponde a una funcion
h(x,a) discontinua. La condicién C4 es la més dificil de verificar y como se menciona en Cui, He & Ng
(2003) puede ser debilitada y reemplazada por la siguiente condicién a fin de obtener la distribucién

asintética de los estimadores de projection—pursuit

C4*: g,(a+ db) —g,(a) =n 'Y {h(x;,a+ db) — h(x;,a)} + 0, (5n_%> + 0, (n~ 1), uniforme-

menteena € S,, bec S, cuando 6 — 0y n — oo.

Los siguientes Teoremas cuya demostracién puede verse en Cui, He & Ng (2003) reproducen los
resultados de consistencia y distribucién asintotica obtenidos por dichos autores.

Teorema 2.4.3. Sean Xi,...,X, independientes e idénticamente distribuidas con distribucion F. Sean
Bis = B;s(F), Njs = Njs(F) las s—funcionales de las direcciones principales y su tamano definidos
en (2.4.4) evaluados en F 1y sean Bis Y :\\j,s sus correspondientes estimadores definidos en (2.4.5).
Supongamos que A1 s > Aas > ... > Ags para algin q < p y que 3,4 son inicos salvo cambios de signo.
Bagjo las condiciones C1 y C2, se tiene que para 1 < j < g, /)\\]~7S NEAN Njs U ,@j,s NEAN B, €s decir, los
estimadores PP son consistentes.

Observemos que si la distribucion F es eliptica, 8;, = B; y por lo tanto, los estimadores son
consistentes a los autovectores de la matriz de dispersion de las observaciones, como se deseaba.

Para obtener una expresién para la distribucion asintética, definamos I, la matriz identidad de IRP*?.
En lo que sigue B, = B,4(F) v Ajs = \js(F). Sean

» H(x,a) = h*(x,a)+¢(a),
s U, =072 0 B (%0, B
. f’m+1 =I,->" B sB;s matriz de proyeccion sobre el subespacio < B4, ..., 0, >+

" ﬁjm = /6;,5<<18m,s>1p + ﬁj,sé(/gm,s)vra



CAPITULO 2. COMPONENTES PRINCIPALES PARA UNA POBLACION 13

Ko = P 18(Bpns) — Binst(Brs)ly — X7 B¢ (Brns)Brns Bl

En forma recurrente, podemos definir para 1 < m < ¢, Z 7 Z;" 01 A 1BJmZ + A Pm+1um,

donde ZO = 0 y suponemos la existencia de A L

Claramente, Z puede ser representado en la forma Z E;”:O éjmﬁj, donde las matrices éjm

estan determinadas por Am, Bjm Y Pm+l

Em(xi) = D51, Cjmh*(xi, B;)

m—1
Um(xi) =2 /\m,s {h(x’i7 ﬁm,s) + Z ﬂ},sé(ﬁm,s)ﬂ},sf’m(xi)}

j=1

Teorema 2.4.4. Bajo las condiciones del Teorema 2.4.3, si ademds también se verifican las condiciones
C3 y C4 y si las matrices A,,, 1 < m < q, son no singulares, tenemos que

B =Bue = 33 Gulx) oyl

~ 1 i 1
)\ms_)\ms = - m \ &4 2).
e = 23 ) + o)

i=1

Vale la pena mencionar que, en el caso de distribuciones elipticas, el desarrollo dado por el Teorema
2.4.4 coincide con el que se obtendria utilizando la funciones de influencia obtenidas por Croux & Ruiz—
Gazen (2005) ya que el segundo sumando de 7,,(x) se anula pues ¢(a) = a">a, siendo ¥ la matriz de
escala de 3. Como consecuencia del Teorema 2.4.4, la distribucién conjunta de

0" (Brs — Brsr- 1 Bys — Byss Ms — s+ s Ags — Ags)

converge a una distribucién normal multivariada con media 0 y matriz de covarianza dada por

COVp (T (%), ..., ng(x), ..., &(x), ..., &(x) ).



Capitulo 3

Componentes Principales Comunes

3.1. EIl modelo cpcC

Como mencionamos en la Introduccién, el modelo de componentes principales comunes (CPC) puede
verse como una generalizacion de las componentes principales al caso de varias poblaciones de datos
multivariados. El modelo resulta parsimonioso sin llegar a exigir igualdad en las matrices de covarianza
de las distintas poblaciones. Mas especificamente, supongamos tener muestras independientes de k
vectores aleatorios X; ..., Xy en IRP independientes tales que x; tiene media (pardmetro de posicién) p,
y matriz de dispersion ;. Usualmente, en analisis multivariado se tratan a las matrices 3; como no
relacionadas entre si cuando un test de igualdad entre ellas no rechaza. Como menciona Flury (1988),
en contraste con la situacion univariada, la desigualdad de matrices de covarianza no es simplemente
desigualdad, ya que hay, de hecho, muchas formas en las que las matrices pueden diferir. El modelo cpcC
supone que dichas matrices son conmutables, es decir, que son simultdneamente diagonalizables y, por
lo tanto, pueden escribirse de la siguiente manera

Y, = BA,B", parai=1,... .k, (3.1.1)

con A; = diag(A, ..., Ayp), la matriz diagonal formada por los autovalores de 3; y 8 = (B4,...,8,)
una matriz ortogonal cuya j—ésima columna, 3, es el autovector asociado al autovalor A;;. En otras
palabras, el modelo supone que se cuenta con k poblaciones vectores aleatorios cuyas matrices de
covarianza se diagonalizan con la misma matriz ortogonal 3. Luego, ya sea para estimar las matrices X;
como sus autovalores y/o autovectores, bajo un modelo CPC, la relacién (3.1.1) debe tenerse en cuenta.
Cuando trabajamos con una sola poblacion, los autovectores fueron identificados, salvo cambio de signo,
ordenando en forma decreciente los correspondientes autovalores. En el presente contexto, no hay una
manera natural para ordenarlos ya que, en principio, no se preserva el orden de los elementos de la
diagonal de A; entre las distintas poblaciones. Con el propdsito de identificar las direcciones principales,
supondremos que la matriz de covarianza de alguna de las k poblaciones tiene sus autovalores todos
distintos. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que dicha poblacion es la poblacién 1 y por lo
tanto, de ahora en mds supondremos que Aj; > ... > Ayp.

El modelo CPC es uno de los niveles de jerarquia considerados por Flury (1988), quien definié las
siguientes relaciones entre matrices de escala

= Nivel 1. Las matrices 3; son arbitrarias, o sea, no exhiben estructura de relacién entre ellas.

» Nivel 2. Las matrices cumplen el modelo (CPC), o sea, ¥; = BA;3", donde 8 = (,31, o ,Bp) es
la matriz ortogonal de los autovectores comunes y A; = diag(A;1, ..., A;p) son matrices diagonales
que contienen los autovalores de cada poblacién.

14
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= Nivel 3. Las matrices son proporcionales entre si, o sea, ¥; = p;3;, con p; la constante de
proporcionalidad, p; = 1.

= Nivel 4. 3, = 3, para todo 1.

Sin considerar los pardmetros de posicién, el nimero de parametros de cada nivel es kp(p+ 1)/2, kp +
plp—1)/2, k—1+p(p+1)/2y p(p+ 1)/2, respectivamente. La diferencia entre el nimero de parametros
en los niveles 1 y 4 es (kK — 1)p(p + 1)/2 que puede ser muy grande en la practica, especialmente para
datos de alta dimensién. Por esa razon, de ser posible debe usarse el mas parsimonioso entre los niveles
descriptos. En esta tesis, nos interesara estudiar el modelo cpC. En la Seccién 3.2, se describird el
procedimiento de estimacién por méaxima verosimilitud que esta ampliamente desarrollado en Flury
(1988), mientras que en la Seccién 3.3, se describira el enfoque plug-in y el de projection—pursuit para
este modelo que fue estudiado por Boente y Orellana (2001).

3.2. Estimadores clasicos bajo un modelo de componentes
principales comunes

Sean X;1,...,Xin,;, 1 <1 < k, observaciones independientes de las k& poblaciones en IR”. Estamos
interesados en estimar, bajo el modelo CPc, los autovectores comunes 3 = (3, ... ,,Bp) de las matrices
3, v los autovalores diag(A;) correspondientes a la i—ésima poblacién.

Flury (1988) obtuvo los estimadores de maxima verosimilitud para los pardmetros del modelo cpc,
suponiendo normalidad para cada poblacién. Recordemos que O(p) indica el grupo de matrices ortog-
onales de orden p. El estimador de maxima verosimilitud BM\, de B minimiza, entre todas las matrices
B € O(p), la funcién

ng

k[ det <diag(BTf]iB)>

2B) = det(B'S,B)

i=1

donde X; es el estimador de maxima verosimilitud de la matriz de covarianza, o sea,

-~ 1 _ ., ni—1
Y= (x5 —X) (x5 — %) = ——S; .
7j=1
Es facil mostrar que los estimadores de méxima verosimilitud de 3 y A;, denotados B, = (Byw.15 - - - » By p)

y A\, Tespectivamente, verifican el siguiente sistema de ecuaciones:

AMV,i :diag(ﬁmvziﬁnv)

k: ~ —~

. T W .

,BMVMZTL,- Y S By =0 para 1 <m # j<p (3.2.1)
i=1

A)rlv,im)\l\lv,ij
~r o~
IBMV,j/gMV,m :5mj

donde 6,,; =0 si m # j y ,,; = 1 si m = j. La verosimilitud ®(B) es una medida de “diagonalizacién

simultanea”de las £ matrices de covarianza muestral 3; y por lo tanto, el método CPC puede verse como
una rotacion simultanea de los ejes que llevan a obtener variables que sean lo mas no—correlacionadas
sobre los k grupos. Mas atn, el sistema (3.2.1) puede verse como un sistema generalizado de ecuaciones
caracteristicas. Si todas las matrices
Am‘ _ i n')\mv,z‘m - )\MV,ij 2
J 7T~ =~ i

i=1 )\Mv,im)\l\lv,ij
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fuesen iguales, entonces (3.2.1) definiria los autovectores de dicha matriz. Por otra parte, el peso de E
en A,,; serd menor cuanto mas parecidos sean /\M\ im Y /\MV .ij- En particular, si )\m = )\U, o sea si las
varianzas estimadas en las direcciones m—ésima y j—ésima son idénticas, entonces 22 desaparece de
A,,;. Esta condicién corresponde a esfericidad de la poblacién ¢—ésima en el plano generado por 3,
y B,. En el caso extremo 2, = cl,, la matriz 21 desaparece completamente de las ecuaciones (3.2.1),
reflejando que I, conmuta con cualquier matriz de p x p. Este hecho se observa también en la expresion
de la varianza asintotica de los estimadores de maxima verosimilitud de 3 cuya distribucion asintética
fue obtenida por Flury (1986). Cuando las matrices ¥; son diagonales, o sea, 3 = I, y si suponemos
que Aj; > ... > Ay, la varianza asintética de los elementos nodiagonales de B\Mmmg, m # {, estd dada

por
—1
i Qi = 2i)”
’ )\zm)\lé ’

=1

donde 7; = n;/N, N = Zle n;. Luego, si \;, = Ay, la poblacion 1—ésima no contribuye a la varian-
za asintotica del estimador del autovector. Observemos que si en al menos una poblacién el cociente
entre dos autovalores consecutivos aumenta, la varianza asintética decrece. Flury & Gautschi (1986)
propusieron un algoritmo, llamado algoritmo FG, para resolver el sistema (3.2.1) buscando el minimo
de ® (B) dadas las matrices f], que puede verse como una generalizacion del método de Jacobi para
diagonalizar matrices simétricas.

3.3. Estimadores robustos bajo un modelo de componentes
principales comunes

En la Seccién 3.2 construimos estimadores de las direcciones principales comunes bajo un modelo
CPC que resultan 6ptimos bajo el supuesto de datos gaussianos. Dicha optimalidad se paga con la poca
tolerancia de los estimadores encontrados a datos atipicos debido a la falta de robustez del estimador
clasico de la matriz de covarianza. Por lo tanto, como en el Capitulo 2, estamos interesados en con-
struir estimadores robustos de los autovectores comunes y sus autovalores asociados suponiendo que las
matrices de escala 3; cumplen el modelo CPC afin de proveer estimadores robustos de las matrices de
dispersion bajo el modelo cpc. En esta seccion, vamos a describir dos métodos para lograr ese propoésito.
El primero, que es un método plug—in y que fue descripto en un caso particular por Novi Inverardi &
Flury (1992) y estudiado por Boente & Orellana (2001), consiste en remplazar en el sistema (3.2.1)
la matriz de covarianza muestral de la 1—ésima poblacion, f]i, por un estimador robusto de la matriz
de escala ¥;, para luego resolver el nuevo sistema y obtener asi un estimador de B y A;. La segunda
aproximacién al problema consiste en un método de projection—pursuit, es decir, construye estimadores
robustos para las direcciones principales comunes generalizando las técnicas estudiadas para el caso de
una poblacién en la seccién 2.4. Este enfoque fue introducido por Boente & Orellana (2001) y estudiado
por Boente, Pires & Rodrigues (2002).

3.3.1. Estimadores basados en una matriz de escala robusta: Enfoque plug—
in
El enfoque plug—in (PI) propone estimadores de los ejes principales comunes y de sus autovalores

basados en estimadores robustos de las matrices de escala. Como se mencioné anteriormente, una posible
eleccién son los M —estimadores propuestos por Maronna (1976) o el estimador de elipsoide de minimo
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volumen (Rousseeuw & Zomeren, 1990). Para cada eleccién de un estimador robusto de la matriz de
covarianza, se obtiene un nuevo estimador robusto bajo CPC resolviendo el sistema (3.2.1) reemplazando
la matriz de covarianza muestral f]z por un estimador robusto, V;, de la matriz de escala X;. Sea B la
matriz ortogonal solucién de este nuevo sistema, o sea, 3 es solucién de

ST n; sz — /):z Vz T . AT
B > ( = A,?) Bi=0 1<m#j<p BB, =0u (3.3.1)
i=1 imA\ij
y sean JAXZ = diag(/)\\ﬂ, e ,Xip), 1 <11 <k, los estimadores de las k£ matrices donde los estimadores de los

autovalores vienen dados por

Consideraremos estimadores de la matriz de escala V; asintéticamente normales y esféricamente invari-
antes, es decir, en lo que sigue, V; sera un estimador de escala robusto afin equivariante tal que

A.l. /n;(V; —%;) — Z; en distribucién, donde vec(Z;) tiene distribucién normal multivariada con
media cero y matriz de covarianza C;

A.2. Para cualquier G tal que GG™ = ;' la distribucién de GZ;G" es invariante bajo transformaciones
ortogonales.

Ademas, como Z; tiene distribucién normal y como el estimador V; es asintoticamente insesgado, la
distribucién de Z; se puede caracterizar por su segundo momento. Por ser Z; esféricamente invariante,
su segundo momento puede describirse mediante dos pardmetros (ver Tyler, 1982, Teorema 1). Tenemos
entonces que vec(Z;) ~ N(0,C;) donde:

Ci = 01 (I + Kpp)(El X 21) + UZ'QVQC(Zi)VeC(Ei)T (333)

El siguiente teorema describe el comportamiento asintético de los estimadores de las direcciones princi-
pales bajo el modelo ¢cPC obtenidos con el método PI.

Teorema 3.3.1. Sean X;1,...Xip,, 1 < i < k, observaciones independientes de k muestras independi-
entes con pardmetros de posicion p; y matrices de escala X; que satisfacen el modelo (3.1.1) con B8 =1,,
o sea, ¥; = A; = diag(Ni1, ..., Nip). Supongamos que A1 > ... > Ayp. Sean; =7,N con0 <1, <1 y
Zle T, = 1.

Sea V; un estimador robusto de la matriz de escala X;, afin equivariante, que cumple A.1y A.2
donde C; puede descomponerse como en (3.3.3), y sean \;; estimadores robustos consistentes de \;j,
1<i<k, 1<j<p _

Sea B = (B4,...,8,) € O, un estimador consistente de 3 solucion de (3.3.1). Entonces, tenemos
que

a) f; = VN(B;; —1) = 0.

b) Em = Nfi'jm para 7 < m tiene distribucion asintotica normal con media 0, correlaciones 0 y
varianzas dadas por:

k k —2
(Aim — Nij)? (Aim — Aij)?
[X_Z TN P |

1=

Esta es también la distribucion asintdtica de —fjm.
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El siguiente teorema describe el comportamiento asintotico de los estimadores PI de los autovalores
de cada poblacion.

Teorema 3.3.2. Sean X;1,...Xip,, 1 < i < k, observaciones independientes de k muestras independi-
entes con pardmetros de posicion p,; y matrices de escala 3; que satisfacen el modelo (3.1.1), o sea,
3, =BAB" con A; = diag(Mi1, ..., \ip). Sean; =7,N con0 <7, <1 y Zle 7, =1.

Sea V; un estimador robusto y afin equivariante de la matriz de escala 3; que cumple A.1. Sea Kz

definida por (3.3.2) donde Be Ow) y \/n_,(a — B) = O,(1). Entonces, se tiene que
n;vec (K, - Az) i) N(O, W7,>

D . : o . . N,
donde — indica la convergencia en distribucion y W; es la matriz de covarianza asintotica correspon-
diente a los elementos diagonales de \/n;(B"V;3 — A;).

En particular, si C; cumple (3.3.3), tenemos que

ASVAR (’)\\U> = (20’1‘1 + 0'2'2))\2

ij 1<j<p

ASCOV <:\\ija sz) = UiQ)\ij)\im para m 7& j .

Como fue observado en Boente & Orellana (2001), si las k poblaciones tienen distribuciones elipticas
que difieren sélo en sus matrices de escala y parametros de posicién y si se considera el mismo estimador
de escala para cada poblacion, la eficiencia asintotica sera la misma para todas las poblaciones, o sea,
0;1 = 01y 00 = 09, para todo i. Por lo tanto, la eficiencia de los estimadores de los autovalores
obtenidos por (3.3.2) y de las direcciones comunes solucién de (3.3.1) son las mismas que en el caso de
una poblacion.

3.3.2. Estimadores robustos bajo el modelo CPC: Enfoque de projection—
pursuit

En la Seccion 2.4 del Capitulo 2 definimos estimadores robustos de las componentes principales para
el caso de una poblacién utilizando técnicas de projection—pursuit. Con estas mismas ideas, Boente &
Orellana (2001) definen estimadores robustos bajo el modelo CPC de los autovectores comunes y de los
autovalores de cada poblacion.

Sean X; = (Xi1,.-.,Xin;), 1 <1 < k observaciones independientes de la poblacién i-ésima, 1 <i <k
tales que x;; tiene distribucién F; con pardmetro de posicién p; y matriz de escala 33; que satisfacen el
modelo cpcC. Sin pérdida de generalidad, supondremos p,; = 0.

En caso de existir segundo momento y si 3; es la matriz de covarianza de la poblacién i—ésima se
tiene que, para todo a € IR?, var(a'x;;) = a’BA;("a, 1 < i < k. Luego, el primer autovector comtn (3,
puede obtenerse maximizando S.F_, 7var(a™x;;) sobre los vectores a € IRP con |ja]| = 1, siendo 3, el
autovector comun asociado al maximo autovalor de Zle T;23;. Si consideramos direcciones ortogonales
a 3,, el segundo autovector puede obtenerse de la misma forma y asi podemos seguir con los demas.
Notemos que los autovalores de la i-ésima poblacién pueden ser escritos como 373;3;. Resulta entonces
natural definir los estimadores PP bajo el modelo cPC de la siguiente manera.

Definicién 3.3.1. Sean X; = (X;1,...,Xin,), 1 < i < k observaciones independientes de la poblacién
i-6sima, 1 <4 < k tales que x;; tiene distribucién F; con pardmetro de posicién p; y matriz de escala
3}, que satisfacen el modelo cpC. Dada s una escala univariada, siguiendo la notaciéon de la seccién
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2.4, llamaremos s,,(a"X;) al funcional s evaluado en la distribucion empirica de a™x;1, ..., a"X;,,. Sea
7, =ni/N, 1 <i <k, donde N = Zle n;. Definimos los estimadores de projection—pursuit (PP) de
las direcciones principales comunes, 3. asociados al funcional de escala s (o al estimador de escala

univariado s, ) como

j7S

k

BLS = argmaxZTisii(aTXi) (3.3.4)
llall=1 i=1

R k

Bjs = afgmaXZnSi,-(aTXi) 1<j<p (3.3.5)
aEC]' i=1

siendo C; = {a € IR? / ||a|| = 1,aTB,37S =0 V1</¢<j—1}. Lospesos 7; se incluyen para adaptarse
a los distintos tamanos de muestra. Los estimadores de projection—pursuit (PP) de los autovalores de
la i—ésima poblacion se definen como

Xz'j,s = Sii (B;,in) . (3.3.6)

Se obtiene una solucién diferente si, en cada paso, en lugar de maximizar se minimiza.
Los estimadores 3, ; seran llamados estimadores robustos PP de las direcciones principales bajo el

modelo CPC. Los ejes principales comunes pueden ser reordenados de manera tal que Ajj g > -+ > Ajps.
Finalmente, el estimador robusto PP de la matriz de escala de la i—ésima poblacién bajo el modelo
CPC puede definirse como

P
Vis = Z NijsBsBis - (3.3.7)
j=1

3.3.3. Funcional Asociado a los estimadores de projection—pursuit

En esta seccién definimos el funcional asociado a los estimadores definidos en la Definicién 3.3.1 y
damos condiciones para que sean Fisher—consistentes.

Definicién 3.3.2. Sean x1,...,Xy, k vectores aleatorios independientes, tales que x; ~ F; donde F;
tiene parametro de posicién p; y matriz de escala 3; que satisfacen el modelo CPC. Sea F' = F} x...x F
y s un funcional de escala robusto univariado. Denotemos por F;[a] a la distribucién de variable aleatoria
unidimensional a"(x; — y;), donde a € IR. Sea

pla) = > s (Fla))

Definimos las s—direcciones principales comunes 3, = 3, ,(F) y los respectivos s—autovalores de cada
poblacién A;;s = Aijs(F') como

k
Brs = argmax ) 7s° (Ffa]) = argmaxp(a) (3.3.8)
lall=1" =4 llal|=1
k
Bjs = argmaXZTiSQ (Fila]) = argmaxp(a) 2<j<p (3.3.9)
acC; i=1 acC;

Nijs = S(F[Bj]) 1<j<p 1<i<k (3.3.10)
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donde C; ={a € IR": |a|| =1, a'8,,=0V¥1</{<j—1},0 <7 <1 son nimeros fijos tales que

Zf:l 7 =1L

iy . : _\P T
También definimos la s—matriz de escala como V,; ¢ = i1 )\ij,sﬁj’s,@j’s.

Proposicion 3.3.1. Sean x;, 1 < i < k, vectores independientes con distribucion eliptica F; con
pardametro de posicion p,; y matrices escala 3; = C,C} = BA;8", es decir, X; cumplen el modelo CPC.
Sea s un funcional robusto de escala, equivariante bajo transformaciones de escala y F' = F} X - -+ X F}.
Supongamos que

i) x; = p; + C; z; donde z; tienen la misma distribucion esférica G para todo 1 < i < k.
i) s(Gle]) = 1.

Si ¥ =S¢ | 7% no tiene autovalores mailtiples, entonces , el funcional B,(F) = (B1s(F), ..., B,s(F))
definido por (3.3.8) y (3.3.9) y el funcional \;js(F) definido por (3.3.10) son Fisher—consistentes, es
decir, B,4(F) = B; y Aijs(F) = \ij donde las direcciones comunes B; de X; se ordenan de modo que

k
Vi > ...>Vp CONVj = Zi:l Ti)\ij-



Capitulo 4

Comportamiento asintotico de los

estimadores de projection—pursuit para el
modelo CPC.

En este capitulo, vamos a obtener las propiedades asintéticas para los estimadores definidos en
(3.3.4), (3.3.5) y (3.3.6). Las demostraciones siguen las ideas utilizadas para probar los resultados dados
por Cui, He & Ng (2003), presentados en la Seccién 2.4.2. Comenzaremos recordando algunos objetos
alli definidos:

» HJa] indica la distribucién de la variable aleatoria z'a cuando z ~ H.

= s es un funcional de escala fijo, utilizado para construir los funcionales y los estimadores de
projection—pursuit definidos en la Seccion 3.3.2,

= s, denota al estimador robusto de escala univariado asociado a s, o sea, s,(Y) = s(F},y) donde
Y = (y1,...,Yyn) s una muestra de variables univariadas y F,, y es su distribucién empirica.

En adelante, para facilitar la notacién, cuando no se preste a confusion, omitiremos la dependencia
de s en los estimadores de las s direcciones y tamanos dados en (3.3.5) y (3.3.6). Ademads, dado un
funcional robusto de escala univariado s(-) : F; — IR>, para cada a € IR” fijo definimos el funcional
Sa : Fp — IR>o haciendo s,(H) = s(H|[a]).

De ahora en més, supondremos que, para 1 < i < k, X; = (X;1,...,X;p,) son i.i.d con distribucién
F; fija. Por simplicidad de notaciéon, indicaremos por:

" G, : [R” — IR a la funcién g, (a) = s,,(a"X;) = s(Fy, arx,) donde F,, arx, es la distribucién
empirica de a'X;1,...,a" X, v a'X; = ('X;1, ..., 2" Xy, ).

= Andlogamente, g;(a) indicard a ¢;(a) = s,(F;) = s(F;[a]).
» ¢;(a) denotard la derivada con respecto de a de la funcién ¢; : IRP — IR
" ¢, (a) indicara la derivada de ¢,,(a) con respecto a a, en caso de existir.

Para cada 1 <i < k, llamaremos h;(x, a) a la funcién de influencia del funcional s,, definido en (2.4.4),
evaluado en la distribucién Fj, es decir,

hi(x,a) = IF(X, 8a; F}) = sa(F}) IF(x'a/sa(F),s; Fia) ,

21
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donde F;, es la distribucién de a"x/s,(F;) cuando x ~ Fj. Si bien sélo nos interesa el caso a € S,
consideraremos a h;(x,a) como funcién de a € IRP para facilitar la diferenciacién, como en la Seccién
2.4.2.

Recordemos que los estimadores de definidos en (3.3.4) se obtienen maximizando, sobre ||a|| = 1, la
funciéon

= Zr i (a), (4.0.1)

donde N = Zle n;, 7, = n;/N, mientras que los funcionales dados en 3.3.8 hacen lo propio con

= Zm?(a) : (4.0.2)

Definamos 7y, y Vs cOmo

~

Um = MéXaec,, pn(a)

VUms = méXaGCm p<a)

donde C,, ={a € IR? / ||a|| =1, a'B, =0Vi= L,2,....m—=1}yC,={ac IR’/ |a| =1, a'B;,=
0Vi=1,2,...,m — 1}, respectivamente.

A continuacién, enunciaremos una serie de supuestos bajo los cuales estudiaremos el comportamiento
asintéticos de los estimadores PP de los pardmetros del modelo cpPC definidos en el capitulo anterior.
Como antes, conciernen al funcional de dispersion tanto en las distribuciones que generan los datos
como en diferentes empiricas.

S1: La funcién h;(x,a) es continua en ambas variables, o sea [F(u, s; G) es continua. Ademds para
cada x fijo, es diferenciable a trozos, en el siguiente sentido: existe un entero m; y una partlclon
{R(Z (x), j=1,...,m;} de IRP tal que h;(x,a) es diferenciable en a en el interior de cada R ( ).
Por ltimo se Cumple

E (SUPaes,, h? (%1, a)) < 00.

=

S2: El siguiente desarrollo g,,(a) — g;(a) = n; " > ity hi(xi5,a) + 0, (n; 2) vale uniformemente en

ac S, con Ehi(x;,a)=0y E (SUPaesp ]hi(xi,a)|> < 00.
S3: Supondremos que ¢;(a) es diferenciable con derivada continua ¢;(a).

S4: La derivada ¢,,(a) de g,,(a) con respecto a a existe en casi todo punto a € S,. Mas an,
_1
gnl( )_gl _n 1Zh* Xz]7 +Op( 2)

uniformemente en a € S, con h} tal que

i) Eh}(x;,a) = 0 para todo a € IR?
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ii) E (supaesp |hf(xi,a)|) < 0.

S5: Para cada x fijo, la funcién h}(x,a) es continua en a y diferenciable a trozos, en el siguiente
sentido: existe un entero ¢; y una particién {Tj(l) (x), g =1,...,4;} de IR? tal que h}(x,a) es

diferenciable en a en el interior de cada 7}(%’) (x).

S6: La familia de funciones H; = { f(x) = hi(x,a) a€ S,},1 < i < k, es acotada y tiene nimero
de cubrimiento ! N(e, H;, L*(Q)) < Ae™™ 0 < e < 1 para toda probabilidad Q.

La condicién S2 es una representacién de Bahadur uniforme para los estimadores de escala y, como men-
cionamos, se verifica para la mayoria de los M —estimadores de escala. En la mayoria de las situaciones
h:(x,a) = (8/da)h;(x,a) = hi(x,a), pero no se impone esa restriccién para facilitar la verificacién de
S4. R
El siguiente Teorema muestra que si el funcional asociado es Fisher—consistente, los estimadores 3,,

¥ Aim de las direcciones comunes y los tamaiios de cada poblacién definidos en (3.3.5) y en (3.3.6) son
consistentes.

Teorema 4.0.3. Sean X; = (Xi1,...,Xin,) independientes e idénticamente distribuidas, 1 < i < k,
tales que x;; ~ F;. Supongamos que las matrices de escala X; de F; cumplen el modelo CPC, o sea,
3, = BAB". Sean B, = Bs(F) ¥ Nims = Aims(F) los funcionales definidos en (3.3.9) y (3.3.10).
Sean Bm Yy Nim los estimadores asociados definidos en (3.3.5) y (3.3.6), respectivamente. Supongamos
que Vg > Vog > ... > Vg para algin q < p y que B,, ¢ son tnicos salvo cambios de signo. Bajo las

condiciones S1 y 82, se cumple que para 1 < m < q, ,@m NN Bms Y sz £, Aim,s, para 1 <1 < k.

Recordemos que que si las distribuciones F; verifican las condiciones de la Proposicion 3.3.1, 3, ¢
resultan ser los autovectores de las matrices de escala 3; y por lo tanto, los estimadores son consistentes
para los autovectores comunes de las matrices de dispersion de las k-poblaciones, como se deseaba.

Para obtener una expresion para la distribucion asintética, definamos

= gi(x,8) = 26G(B) hi(x, 8) + 2G(B) hi(x,B8) 1<i<k

= Wy = N2 DT 8% Brns)

» Py =1, - Z;n:l /Bj,s [3;3 la matriz de proyeccion sobre el subespacio < BLS, o ,,3m7S >+
= Bjm = B85 0(Brs) In + B P(Brns)"

= Ay =Pt 5(Bns) = Brus HBms) Ly = X7 Bis #(Bns)Brns B

= En forma recurrente, podemos definir para 1 < m < ¢, Z Zm A iBjnZi + AP u,,
donde Zg = 0 y suponemos la existencia de AL

Claramente, Z,, puede ser representado en la forma Z,, = Z;”:_Ol C;nu;, donde las matrices Cj,,
estan determinadas por A,,, Bj,, y Pn1.

" &%) = X1 Con (%, By
= n(¥) = 23N {Bi(%,Be) + 275" B1u6i(Br) B (L €00(X)) |

La definicién del nimero de cubrimiento puede verse en Van der Vaart & Wellner (1996).
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Teorema 4.0.4. Bajo las condiciones del Teorema 4.0.3, si ademds también se verifican las condiciones
S$3,84, S5y S6, si las matrices A,,,, 1 < m < q, son no singulares, tenemos que

kK n;
By~ Brs = %;;si,m@mopw%)

1

- 1 & 1
Aim — Aims = . Z; Nism (Xij) + 0p (1 %)
=

Como consecuencia del Teorema 4.0.4, la distribucién conjunta de

Nﬁ%(31 - ﬁl,sa e 7//6\11 - ﬁq,s7/):1 - )‘LS? s ’/):‘1 - )\q,s)

converge a una distribucién normal multivariada con media 0 y matriz de covarianza dada por

Covp (6(X), ..., &X) ..., m(X),...,1,(X) ).

4.1. Consistencia

En la demostracién que haremos del Teorema 4.0.3 probamos también la consistencia de 7,,. Si bien
estos estimadores no son de interés estadistico, seran utilizados para demostrar la consistencia de los
ejes principales y sus correspondientes tamanos. El siguiente resultado es de crucial importancia en esta
Seccidn.

Lema 4.1.1. Sea f,, una sucesion de funciones aleatorias. f, ' S, — IR y sea f:S, — IR wuna
funcion tal que

sup | fu(a) = f(a)] = op(1).

aESP
SZ lldmamos
\%Y% = ar méxi a
" gaesp n( )
w = ar HléXf a
gaesp ( )’

donde, tanto f, como f son continuas y w es el inico mdrimo de f en S, entonces:
w, —w = 0,(1).
Demostracion. Tenemos que

[f(wn) = f(W)] < [f(Wn) = fu(Wa)| + [fu(Wn) — f(W)] < sup |fu(a) — f(a)] + [fn(Wn) = f(W)|

acsS,
Ahora bien, supongamos que |f,(w,) — f(w)| = fu(w,) — f(Ww) como f(w,) < f(w) luego
| fo(wn) = (W) = fa(Wa) = f(W) < fa(Wa) = f(wi) < sup |fu(a) — f(a)] = op(1).

acsS,

Si por el contrario, |f,(w,)— f(w)| = f(w) — fu(w,) vale también que |f,(w,) — f(w)| <
sup [fu(a) = f(a)] = 0,(1), conlo cual |f(wy) = f(w)| = 0,(1).

acsS,
Veamos que si f(w,) — f(w) = 0,(1), entonces w,, —w = 0,(1). Para ello, notemos que la sucesién
de vectores aleatorios (w,,),>1 verifica
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1) Rigidez: toda subsucesion de (w,),>1 tiene una sub-subsucesién débilmente convergente. Esto
es debido a que (W,),>1 es una sucesién de vectores aleatorios tomando valores en la bola p-
dimensional §,, compacta.

2) Siendo f continua y w su unico méximo, la sucesiéon (w,),>1 tiene a w como tdnico punto de
acumulacién. En efecto, sea (w,, )r>1 una subsucesiones de (w,),>1 débilmente convergente:
W, — «, siendo « una variables vector tomando valores en la bola S,. Como f es continua,
resulta que f(w,,) — f(a). Por otra parte, tenemos que f(w,, ) — f(w), de donde concluimos
que P(f(a) = f(w)) = 1. Finalmente, siendo w el tinico méximo de la funcién f, tenemos que
P(a = w) = 1, garantizando asi que w es el tinico punto de acumulacién.

De 1) y 2) obtenemos que w, —w = 0,(1). O

Observacion 4.1.1. Mds generalmente, hemos demostrado que si f es continua en un compacto K con
tnico mdzimo en w y (Wy)n>1 €s una sucesion de elementos aleatorios tomando valores en IC de forma
tal que f(w,) — f(w) = 0,(1), entonces w, —w = 0,(1).

Para probar la consistencia de los estimadores, vamos a necesitar una expresion para py(a) — p(a)
analoga a la dada por el supuesto S2.

Proposicion 4.1.1. Bajo la condicion 82, vale que

pr(a) = pla) = N3 26(a) Y il a) + 0,(1),

J=1
uniformemente en a. Mds ain, bajo S6 tenemos que

uz

k
px(a) = pla) = N3 26(a) D hilbxijia) +0,(N %),

=1
uniformemente en a.

Demostracion. Recordando las definiciones para py(a) y p(a) dadas en (4.0.1) y (4.0.2), respectivamente,
basta estudiar el comportamiento de ¢2 (a) — ¢?(a) para cada i = 1,... .k, valiéndonos de la condicién
S2

I -3
(@) —si(@) =n; "> hi(xij,a) + 0p(n; 2)
j=1
uniformemente en a € S,. Notemos que

(@) —</(a) = {,(a)—q(@)} {a(@)+q(@) } (4.1.1)

Ademas, para cada 1 < ¢ < k,h;(x,a) es uniformemente continua en a € S, compacto, lo que
garantiza usando que E h;(x;;,a) = 0 y el Teorema 2 de Pollard que

1
sup —
acsS, M

Z hi(Xija a)‘ = Og)u)-
j=1
Por lo tanto, usando la condicién S2 resulta que

w(@) —G(a) = of)(1) +o,(n; *) =0l (1), (4.1.2)
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uniformemente en a € S,. Més aun, bajo la condicién S6

() = i(a) = Op(n; *)
uniformemente en a € S, de donde

1

(@) +6i(a) = 26(a) + Op(n; *)

uniformemente en a € S,. Reemplazando la dltima expresién en (4.1.1), nos queda
_1 _1
(@) —<f(a) = 2g(a){e,(a) —q(a)} +o,(n; ?) = 2(a Zh Xijia) +op(n; *) . (4.1.3)

Multiplicando el miembro izquierdo y derecho de (4.1.3) por 7; y sumando en i = 1,...,k, obtenemos
el resultado buscado

k

py(a) = pla) = 3 7isi (a) = Y 7 22@ Zh xijia) + 0,(N %) .

i=1
Demostracion del teorema 4.0.3.
Etapa 1. Consistencia de Bl

Recordemos que B, = argmax,es, py(a) v Bis = argmax,cs p(a). Para poder aplicar el Lema
4.1.1, sea fy = pn v f = p. Veamos que

sup |ow(a) — pla)] = 0,(1) . (4.1.4)

acS,

A tal efecto, por la Proposicién 4.1.1, tenemos que
k ng
1
on(a) = pla) = S m2a(@nt > hilxiia) + 0,(NH)
i=1 j=1

uniformemente en a. Ademas, vimos que para cada 1 <i < k

Por ltimo, recordando que ¢;(a) es una funcién continua en la bola S,, tenemos que

sup |pn(a) a)l < 227Z ClZO(Z )+ 0,(N %) =0,(1),

aEesS,

donde ¢; = maxaes, si(a), con lo cual sup [py(a) — p(a)| = 0,(1), lo que muestra (4.1.4). Como py(a)
acS,

y p(a) son continuas y B, ¢ es el tinico maximo de p(a) en S, entonces, por el Lema 4.1.1

//6\1 - /Bl,s = Op(1> )

tal como queriamos demostrar.
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Observacion 4.1.2. Notemos que gracias a (4.1.4) obtenemos la consistencia de Uy ya que
S — z o 7 < 7 o — 1 )
71 = 1sl = [mdx py(a) — max p(a)] < max|py(a) — pla)] = 0,(1)

Observacién 4.1.3. Como py y p(a) son funciones continuas en S, podemos usar indistintamente
sup [px(a) — p(@)| 0 méx|ox(a) - pla)|
acop

acS,

Etapa 2. Consistencia de 7, Definamos fi(v) = IsnaxL p(a). Por la continuidad de p(a) resulta
acop, alv

que f1(v) es continua en la variable v. Ademas,

fl(ﬁl) = l2s
fi(By) = aegé;i . p(a).
Luego
7ol = | mix py(a) = mix pa)l = | mix py(a) - B+ £1(B) — fiBrg) <
aeglax lon(a) — p(a)| + | f1(B)) — f1(Brs)| < g%%ﬂﬂzv(a) — p(@)| + [ £1(81) — f1(Brs)] = 0,(1) ,

ya que py converge uniformemente a p en S, (4.1.4), ,@1 es consistente para 3,y fi es continua.

Etapa 3. Consistencia de 3,
Tomemos < B ¢ >l = < ay,...,a, > de forma tal que {Bis az,..., a,} resulte una base
ortonormal de IR? , para escribir

p
By =< By, Bis>Bis+ > <PBpa>a = b, +bs,
=2

con < 51 s b2 >= 0. Como 62 maximiza py entre los elementos de S, ortogonales a [31, sabemos que

< 61,62 >= (0 y entonces
/C\l =< ,62,,81’5 > =< 1627ﬁ1,s - ﬁl > = Op(l)

pues ||Bz|| =1y [31 B1s = 0,(1) por la consistencia de ,81
Como ||3,]| =1y ¢ — 0, tenemos que ||bs|| — 1. Pongamos entonces

62 = /61,5 + 2 by )

con ¢y = ||bs|| — 1. Ademés,
By —by =By —by+ by — byt =Py —bals+by (G —1) =0 B4+ by (& — 1) = 0,(1)

yvaque ¢ — 0, g — 1y HBQH = 1. Luego, la consistencia de BQ quedard demostrada si probamos
que b, — By = 0,(1). Como bs, Bys € S,N < By >t=Cyy By es el tinico maximo de p restringida
al compacto Cs, por la Observacién 4.1.1 basta verificar que p(by) — p(Bas) = 0,(1), hecho que se
desprende de la siguiente desigualdad

p(b2) — p(Bas)| < |p(b2) — p(Ba)l + [p(Ba) — px(Ba) + |pn(Bs) — p(Bas)] = 0,(1)

pues
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1. p es uniformemente continua en Cy y B, — by = 0,(1).

2. sup lov(a) = p(a)] = op(1).

3. pN(BQ) — p(Bys) = Vs — Va5 = 0p(1), como vimos en la Etapa 2.

Etapa 4. Paso iterativo R

Gracias a las etapas anteriores, vimos que 3,, — B,,s = 0,(1) 1 < m < 2. Si ahora repetimos el
procedimiento hecho en la Etapa 2 adaptando la funcién f; convenientemente, tendremos la consistencia
de 73 y luego, repitiendo el procedimiento hecho en la Etapa 3, se obtiene que 85 — B34 = 0,(1). Se
sigue asi con el resto de los Bm — B,us> en la medida que podamos garantizar que p en el espacio Cy,
s6lo se minimiza en 3,, ¢
Etapa 5. Consistencia de Xij

Con la notacién introducida en este Capitulo, tenemos que

=52 (B, X)) =<2 (Bn) s Aims =S (Fi[B,]) = Z(B,)-

En la demostracién de la Proposicién 4.1.1, vimos que ¢,,(a) — ¢;(a) = oj(f)(l) uniformemente para

~

a € S, y ya hemos demostrado consistencia de 3,,, para m < ¢. Podemos entonces concluir que
Aim — Aims, paral<i<k 1<m<gq.O

4.2. Distribucion Asintotica.

Queremos buscar una recurrencia para 3,, —3,, s mediante la cual podamos encontrar, iterativamente

la distribucién de v N (,@m — B,.s)- Para eso, muy pacientemente, vamos a demostrar una serie de
identidades y propiedades, las cuales nos permitiran encontrar dicha recurrencia y el desarrollo dado en
el Teorema 4.0.4.

Comenzamos con la siguiente propiedad que nos dara una expresién analoga a la condicién S3 del
enunciado para py(a) — p(a).

Proposicién 4.2.1. Bajo las condiciones S2 y 83 vale que

pria)—pla) = Dom(2(a *lzh*x@,, )+ 26(a)n ! D ki) +op(N7H)

= Zzgz xij,a) + op( N7%),

=1 j=1
umformemente para a € Sp.

Demostracion. Poniendo py,(a) =<2 (a), pi(a) =</ (a), y usando nuevamente que

(@) — qi(a) = n; Zh Xij, @) + 0y(n; *)

Yy que
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uniformemente para a € S,. Vamos a buscar una expresién para p,, (a) — p;(a). Por la regla de la cadena,
tenemos pp.(a) = 2¢,,(a)¢,,(a) v pi(a) = 2¢(a)¢;(a). Luego
Pn; (@) — pi(a) = 2{ g, (a) <y, (a) — gi(a)g;(a) . Sumando y restando 2¢;(a)g,,(a) obtenemos

pn,(a) = pi(a) = 26, (a) [6n; (a) = ()] + 26:(@) [6n: (a) — i(@)].

Sumando y restando 2¢;(a)[s,,(a) — ¢;(a)] en la tltima igualdad, nos queda

pu() = fi(a) = 0,(n; *) + 26 ()6, (a) — ()] + 24 (a) <, (a) — si(a)],
donde )
op(n; *) = 2[en, (a) — si(a)][n, (a) — i(a)]-
Por lo tanto, usando las condiciones S2 y S3 obtenemos

g

pni(a) — pi(a) = 2g(a Z i (xi;;a) + 2¢;(a)n; ! Z hi(x;5;a) + Op(ni_%) (4.2.1)

j=1

uniformemente en a € §,. Luego

pv(@) —pla) = Y 7ilpn(a) — pi(a))

i=1
k g
= D_ril2si(a Zh*xw, )2 (@) 1Y hilxiga)] + 0, (N72)
i=1 j=1
k
SR 9) S TIERNIE
=1 j=1

uniformemente en a, como queriamos probar. [J

Ahora vamos a buscar la primera de las identidades necesarias para la_demostracion del Teorema
4.04. Sea g(u) = u'u—1, entonces S, = {u € IR" : g(u) = 0}. Como B, = argm%xpN(a) , por la
acdy

teoria de multiplicadores de Lagrange, sabemos que existe un nimero real j; tal que

pN(Bl) = 2/“/@1-

Si reemplazamos el lado izquierdo de la igualdad utilizando la expresién para pn encontrada en (4.2.1),
obtenemos

k  ng
p(By) + N7 Z Z gi(xij, B1) = 2mpB. (4.2.2)
i=1 j=1
Definamos para 1 <m <p 13m+1 =1I,- Z;nzl B]B; , la matriz de proyeccién sobre < Bl, e ,Bm >+

por lo tanto f’g,@l = 0 . Multiplicando a ambos lados de la igualdad (4.2.2) por f’g, y despejando nos
queda

2 [p(al)JrN_lZigi(Xij,Bl)] = 0.

i=1 j=1
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En general, para un m arbitrario 1 < m < p, por la definicién (3.3.4), Bm = argmax,cc, pn(a),
siendo C,, = {a € IR" / ||la]| = LaB, =0vV1<i<m-—1 }. Luego, si definimos t;(u) = B;u,
1 <j < m —1, resulta que podemos reescribir el conjunto C,, en términos de las funciones ¢; y de la
funcién ¢ en la forma C,, ={a€ IR’ /t;(a) =01 <j < m—1 A g(a) =0} . Luego, nuevamente
por multiplicadores de Lagrange, tenemos que existen i1, ..., i, € IR tales que

-~

o (Br) = 11t (Br) + -+ e rfm1(Bn) + 11md(B,)

como tj(a)=a para 1<j<m-—1 y g(a)=2a resulta

3

-1

,ON(Bm) B + 2/vLmBm

7j=1

Usando nuevamente la representaciéon para py dada en la Proposicién 4.2.1 tenemos que
m) + V" 122& Xijs B) + 0p(N73) Zuﬁ + 2B,
=1 j=1

Con lo cual, como f’mﬂ Bj =0 1< 7 <m, multiplicando a ambos lados de la igualdad anterior

por 13m+1, nos queda
P, [p(ﬁm) NS g, ﬁm)] — 0. (4.2.3)
i=1 j=1
La ecuacion (4.2.3) tiene su versién asintdtica, para ver eso, necesitamos el siguiente Lema.

Lema 4.2.1. Bajo las condiciones del Teorema 4.0.4 valen las siguientes igualdades:

i) pn(Bu) = pn(Buns) — p(Br) + p(Brs) = 0,(N73)

~

i1) 5(Bu) + N Y (i, B) — {p(Be) + N TE S S i, Brs | =
H(Brns) B = Buns) + 0p([1Br = Brnsl) + 0p(N77)

Demostracion. Vamos a demostrar el item ii) del lema, el item i) sale en forma similar.

Bajo las condiciones puestas sobre g;(a), hf(x;a), ¢;(a) y hi(x;a), tenemos que {g;(x,a) : a € S,}
tiene entropia finita. Notar que ademas, F{g;(x,a)} = 0. Luego por la desigualdad maximal, la clase
de funciones es Donsker y por lo tanto

1
sup |_Zgz Xij,a) — 8i(Xij, b)| = op(n; *)

a,beS, la—b||<an T4

si ay — 0, de donde concluimos que

k
sup |ZTZ Z{gz X5, a gz<X137 )}| = Op(N_§> .

a,beSy |la—b|<an i=1
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Luego, la consistencia de Bm garantiza que
k  n; k. n;
~ _ ~ S . _1
(ﬁm)+N 122 gz(xwvﬁ {p _'_N 122 gi(Xij;ﬁm,s)} = p(ﬁm)_p</6m,s)+op(N 2) :
i=1 j=1 i=1 j=1

Por ltimo, expandiendo p(a) en su desarrollo de Taylor usando la continuidad de j(a), concluimos el
resultado deseado. O
Ahora si veamos la version asintdtica de la ecuacién (4.2.3).

Proposicién 4.2.2. Bajo las condiciones del Teorema 4.0.4 vale la siguiente igualdad

Pri1p(Bys) = 0 (4.2.4)

Demostracion. Gracias al item ii) del Lema 4.2.1 y a la consistencia de Em’s tenemos que
k n; N k n;
NN ilxiiB) = N7 YD il Bus)} + 0p(1)
i=1 j=1 i=1 j=1
Reemplazando esto en la igualdad (4.2.3), obtenemos la siguiente expresién
N N kK n;
Pt [3(B,) + NI gy B0} +op(1) = 0.
i=1 j=1

Debido a la expresion de g;, la ley de los grandes ntimeros, la continuidad de p y la consistencia de Bm,
tomando limite a ambos lados de la igualdad anterior, obtenemos la identidad buscada. O

Paralelamente, tenemos la siguiente relacion entre los estimadores de projection pursuit de las di-
recciones principales bajo CPC y las matrices de proyeccion

Lema 4.2.2. Bajo las condiciones del Teorema 4.0.4 se cumple que, para todo b € IRP

(Pmii = Prp)b = = (85bL, + 8,07 )(B, — B;) + O, [b] Y118, = Bisl? ). (4.2.5)
=1

=1

Demostracion. En efecto,

> (BibL, + B, b )(B; — B;s) = Zﬁ]sbﬁ ZﬁjsbﬁmZﬁjstﬁ Zﬁjst s =
Jj=1

Z< IBj,sab >B]+Z< Bjab >/8j7s_z< IBj,s’b >ﬂj7s_z< /Bj,svb >18j,s'
j=1 j=1 j=1 j=1

Por lo tanto,

> (BibL+ 8,0 )B; - B;) =D < Bieb >B,+> < B;b >8,,-2) < B;.,b > B,
J=1 j=1 j=1 j=1
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Por otro lado

(Prni1 — Poy1)b = Zﬁi,sﬁasb - ZBzBZb = Z < Bisb >Bis— Z < Bib > B
i=1 i=1 i=1

Sumando las dos ultimas igualdades, y, utilizando las propiedades del producto escalar, obtenemos

ST (BbL, + B b )(B; — B.) + (Prsi —Puy)b=>_ < B, B;..b > (8;, - B))
j=1

j=1

Por otra parte,
D < Bi=Beb > (BB = O [bllY_1IB: —Bil* )
Jj=1 i=1
En efecto, usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy- Schwartz, tenemos

1Y "< B;=Biub > B =Bl < D 1< By =Biud > (8s— By
j=1

j=1

< > 1B = BslbllB;s = 85l = D 18; = 8,4l°IIbll,
j=1

j=1
de donde .
||Z< B;—Bjsb > (B, Znﬂj—ﬂjﬁwnbll

como queriamos ver. En suma, demostramos que
> (BabL+ B, b )(B; = Bya) + (Puurt = Pusa)b = O( bl Y 118 — Bl )
j=1 i=1

de donde se deduce la igualdad (4.2.5) O

La préxima propiedad que vamos a desarrollar es la clave para construir una recurrencia para los
autovectores.

Proposicién 4.2.3. Bajo las condiciones del Teorema 4.0.4, se verifica

{Pm—i-lﬁ(ﬂm,s) - ﬁ:n,sp<18m,s>]:p - ﬁm,sp(ﬁm,s>T}(Bm - ﬁm,s) + OP( HBm - IBm,s H) =
m—1

Z { ’8;75 p(ﬁmﬁ) IP + ﬁj,s p(ﬁm,s)T } (B] - ﬁj,s) + N_% Pm+1 Uy,

j=1

m—1
+0, (Y 1B = Bigll ) + 0, (N72)
=1
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Demostracion. Por comodidad llamemos

-~

L= Perllé(ﬁm,s)(Bm - /Bm,s) - ﬁ;@,sp<13m,s)(//6\m - ﬁm,s) - ﬁm,sp(/gm,s)T(IBm - /Bm,s)'

Si sumamos y restamos P, P(Bm.s) (3,, — B,.s) en L obtenemos

L = (Pupt = Pui)) iBs) B = Bs) = B p(Br) B~ Bns)
/Bm,spT(/gm,s) (Bm_ﬁms)+Pm+1 p(,@ )(IBm_Bm,s)

Como (Ppyiy — Prj1) = 0,(1) el primer sumando de L es un op(||Bm — B,.sll)- Aplicando la igualdad
ii) del Lema 4.2.1 al tltimo sumando, obtenemos

o~

L = o8, — ms||)—5;';m(ﬁ B = Brs) — Brosh(Br >T(6m—ﬁms>

+ 13m+1 m) + N Zzgz va —{p(Bms) + N” ZZgZX”’ m.s)

i=1 j=1 i=1 j=1
3 _1
+ 0p(||/3m_6m,s||)+0p(N 2)‘

Ahora bien, por la igualdad (4.2.3) tenemos que

k n;
]/-:\)m-‘rI p(/@m) + N_l Z Z gz(xljvam)]} = 0.

i=1 j=1

Luego usando la tltima igualdad, la definicién de 7; = n;/N y reordenando los términos, obtenemos

0p([1B,., - ms”)_’_OP(N_%) ~ (BrshBus)ly + Bush(Brus) ) B — Brs)

- ]-/Sm+1|: ms +N Zzgl Xl]’ ms]

=1 j=1

Si recordamos que u,, = —N "2 Zz 1 Z] 1 8i(Xij; B,,5), podemos escribir

~

OP(H//B\m - Bm,s”) + OP<N_%) - ( B:n,sp(ﬁm,s)lp + /Bm,sp(ﬁm,s)T )(Bm - ﬁm,s)
+ ]/-:\)m—&-lumN_% - f)m+1p(/6m,s)'

Luego, sumando y restando P, qu, N72 vy P, 10(8,,¢) a la tltima igualdad y usando (4.2.4) obten-
emos,

L = 0,(Bp— Busl) + 0p,(N"2) = ( Brrsh(Brms)ly + BrmshBuns)” ) Bun — Bins)
+ (iim+1 - Perl)umNi% + PerlumNi% - (istrl - Pm+1>p</6m,s)'

Por el Teorema central del limite u,, converge en distribucion a una distribuciéon normal y, por lo tanto,
es acotada en probabilidad, de donde al ser (P,,11 — P,,11) = 0,(1) resulta que

(f)m+1 - Perl)umN_% = 0P<N_%)'

Por lo tanto,

o~

0,18 — Bumsll) +00(N72) = ( BBy + Brnsh(Bins) ) B — Brns)
+ Pm+1umN7% - (iierl - Perl)p(ﬁm,s)'
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Usando el Lema 4.2.2 obtenemos

L=0,(1Bm — Bumsll) +op<N-%> —(BhshBrs)ly + Brsh(Bms) ) B — Brns)
P, u, N2 +Z B h (B )Ty + Biah(Bons) )B; — Bis) + Op(16(Brm ) D_11B; — Bl
j=1

7j=1

Usando que por S3 p es continua y, por lo tanto, acotada en S, y que H,@J — B¢l = 0,(1) obtenemos

m m—1
”p m,s HZHﬁ IBJSH ZHB ﬁ]sH _Op ZHIB IBJSH +OP(H/8 msH)>
de donde
(Perlﬁ(le,s) - B:n,sp(/gm,s)]:p - Bm,sp(/gm,s)T)<l/B\m - Bm,s) + Op( “I/B\ - Bm,s H) =
m—1 m—1
> (BisbBus)ly + Biop(Brns) By = Bie) + N Punpatin +0,( D 1B = Byl ) +0,(N72)
j=1 J=1

lo que concluye la demostracion. O

Usando la Proposicién anterior, demostraremos la siguiente identidad.

Proposicién 4.2.4. Bajo las hipotesis del Teorema 4.0.4

m—1
Am(/@m_lgm,s)+0P(|llam_/6m,s||) = ZBJW<B] _/Bj,s)
=1

m—1
_1 3 _1
+ NPy + 0,00 18, — B;4ll) +0,(N72) (4.2.6)
=1
donde
Am = Pm+1p(/6m,s) - IBm sp Z /61 sp ms msﬁzs

Bjm = Ia},sp(ﬁm,s) P + /Bj,sp(/gm,s)T

Demostracion. Como Py, 11p(8,,s) = 0, tenemos que

Z Brns)iBis > B (4.2.7)

Luego usando la Proposicion 4.2.3 bastara mostrar que
/67Tn(lgm - ﬁm,s) = Op(Hﬁm - ﬁm,s”2)'
Primero notemos que como Em Y Bins € Sp,

HIBm - /Bm,sH2 = < ﬁm - /Bm,swgm - ﬁm,s >= 1-2< /Bm,sHBm > +17
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con lo cual,

i ||/8m - /6m,s||2
5

< ijs,fim >=1 5

y por lo tanto,

ﬁ:n,s<lam_/6m,s) = </6m,s7Bm_IBm,s > = <16m,s_//6\m73m_16m,s >+ <Bm7§m_18m,s >

= _H/@m - /Bm,sH2 +1-< Bm,s’ﬁm >

~ _ 2
B Bl 1 (o P sl
_ _IBu =Bl
_ BB

Es decir, B,4(B,n = Bins) = Op([1B1 = BunslI?), con lo cual

ﬂ:n,s(l@m - /Bm,s) = OP(”Bm - /Bm,sH) (428)

lo que concluye la demostracion. O

De la tdltima identidad podemos deducir la siguiente Proposicion.

Proposicion 4.2.5. Bajo las condiciones del Teorema 4.0.4 se cumple

o
b)

Bl - /81,s = Op(N_%>

Bm - IBm,s = OP(N_

SIS

)

Demostracion.

a)

De la identidad (4.2.6), para m = 1 obtenemos A (8, — Bis) +0p( 18, — Bisll) = N=zPyu; +

Op(Nié ), de donde, despejando (Bl - :31,5) se tiene que (31 - /81,s) = Op( HBl - ﬁlsH) +
Al N=2Pyu; + op(N_% ). Como Pyu; converge en distribucién a una normal, resulta que
A7 N73 Pyuy = O,(N~2), de donde se deduce N2(B, — B,,) = N2 0,([|B, — Byl ) + O,(1) +
0,(1), es decir,

N2(B; — Biy) = Nio,([B; — Buall) +0,(1). (4.2.9)

Por lo tanto,

N By B [(m “Big) _ollBi=Bi)] _,

1B, =Bl 118y — Byl

Como (@1_51’5) - OP(Aﬁl_ﬁl’s)} 2,1, resulta que Nz HB1 — B4l = 0,(1) como querfamos
1B, =Bl 18,8yl ’

ver.

Veamos el paso iterativo, es decir veamos que si N3 ||B] —Bsll = O,(1), para todo 2 < j <m—1

entonces resulta que N2 | Bm -pB O,(1). En efecto, en la identidad (4.2.6), obtenemos

m,sH -

~

m—1
Ni(B, —Brs) = N20y([1B = Brsl) + > ALBN2(B; - ;)
j=1
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m—1
l —~
+ Pow, +N20,(d 118, = B;4l) +0,(1) (4.2.10)
7j=1

Como P, 11, converge en distribucién a una normal y usando la hipédtesis inductiva obtenemos
1 = 1 -~
NQ(/gm_Bm,s) = NQOP(||13m_/6m,S||)+Op(1)

Esta ultima ecuacién es andloga a la ecuacién (4.2.9), pero para N 2 (Em —B,n.s)- Luego procediendo
de igual forma que lo hecho para la expresién Nz (,@1 — B ) obtenemos que Bm —Bs = Op(N —2)
como queriamos. [J

~

Si despejamos (83,, — B,,s) en la igualdad (4.2.6) y usamos la propiedad anterior obtenemos la mas
importante de las identidades de esta demostracion. Tenemos que

B = Brms) = S AL By (B, —B,0) + N 2AI P u, +0,(N72),  (4.211)

~

a partir de la cual obtenemos la expresién para (3

m — Bms) enunciada en el Teorema 4.0.4.

Nos resta buscar la representacion para sz — Aim,s- Como en Cui, He & Ng (2003) tenemos que,
para cada 7,

2 (B) = 2.(Bums) — 2 (B) + 2 (Bns) = 0,(n;

NI

),

de donde resulta que

[

o~

Dim = Aims) = $2(Br) = 2 (Bns) = 2 (Bums) + 52 (Brn) — 262(Bps) + 0p(n; ?)

= gr%i(ﬁm,s) - §i2</8m,s> + g?(lém) - g?(ﬁm,s) + Op(nz'_z)

Ahora bien, haciendo un desarrollo de Taylor para ¢? (,@m) — (B,,5), tenemos que

(/):zm - )\im,s) = §72u (/Bm,s) - giz(/gm,s) + 2gi(/6m,s)§‘T(/8m,s)(//6\m - ﬁm,s) + Op( ”I/B\m - Bm,s” ) + Op(n;%)

Usando que o,([B,, — Ball) = 0,(n; *) ¥ que (Byns) = /Aims obtenemos

~

i — Mima) = 2 (Bns) = 2(Brns) +2 v/ Nimest (Bons) B — Bns) + 0p(1:?)

Utilizando la representacion para <. (8,,s) — <7 (B,s) dada en la identidad (4.1.3) obtenemos

~

Nim = Aims) = 2/ Mims 'Y hi(%is5 Brne) + 2 v/ Nimsss (Bins) B — Brns)
j=1

=

+ op(n; *). (4.2.12)

Ademads trabajando en forma andloga a lo hecho con p para lograr la identidad (4.2.7), pero ahora
trabajando con ¢; se obtiene la siguiente expresién para </ (8,,)(8,, — Bum.s)

-1

ng(IBm,s)(//ém - Bm,s) = < éi(ﬁm,s)n@j,s > ﬁj,s(Bm - Bm,s)'

J=1

3
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Reemplazando esta ltima expresion en la identidad (4.2.12) obtenemos

~ 1

n; m—1
()\zm - Aim,s) =2 )\im,s {n;l Z hz(xzja Bm,s) + Z < é’i(ﬁm,s)?ﬁj,s > B;,s(ﬁm - IBm,S)} + Op(ni_z)'
j=1 j=1

~

De donde se deduce la expresién para (A, — Aims) enunciada en el Teorema 4.0.4.



Capitulo 5

Caso eliptico y unipoblacional

5.1. Caso eliptico

Bajo hipétesis de elipticidad sobre las poblaciones el desarrollo expuesto en el Teorema 4.0.3 puede
simplificarse y coincide con la expansién dada por Boente Pires & Rodrigues (2002) utilizando funciones
de influencia parciales. En esta seccion, veremos que esto ocurre.

En efecto, supongamos que x;, 1 < i < k, son vectores independientes con distribucion eliptica F;
con parametro de posicion p; = 0 y matrices escala ¥; = C,C; = BA;3", o sea, 3; cumplen el modelo
CPC. Supongamos ademas que

a) x; = C;z; donde z; tienen la misma distribucién esférica G' para todo 1 < i < k.
b) s(Gp) = 1, donde Gy = Gleq]

c) ¥ = > ., 7;%; no tiene autovalores multiples, es decir, 14 > ... > v, donde v; es el i-ésimo

autovalor de 3.
d) La funcién (e,y) — s((1 —€)Go +€A,) es dos veces diferenciable en (0, y).
Bajo estos supuestos, 8,, s = B,,, Aims = Aim- Ademas tenemos
a) (a) = s(Fi[a]) = vVa'3,a
b) ¢(a) = {a" X, a}_% Y, a

c) hi(x,a) =1IF(x,sa; F;) = gi(a) IF *a ,s;Go | , ya que para todo a distinto de cero =4
Gi(a) a'y;a
tiene la misma distribucion Gy.
d)
: _ x'a x'a xg;(a) — x"a(a"S;a)"z 3, a
hi(x,a) = ¢(@Q)IF | —,s;Gy | +¢(a)DIF | —,s;G
) = S@IF (S si6) - atante ( s a) ( ok
x'a x'a Yaa'x
= ¢@)IF | —.s:Gy | +(@)DIF [ — .s:Gp | |x — — ,
B (Q(a) 0) & (9‘(&) 0) [ G(a)’ }

donde DIF(y,s; Go) indica la derivada de IF(y,s; Gg) con respecto a y. Evaluando cada una de
las expresiones en [3,, obtenemos

38
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a) gl(ﬁm) Y )\im

&) hi(x.8,) = o IF (jf_m . G0>

. xT x" "
d) hi(X, ﬁm) = v/ AzmﬁmIF (\/% , S; G()) —+ DIF ( i: , S; GQ) (Ip — ﬁm,@‘n)x
Por (4.2.11) tenemos que
N2(B, = Bu) = D AL B N2 (B, = B;) + A Py wy + 0,(1).
j=1

Para reescribir esta igualdad bajo el supuesto eliptico calcularemos A ! A-'By,, v A P, 11 u, en
funcién de las expresiones encontradas para ¢;(3,,), su derivada y para h; y su derivada.

Paso 1. Busco Al

Recordemos que

m—1
A =Pr1f(B,) = B p(B,) T — D B5 5(B) B 85,
j=1

por lo tanto, para encontrar a A,, calculamos p, p, p.
pla) = Y (@) = Y raSa = a'Ya
pla) =2 Zle T;3;a=2Xa
pla) = 2%
Evaluando estas funciones en 3,, obtenemos
p(B) = Yy Tidim = Vm
P(Bm) = 2vmBy,
p(By) = 2%
con lo cual, como ||3,,[| =1 B;8,, = 0 j # m, deducimos que

m—1 k
A =Pu12% = 35,200 8,0, — 2> BivmBuBuB; =2 ) 7i( Pyt Ti — Aim,).
j=1

i=1

Ahora bien, usando que ¥; = > 2 X, 3.6, L, =T 3.8y que P, es la matriz de proyeccién
=17 M3 My p Jj=1~3~]

sobre < 3;,...8,, >*, resulta que P11 Z; — N\ I, = ?:m—i—l (Aij = Aim) B B — Z;nzl Aim B; B}, de

donde
k D

Am:2z Ti Z (Aij_Aim)/Bjﬁ;_Tiz)\imﬁj/B} :
j=1

=1 j=m+1
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Cambiando el orden de las sumas obtenemos

P k m k
A, =2 Z ZTi(Aij - )\im)ﬁj ﬁ; —2 Z ZTiAimﬁj ﬁ}
j=m+1 i=1 j=1 i=1
k

es decir, recordando que v, = > | T; Aiyy, tenemos que

=2 Z BB—QZVmBB

j=m+1

de donde por la escritura de A,, y el vinculo entre las s-direcciones principales comunes obtenemos

1 & 1 1< 1

-1 T T

A = 5 > mﬂjﬂj_§§:y_ﬁjﬁj’ (5.1.1)
j=m+1 v J m =1

Paso 2. Calculemos A,! B, para j <m —1
Bjm=08;2vnB,1,+28;8,Vm j<m-—1
Como j < m — 1 entonces 3;"3,, = 0, por lo tanto
Bjm=2v.06;8, j<m-—1
Usando esta tultima expresién y (5.1.1) obtenemos
A 'Bj,=-8,8, j<m-1L (5.1.2)

Paso 3. Calculemos A;}Pmﬂum. Para eso, recordando la definicién de u,, calcularemos

a) 2AP,16(8,)hi(xi5, B)

b) 2A Py 1<(8,,)hi(%i5, B,,)

Calculemos a). Por la definicién de P,y y por (5.1.1) tenemos que 2 A P, i(8,,) hi(Xij, B,) =

1
V im Z m+1 (VZ . Vm)

emos

By 3, Iii(xij, B,,)- Luego, recordando la expresién hallada para hi(xij, 3,,) obten-

2A, Pri16i(B,,) hi(Xij, B) = v/ Aim DIF (T/]f—m ;85 Go) e:%; =) (xi; Be) B (5.1.3)

Calculemos b) 2 A, 1P,,116(8,,)hi(Xij; B) = 2A Prit VAim By VAimIF (?}'\B_m . S; GO) = 0,

pues P,,113,, = 0. Recordando la definicién de u,, y usando también (5.1.3) tenemos

k
AL Priiug, = —N"2 ) Z v/ A DIF (

i=1 j=1

P 1 i
oLy Go) P L Tl S
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De (4.2.11) y usando las identidades (5.1.2) y (5.1.4) tenemos que

m—1 m—1
N:(B, —B,) = > AL Bu N2 (B,—B) + A P, +o0,(1) =~ > 6,8, N (B, — B,)
/=1 /=1
_1 P Xsz/gm . - 1 T
— N2 ZZ Aim DIF (—m , S; Go> Z m (Xij Be) By +0,(1),

i=1 j=1
de donde recursivamente se obtiene que,

n; m—1

N:(B,—B,) = N2 ZZ > /i DIF ( wﬁf : Go) m(xgj B,) B, (5.1.5)

i=1 j=1 (=1

+ N3 ZZ Z i, DIF (’i/ﬂf_m .S Go) ﬁ(xgj B,) B, + 0,(1).

i=1 j=1 l=m+1

La representacion para N ~3 (Bm— 3,,) presentada en el Teorema 4.0.4 coincide con la expansién obtenida
por Boente Pires & Rodrigues (2002), utilizando funciones de influencia parciales. El desarrollo para los
autovectores es inmediato.

5.2. Caso unipoblacional

Si consideramos el caso k = 1, es decir, trabajamos con una sola poblacién, resulta que los funcionales
dados en la Definicion 2.4.2 y sus respectivos estimadores presentados en la Definicion 2.4.3, coinciden
con los funcionales y los estimadores dados en la Definicion 3.3.2 y en la Definicion 3.3.1, respectivamente.
Es decir, las s-direcciones principales coinciden con las s-direcciones principales comunes, y lo mismo
ocurre con sus respectivos estimadores. Por lo tanto el desarrollo expuesto en el Teorema 2.4.4 debe
coincidir con el desarrollo dado por el Teorema 4.0.4. En esta secciéon mostraremos que, en efecto, los
desarrollos coinciden.

Siguiendo a Cui, He & Ng (2003) en su demostraciéon del Teorema 2.4.4, puede verse que para
I1<m<yq

N_%(ﬁm - IBm s) - Ar_nlBij_i(/Bj - ﬂj,s) + ;&r_nlﬁm-i-lﬁm’ (521>

recordando que Am, ]§jm, P,..1 v u,, estan definidos antes de el enunciado del Teorema 2.4.4. Poste-
riormente, en (4.2.11) llegamos a que

m—1
N2(B, = Brs) = > AL B N2 (B, — B;0) + AL Pty + 0,(1).
j=1

Veremos que ambas recurrencias coinciden, con lo cual, debido a que de las mismas se deducen
respectivamente los desarrollos dados por los Teoremas 2.4.4 y 4.0.4, tendremos que dichos desarrollos
coinciden. Para lograr nuestros fines transformaremos la identidad 4.2.11 en la identidad 5.2.1.

Si k = 1, tenemos que p(a) = 1y ¢2(a) = ¢*(a) yaque 1, = 1y S(Bns) = )\mysé. También tenemos
que N =n; =ny que py(a) = 7162 (a) = ¢2(a). Ademés como los funcionales coinciden resulta que

1
2

P,.= 15m+1. Veamos que A,, =2\, 2 A, y Bjp, =2 )\ms Bjm. Para ello notemos que
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N

pla) = 2q(a)s(a) luego p(B,,c) =2 Ams? <(Bys)

p(a) = 2{*(a) +<(a)i(a) } luego p(B,,) =2{*(B,s) + Ams

=

$(Brms) s

en vista de lo cual, como P,,11<(3,,s) = 0, resulta que P41 p(8,,) = )\ms% P,..+1¢(83,,). Luego,
reemplazando obtenemos

/6:715 p(IBm)IP = 2)\771,5 (IBm,S)T<<IBm,S)IP
B P(Brms)Brs Brs = 2 Ams? Bié(Bns) Brns) (Bjs)s

de donde, A,, = 2 )\m7s% Am y Bj,, =2 )\mﬁ% ]§jm, con lo cual AgllBjm = A;ll]gjm. Luego los primeros
sumandos de cada recurrencia coinciden. Ademas para k = 1 resulta que

[

W =172 Ans? D B0 Brns) + X (Brns) D i B}

j=1 j=1

Nuevamente, recordando que Pm+1<(ﬁm,s) = 0, obtenemos P,,, 1 u,, = )\m,S% P,..1u,, yluego A;lleH u,,

A-'P,.. 1 1,,, lo que prueba, finalmente, que las recurrencias coinciden, como querfamos demostrar.
m m—+ ) ) ) )
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